Mathématiques
Corrigé du DS n°3

Exercice 1.

Partie I : étude d’une suite

1. (a) Soit n € N* :

S &1
) YL W EFL S
k=1 k=1
Ainsi, la suite (H,,) est croissante.
(b) Soit n € N*:
2n n 2n
1 1 1
Hon = Hn=3 3 =2.5= 2 3
k=1 k=1 k=n+1
Par décroissance de la fonction  — 1/ sur R, pour tout k € [n + 1, 2n]
1 1
k= 2n
En sommant terme a terme pour k allant de n+1 a 2n :
2n 2n
1 1 1
Hyp—Hu= 3, 7> > 52=3
k=n+1 k=n-+1
Ainsi, pour tout n € N* :
H2n - Hn > =

(¢) La suite (H,)nen+ étant croissante, d’apres le théoréme de la limite monotone, il y a deux cas possibles :
i. soit elle converge et admet une limite ¢ € R,
ii. soit elle diverge vers +o0o et admet +o0o comme limite.
(d) Raisonnons par 'absurde : supposons que (H,,) converge. Alors, en notant £ sa limite, on a que (Ha,) converge

aussi vers £. On en déduit que :
lim Hy, — H, =0.

n—-+oo
En passant a la limite dans I'inégalité de la question précédente :

0>

b

N |

ce qui est une contradiction. Donc :
lim H, = +oo.

n—+oo

(e) i. Fonction pour calculer H,, en Python :
def calcul_H(n):

H=0

for k in range(1l, n+1):
H=H+ 1/k

return H

ii. Script pour trouver n tel que H,, > 10° :

def rang():
H=0
n=20

while H < 10%x5:
n=n+1
H=H+ 1/n
return n



2. (a)

(b)

()

Soit f définie sur | — 1, +oo[ par f(z) = z — In(1 + z). Alors comme f est dérivable en tant que somme de
fonctions usuelles dérivables sur cet intervalle :
1 T
4 =1 = .
/@) 1+z 1+=

Or z + 1 > 0 sur cet intervalle, donc f’(z) > 0 pour tout z > 0. On en déduit que f admet un minimum en
x=0et f(0) =0 donc
In(l+z) <z, Vzre]l-—1,+o00]

Soit n € N* :

In nt2 =In(1+ 1 < 1 , In i =In(1- 1 < - 1 .
n+1 n—+1 n+1 n+1 n+1 n+1
1 <1n<n+1>.

n+1 n

Montrons que les suites (uy,) et (vy,) sont adjacentes. Soit n € N* :

Ainsi :

1 2
um-l*un:Hn+1*1n(”+2)*Hn+ln(n+l):n—|—1 hl(ZIl) =0

1 +1
vn+1—vn:Hn+1—1n(n+l)—H,L+ln(n):n+1_hl(nn ) <0,

1
Un—un:Hn—ln(n)—Hn—i—ln(n—i—l)zln(n+ ) — 0
n n—-4o0o

En conclusion, les suites (u,) et (v,) sont adjacentes et convergent vers la méme limite ~.

On considere la proposition dépendant de n :
P(n): 7S, = Hy, — H,".
Initialisation. Pour n =1,
1
5"

2 1\k—1
s-E Tl ()
k=1

Ainsi, P(1) est vraie.
Hérédité. Supposons P(n) vraie pour un n € N* fixé. Montrons que P(n + 1) est vraie. Alors

2n+-2 k—1 2n k—1
(1) (1) ! 1 1 !
- = — =S +—-—.
+1 ; k ]; k +2n+1 2n + 2 +2n+1 2n + 2
————
=Sn
Par ailleurs,
1 1 1 1 1
Hopso — H :(H )—(H 7):H _H - .
an2 T Ml 2 o1 mt2 ) T e )t T s

En utilisant ’hypothése de récurrence S, = Hs,, — H,,, on obtient
Sn+1 = Hopqo — Hyyg1.

Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence, la proposition P(n) est vraie pour tout n € N*, c’est-a-dire

V?’LGN*, Sn:HQn*Hn-
Par définition de (vy,) :
H, = v, +In(n)

donc
Sp = v, + In(2n) — v, — In(n) = ve, — v, + 1n(2).

Comme v,, —> ~,onawvy, —v, —> 0. Ainsi:
n—-+4oo n—-+o0o

S, — 1In(2).

n—-+oo

2



Partie II : formule d’inversion de Pascal

1. Soient 7,k,n € N tels que i < k < n. Alors :

(Z) (f) T —nl!c)!k! “(k —k!i)!i! T (n- k)'Tk —

(n— k):z;c — il (n iﬂz‘)m “n —(Z)T(z?'— I CL) <Z i} ;>

2. Soit (uy,) une suite réelle et (v,,) définie par v, = Z (Z) ug. Alors :
k=0

On écrit

(a) Soit n € N. On a:

n n k
n—k (T _ n—k (T k
>0 (o= e () 2 (5w
k=0 k=0 i=0
En échangeant I'ordre des sommes d’apres le théoreme de Fubini :

Zn:i: ( ) (f) Ui = Z (—1)n* (?) (Z : ;) u; (d’apres la question 1).

0<i<k<n

Posons j =n —k,on a:

(b) D’apres la formule du binéme de Newton,

(n - Z) — (1 _ 1)n—i — O’VL—’L'.
:0

(n _ z) 0 sii<n,
1 sii=n.
Par conséquent, dans la somme précédente, tous les termes s’annulent sauf celui pour i = n :

kzn:_o(—l)nk (Z) vk = (Z) Uy - 1= up,.

1. Soit & € R* et n € N*. On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de raison 1 — z # 1, donc

<.

Ainsi :

“M:
I

Partie III : application

1—(1-2)" 1-(1—a)"
Z(l_x)kzl—(u—x)): (x =

2. (a) La fonction f,, est dérivable sur R en tant que fonction polynomiale et pour tout z € R,

=3 (7).

Six =0, alors



D’apres la formule du binéme de Newton, pour tout x € R*,

(1—z)" -1
fo(z) = —
Or, d’apres la question précédente,
-1
(1—2)" -1 5
Sl Sy
k=0
Pour tout = € R,
n—1
L) ==Y (1—a)F
k=0

(b) On définit la fonction F,, par

n—1
(1 _x)kJrl
Fo(z) =) .
— k+1

F,, est une primitive de f,,. Donc, il existe un réel \ tel que

Vr € R, n = + A
v Jn(@) kZ:O k+1
Comme f,(0) =0, on a
n—1
1—0)!
> ( - >1 +A=0,
k=0 T
soit )
n— n
1 1
A=— —_— = - =-H,.
k=0 k+1 k=1 k
Pour tout z € R,
n—1
(1 x)kJrl
n(x) = - H,.
fn(@) — k+1
(c) D’apres la relation précédente,
n—1
(1 l)k-‘rl
fn(1) = H,=—-H,
= k+1
Or, par définition de f,,
— () (=1)*
n 1) =
=3 ()5
Ainsi,
n n (_1)k+1
H, =
> (1)

3. On reprend les notations de la question 2 : on pose donc uy = 0 et, pour tout k € N*,

(_1)k+1
7k .

U =

On a donc, pour tout n € N|

H, = (Z) ug  (formule valable en posant Hy = 0).
k=0

D’apres la formule d’inversion de Pascal, pour tout n € N,

Autrement dit, pour tout n € N*,



En multipliant par (—1)"*!, on obtient

Pour tout n € N*,

Exercice 2.

Partie I

1. On appelle succes I’événement <« obtenir Pile ». Sa probabilité est

ng-

Un lancer de piece est une épreuve de Bernoulli. On répete cette épreuve 3 fois de maniere indépendante. La
variable aléatoire X compte le nombre de succes, donc X suit la loi B(3, %) Le joueur est déclaré vainqueur si le
nombre de Pile est pair (0 ou 2) :

A=[X=0U[X =2].

Par incompatibilité, on a

P(A)=P(X =0)+ P(X =2) = <;)3+3<§)2;:£

2. Pour chaque valeur de X, on a une valeur différente de G. Si X = 0, alors G = 0, si X = 1, alors on perd 10 euros
et G = —10, si X = 2, alors on gagne 20 euros et G = 20, enfin, si X = 3, on perd 30 euros et G = —30.
Au final :
G(©2) = {-30,-10,0,20}.

On a ensuite :

3. On calcule I'espérance de G
E(G) = =30P(G = —30) — 10P(G = —10) + 20P(G = 20) = —30P(X =3) — 10P(X =1) + 20P(X = 2)

2\° 2 1\? 2\? 1 60 20
E(G)3O<3> 10><3><3><<3) +20><3><<3) X = T =g

On trouve donc que E(G) < 0 et que le jeu est défavorable au joueur.

Donc

4. Python
(a) def loiX():
x=0

for k in range(3):
if rd.rand() < 2/3:
x=x+ 1
return x



(b) def 10iGQ):

x = loiX()
if x == 0:

G=0
elif x ==

G = -10
elif x ==

G =20
else:

G = -30
return G

Partie IT
1.(a) SiY =1,alors Z=1.S1Y = —1, alors Z = 0. On a bien :
Z(Q) ={0,1}.

De plus :
P(Z=1)=P(Y =1)=P(X € 2N) = P(4),

et on a bien :
Z — B(P(A)).

(b) D’apres la question précédente :

Par linéarité de ’espérance :
E(Y)=E_2Z-1)=2E(Z)—1=2P(A) - 1.

2. (a) On appelle succes ’événement : < obtenir Pile ». Sa probabilité est p. Un lancer de piece est donc une épreuve
de Bernoulli. On répete cette épreuve n fois de maniere identique et indépendante. La variable aléatoire X
compte le nombre de succes, ainsi :

X <= B(n,p).

(b) D’apres le théoreme de transfert :

BOY) = B(-17) = Y0P = 1) = S -0# () )t o

k=0 k=0

On utilise alors la formule du binome :
n n -
E(Y)=Y (k)(—p)k(l —p)"F=1-p-p)"=(1-2p)"
k=0

3. D’apres les questions 1(b) et 2(b), on a :

(-2 =B(Y)=2P(4) -1 = pay=""20H]
4. On résout : , R 1
PA)z3 %25 = (1-2p)" >0,

< mnpair ou 1—-2p>0,

1
<= npair ou pgi.

Partie 111

1. On < gagne » 10 euros pour chaque Pile (compté avec X) affecté du signe donné par Y selon la parité de X, ou

encore :
G =10XY = 10X (-1)%,

Toujours avec le théoreme de transfert, on obtient :
E(G) =S 10k(—1)FP(X = k) =105 (=D k(" ) pk(1 — p)n*.
(6) = 101 PIX = k) = 10315 (} )t )

k=0 k=0
6



2. Soit k € [1,n]. On a :

k(Z) B k!(:i! B (k f({;!znli! k)! :”(Z: D

3. En utilisant le résultat de la question précédente, on a :

EG) = IOZ k(’;) (fp)k(l ,p)nfkr _ 10”2 (Z_ 1) (7p)k(1 7p)(n71)—(k—1)'
k=1 k=

En posant j = k — 1, on obtient :

Par la formule du bindme de Newton :

E(G) = —10np(1 — 2p) "~ 1.

. Par ailleurs :

DN | =

4. On connait déja les conditions pour que P(A) >

B(G)<0 <= —10np(1-2p)"'<0 <«—= (1-2p)"'>0 <= 1-2p>0 ou n impair.

Comme n ne peut pas étre pair et impair a la fois, la conjonction des conditions précédentes donne bien :

DN | =

> 1
-2 <~ p<
<0

1
5. (a) La fonction f est polynomiale donc dérivable sur R et a fortiori sur [O, 2]. Le calcul donne :

f(z) = (1 —22)""2(1 — 2nzx).

1 1 1

f est strictement croissante sur |0, — | et décroissante sur sur |—, = |. f atteint son maximum en — avec

2n 2n" 2 2n
1

De plus, f(0)=0=f| = ).

f(Ly_ L (n=2 et
2n)  2n n ’
2
(b) La rentabilité est optimale pour le concepteur lorsque l'espérance du gain est minimale, ou, de maniere

1
équivalente, lorsque f(p) est maximal sur {0, 2} Il faut donc choisir

p:%.



