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Extrait du programme

Variables aléatoires discretes

On généralise l'étude des variables aléatoires a valeurs dans un ensemble fini menée en premiére année aux variables aléatoires discrétes. Ces
outils permettent d’aborder, sur des exemples simples, l’étude de procédés stochastiques a temps discret. La mise en place du cadre de cette étude

se veut a la fois minimale, pratique et rigoureuse :

— la notion de tribu n’appelle aucun autre développement que sa définition ;

— létude de la dénombrabilité d’un ensemble et la construction d’espaces probabilisés sont hors programme ;

— les diverses notions de convergences (presque siire, en probabilité, en loi, etc.) sont hors programme.

Toutes les variables aléatoires mentionnées dans le programme sont implicitement supposées discretes.

La notion de variable a densité est hors programme.

La notion d’espérance conditionnelle est hors programme.

B - Probabilités, variables aléatoires discréetes et lois usuelles

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Univers, événements, variables aléatoires discrétes

Univers Q, tribu <. Espace probabilisable (Q, /).

Evénements.

Une variable aléatoire discrete X est une application définie sur
Q, telle que X(Q) est au plus dénombrable et, pour tout x € X(Q),
X 1({x}) est un événement.

On se limite a la définition et a la stabilité par les opérations ensem-
blistes finies ou dénombrables.
?raduction de la réalisation des événements
o0
() A, alaide des quantificateurs J et V.
n=0
Généralisation du vocabulaire relatif aux événements introduit en
premiére année.

Llunivers Q n’est en général pas explicité.

Notations (X =x), {X =x}, (X € A).
Notation (X = x) (et analogues) lorsque X est a valeurs réelles.

b) Probabilité

Probabilité sur (Q,.f), o-additivité.

Espace probabilisé (Q, </, P).

Probabilité de la réunion ou de la différence de deux événements, de
I’événement contraire.

Croissance de la probabilité.

Continuité croissante, continuité décroissante.

+00 +00
Sous-additivité : P( | An)< ¥ P(An).
n=0 n=0

Evénement presque siir, événement négligeable.

Notation P(A).

Application : pour une suite (Ap),cN d’événements (non né-
cessairement monotone), limites quand n tend vers l'infini de

P[onAk) et P(kéoAk).

En cas de divergence de la série a termes positifs ZP(A n), on rap-
pelle que

+00
Z P(A;) = +oco.
n=0

Systéme quasi-complet d’événements.

c¢) Probabilités conditionnelles

Si P(B) > 0, la probabilité conditionnelle de A sachant B est définie

par la relation P(A|B)=Ppg(A) = I%E)B)

Lapplication Pg définit une probabilité.
Formule des probabilités composées.
Formule des probabilités totales.

Formule de Bayes.

Si (Ap)n=0 est un systéme complet ou quasi-complet d’événements,
alors

+00 +00
P(B)= Z PBNnA,) = Z P(B|AR)P(Ay)
n=0 n=0
On rappelle la convention P(B|A;)P(A;) =0 lorsque P(A,)=0.



PROBABILITES, VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES ET LOIS USUELLES

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

d) Loi d’une variable aléatoire discréete

Loi Px d’une variable aléatoire discrete.

Variable aléatoire f(X).

Si X ~Y alors f(X)~ f(Y).

Variable géométrique de parametre p € 10,1[ :
VEeIN*, P(X =k) = p(1-p)t 1.

Variable de Poisson de parametre 1 >0 :
k

Vke]N,P(X:k):e”l%.

Couple de variables aléatoires discretes.

Loi conjointe, lois marginales.
Loi conditionnelle de Y sachant un événement A.

La probabilité Px est déterminée par la distribution de probabilités
(P(X = 0)zex()-

On note X ~ Y lorsque les variables X et Y suivent la méme loi, sans
soulever de difficulté sur cette notation.

On ne souléve aucune difficulté sur le fait que f(X) est une variable
aléatoire.

Notation X ~ %4(p).

Relation P(X > &) = (1 - p)*.

Interprétation comme rang du premier succeés dans une suite illimi-
tée d’épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme parametre p.
Notation X ~ 2(7).

Interprétation en termes d’événements rares.

Un couple de variables aléatoires est une variable aléatoire a valeurs
dans un produit.

Notation P(X =x,Y =y).

Extension aux n-uplets de variables aléatoires.

e) Evénements indépendants

Indépendance de deux événements.

Indépendance d’une famille finie d’événements.
Si A et B sont indépendants, A et B le sont aussi.

Si P(B) > 0, I'indépendance de A et B équivaut a
P(A|B)=P(A).

L'indépendance deux a deux n’entraine pas I'indépendance.
Extension au cas de n événements.

f) Variables aléatoires indépendantes

Deux variables aléatoires discrétes X et Y définies sur Q sont in-
dépendantes si, pour tout A c X(Q) et B c Y(Q), les événements
(X € A) et (Y € B) sont indépendants.

Suites de variables aléatoires indépendantes, suites i.i.d.

Fonctions de variables indépendantes :

siX 1Y, alors f(X) 1 g(Y).

Lemme des coalitions :

si les variables aléatoires X1,...,X, sont indépendantes, alors
fXq,....Xm) et eXm+1,-..,Xn) le sont aussi.

Notation X 11 Y.
De fagon équivalente, la distribution de probabilités de (X,Y) est
donnée par

PX=x,Y =y)=P(X =x)P(Y =y).
Extension au cas de n variables aléatoires.
On ne souléve aucune difficulté quant a I'existence d’un espace pro-
babilisé portant une suite i.i.d.
Modélisation du jeu de pile ou face infini : suite i.i.d. de variables de
Bernoulli.
Extension au cas de plus de deux variables aléatoires.

Extension au cas de plus de deux coalitions.

G. BOUTARD
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I. EXPERIENCES ALEATOIRES, UNIVERS ET PROBABILITES PROBABILITES, VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES ET LOIS USUELLES

I. Expériences aléatoires, univers et probabilités

I.1. Vocabulaire des probabilités

Définition 15.1 - Expérience aléatoire

Une expérience aléatoire (ou épreuve aléatoire) est une expérience dont on ne peut pas prédire le résultat
de maniere certaine.

‘¢- Exemple 15.1

Lancer de dé(s), lancer de piece(s), tirage de cartes, évolution du cours de la bourse, comportement de particules
physiques...

Définition 15.2 - Univers, résultat

On appelle univers, ou univers des possibles, 'ensemble de toutes les réalisations possibles d'une expérience
aléatoire. Cet ensemble est noté Q.

Un résultat, ou issue, ou possible, de 'expérience est un élément w de Q.

‘¢- Exemple 15.2

» Le lancer d’'un dé a 6 faces. L'univers est Q = [1,6].

» Trois lancers d’'un dé a 6 faces.
Si on s’intéresse au résultat des trois dés, alors I'univers est ) = [[1,6]]3.
Si on s’intéresse a la somme des résultats des 3 dés, alors I'univers est Q = [3,18].

» Le lancer d’une piéce. L'univers est () = {P,F} (P = Pile et F = Face). On peut également utiliser 'univers
Q ={0,1} en convenant que 1 correspond a pile et 0 a face.

4@ Remarque 15.1

En pratique, il ne sera pas nécessaire de préciser 'univers Q.

Z® Remarque 15.2 - Notion d’événements

Un événement associé a une expérience aléatoire est une combinaison de résultats de I'expérience.
Par exemple, « obtenir un résultat pair » lors d’'un lancer de dé a 6 faces est un événement.

Pour écrire 'événement « obtenir un résultat pair » on utilise la notation ensembliste {2,4, 6}.

On dit qu'un événement A est réalisé dans l'issue w lorsque w € A.

‘¢- Exemple 15.3

Deux lancers d’'une piéce (ou I'univers choisi est Q) = {(P,P), (P,F),(F,P),(F ,F)}). L'événement « obtenir deux fois le
méme résultat » est {(P,P),(F,F)}.

PSI 2025 — 2026 4 G. BOUTARD



PROBABILITES, VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES ET LOIS USUELLES I. EXPERIENCES ALEATOIRES, UNIVERS ET PROBABILITES

G ra
— 2 Définition 15.3 - Evénement certain, événement impossible et événements élémentaires ——

Soit Q un univers.
» l'ensemble Q est appelé 'événement certain;
» l'ensemble vide @ est appelé 'événement impossible ;

» pour tout w € £, le singleton {w} est appelé événement élémentaire.

Définition 15.4 — Opérations sur les événements

Soient ) un univers et, A et B deux événements.
» Lévénement contraire de A est 'ensemble A.

» ['événement « A ou B » est ’ensemble A UB.

» L'événement « A et B » est ’ensemble A NnB.

‘¢- Exemple 15.4
On lance un dés a 6 faces (ou I'univers choisi est [1,6]).
» L'événement contraire de I'’événement « obtenir un résultat pair » ({2,4,6}) est ’événement « obtenir un résultat
impair » ({1,3,5}).
» L'événement « obtenir un résultat pair » ({2,4,6}) ou « obtenir un résultat supérieur ou égal a 4 » ({4,5,6}) est
I’événement {2,4,5,6}.
» L'événement « obtenir un résultat pair » ({2,4,6}) et « obtenir un résultat supérieur ou égal a 4 » ({4,5,6}) est

I’événement {4, 6}.

“#® Remarque 15.3

1. L'événement « A ou B » se réalise si, et seulement si, A se réalise ou B se réalise. On rappelle que le « ou » est
inclusif. Lorsque les deux événements A et B se réalisent simultanément, 'événement « A ou B » se réalise.

2. Lévénement « A et B » se réalise si, et seulement si, A et B se réalisent simultanément.
3. L'événement contraire de « A ou B » est I'’événement « A et B ».

4. D'événement contraire de « A et B » est ’événement « A ou B ».

Définition 15.5 — Opérations sur les événements

Soient ) un univers, et A et B deux événements.
» On dit que les événements A et B sont disjoints (ou incompatibles) lorsque A NB = @.

» On dit que 'événement A entraine ’événement B lorsque A c B.

/® Remarque 15.4
1. Deux événements sont disjoints lorsqu’ils ne peuvent se réaliser simultanément.
2. Un événement et son événement contraire sont disjoints.

3. Dire A entraine B signifie que si A est réalisé, alors B est réalisé.

G. BOUTARD 5 Lycée GAY-LUSSAC



I. EXPERIENCES ALEATOIRES, UNIVERS ET PROBABILITES PROBABILITES, VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES ET LOIS USUELLES

I.2. Vers la définition de probabilité

“® Remarque 15.5 - Approche fréquentiste (univers fini)

On s’'intéresse a un événement A € 22(QQ) de 'univers Q (ensemble fini).
Comment mesurer les chances de voir se réaliser I’événement A ?

Une maniére naturelle de tenter de répondre a la question est de répéter un grand nombre N de fois I'expérience

. . TP R T na
aléatoire et de compter le nombre n 4 de fois ou 'événement A s’est réalisé. On note alors ps = N
Lévénement contraire A s'est donc réalisé N —n 4 fois et on a alors pz=1-pa.

L'événement certain ) a été réalisé N fois, donc pg = 1.

On considere B un événement tel que A et B sont disjoints. On suppose que 'événement B s’est réalisé npg fois lors
des N répétitions de I’expérience aléatoire.

L'événement A UB s’est donc réalisé n4 + npg fois. Donc, paug = pa + pB.

Définition 15.6 — Probabilité sur un univers fini

Une probabilité sur un univers fini Q est une application IP de 2(Q2) dans [0, 1] vérifiant :
1. P(Q)=1;

2. Si A et B sont deux événements disjoints, alors IP(A uB) =1P(A) + P(B).

On dit alors que (Q2,IP) est un espace probabilisé fini.

“® Remarque 15.6 - Et lorsque Q est infini?

Il est difficile de définir une « probabilité » intéressante sur £2(Q2) tout entier. Nous allons étre obligé de définir une

nouvelle notion pour parler d’événement (autrement dit d’ensemble dont on veut pouvoir calculer les « chances » de
se réaliser).

Définition 15.7 - Tribu

Soit Q un ensemble. On appelle tribu sur (2 une partie % de I'ensemble Z2(Q2) des parties de Q telle que :
» Qe F,

» pour tout A € F, A =Q\ A, le complémentaire de A, appartient 2 F (on dit que F est stable par passage
au complémentaire),

+00
» pour toute suite (A,),>o d’éléments de &, la réunion | J A, appartient & & (on dit que F est stable par
n=0
réunion dénombrable).

Les éléments de & sont appelés événements et on dit que le couple (€2, %) est un espace probabilisable.

‘¢- Exemple 15.5

» {2,Q} est une tribu sur Q, appelée tribu triviale.

» Z2(Q) est une tribu sur Q.

> Soit A c Q. Lensemble {,A,A,Q} est une tribu (dite engendrée par A).
» Lorsque Q est fini ou dénombrable on utilise la tribu & = 22(Q).

PSI 2025 — 2026 6 G. BOUTARD



PROBABILITES, VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES ET LOIS USUELLES I. EXPERIENCES ALEATOIRES, UNIVERS ET PROBABILITES

/® Remarque 15.7

+00

Lensemble | J A, désigne 'ensemble des éléments de Q qui appartiennent au moins a un des événements A,,.
n=0
Autrement dit :

+00
welJA, <= neNweA,.
n=0

— R Proposition 15.1

Soit (Q,F) un espace probabilisable.
> oeF

+00

> Si(A,) nelNy une suite d’événement de &, alors () A, € Z (on dit que F est stable par intersection dénom-
n=0

Démonstration

»Onao=Q.

+00 +o0o

»Ona A= A,. Or, pour tout n € IN, A, € F et F est stable par passage au complémentaire et union dénombrable. m}
n=0 n=0

“/#® Remarque 15.8

+o00o

Lensemble (] A, désigne 'ensemble des éléments de Q qui appartiennent a tous les événements A,,.
n=0
Autrement dit :

+00
weNA, < VYnelN,weA,.
n=0

“/® Remarque 15.9

En particulier, quitte & prendre une infinité d’événements égaux, une tribu est stable par réunion et intersection
finie.

Définition 15.8 - Probabilité

Soit (Q,F) un espace probabilisable.
On appelle probabilité sur (2,%) une application IP: & — [0, 1] telle que :
» P(Q)=1,

» (o-additivité) pour toute suite (A,),>¢ d’événements deux a deux disjoints,

+00 +00
IP(L:JOAn) - ;)IP(A,L).

On appelle espace probabilisé un triplet (2, %,IP) ou & est une tribu et IP une probabilité sur (Q, ).

G. BOUTARD 7 Lycée GAY-LUSSAC



I. EXPERIENCES ALEATOIRES, UNIVERS ET PROBABILITES PROBABILITES, VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES ET LOIS USUELLES

“® Remarque 15.10

Comme ) = U {w} ou les événements {w} sont deux a deux disjoints et en nombre au plus dénombrable.
we)

Donc, par o-additivité et positivité de IP,

1=P(Q)= ) P(w) et YweQ,0<PHo)<l

we)

Définition 15.9 - Distribution de probabilités

Soit I un ensemble au plus dénombrable.

Une distribution de probabilités sur I est une famille (p;);c; de réels positifs ou nuls indexée par I et de
somme 1.

/® Remarque 15.11

Comme les réels p; sont positifs et de somme 1, on a, pour tout i € E, p; €[0,1].

‘¢° Exemple 15.6

1

1 1
En notant p1 = 3’ p2 = 2 et pg= 5 on a une distribution de probabilité (p;);c[1,3;-

~— @) Théoréme 15.1 - Détermination d’une probabilité par les images des singletons

Soient (2 un univers au plus dénombrable et (p),cq une distribution de probabilités.

Alors, il existe une unique probabilité P sur Q telle que, pour tout w € Q, P({w}) = py.
De plus, pour tout événement A € 22(Q),

PA)= ) po.
w€eA

Démonstration

Analyse.
On suppose que P existe.

Soit A un événement. On peut écrire A = | J {w}. De plus, les événements de I'union sont deux & deux disjoints et en nombre au plus

weA
dénombrable (car A est une partie de Q qui est au plus dénombrable). Donc, par o-additivité,

PA)= Y P(iw})= Y po.

weA weA
Synthese.
Pour tout événement A, on pose IP(A) = Z Pow-
w€eA
o Pour tout ' € Q : P{o'}) = Z Po=Dy-
wefw'}
o Comme (py)yeq est une distribution de probabilités : P(Q) = Z po=1

weQ)
e Soit (A)n>0 une suite d’événements deux a deux disjoints.

Ona:
+00
P(U4r)= ¥ po
n=0 welJi® A,

Par sommation par paquets (famille sommable a termes positifs ou nuls),

+00 +00
Z pwzz Z Pw:ZIP(An).
wEU;z%An n=0weA, n=0
Dongc, IP est une mesure de probabilité.
O
PSI 2025 — 2026 8 G. BOUTARD



PROBABILITES, VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES ET LOIS USUELLES I. EXPERIENCES ALEATOIRES, UNIVERS ET PROBABILITES

‘¢- Exemple 15.7

1
En notant pour tout n € IN, p, = ~—,0n a une distribution de probabilité (p,),cIN.

en!
En effet, les p, sont positifs ou nuls et, en reconnaissant une série exponentielle, donc convergente, on a :

— Y Exercice 15.1

Soit A € R. Pour tout n € IN, on note p, = —

2’
Déterminer A pour que (p,),cN soit une distribution de probabilité.

Résolution

<1 converge. Donc, la série Z pn converge et :

1
La série géométrique Z o de raison

+00 1n 1

+00
Y pn=AY o =Ax =24.
n=0 n:O2

1-

DOl

1
En prenant A = > la famille (py), e est bien une distribution de probabilité.

Définition 15.10 — Probabilité uniforme sur un univers fini

Soit Q un univers fini de cardinal n. L'unique probabilité sur Q qui vérifie, pour tout w € Q, P({w}) = = est
n
appelée probabilité uniforme sur Q.

Tous les événements élémentaires ont la méme probabilité de se réaliser, on dit qu’ils sont équiprobables.

On a alors, pour toute partie A de ,

Card(A) 3 Card(A)
n ~ Card(Q)’

PA)=

Z® Remarque 15.12 - Quand peut-on considérer qu’il y a équiprobabilité lors d’une expérience aléatoire ?

» Lancer de piece(s) équilibrée(s);
» Lancer de dé(s) équilibré(s);
» Tirage dans une urne ou sont placées des boules indiscernables au toucher;

» Plus généralement, lorsqu’une expérience est réalisée au hasard.

“® Remarque 15.13 - Lien avec le dénombrement
Soit Q un univers fini muni de sa probabilité uniforme. La formule donnant IP(A), pour un événement A, se

résume en : .
Nombre de cas favorables a A

Nombre de cas total

PA)=

Le probleme est alors ramené aux calculs du nombre d’éléments de A, donc du dénombrement.

G. BOUTARD 9 Lycée GAY-LUSSAC



I. EXPERIENCES ALEATOIRES, UNIVERS ET PROBABILITES PROBABILITES, VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES ET LOIS USUELLES

‘¢- Exemple 15.8

On tire 5 cartes au hasard dans un paquet de 52 cartes.

Lunivers Q est I'ensemble des parties a 5 éléments du paquet de cartes. On a donc Card(Q2) = (

Le tirage est effectué au hasard, on munit Q2 de la probabilité uniforme.
On note A I'événement « exactement 2 As sont tirés ». On a Card(A) = (;) (438)
Donc,
()
(3)

PA)=

L.3. Propriétés d’une probabilité

52

5

|

~—— @) Théoréeme 15.2 - Propriétés d’'une probabilité

Soit (2, #,IP) un espace probabilisé.
1. Ona: P(@)=0.
2. Soitn =1.

3. Pour tout événement A, on a

P(A) = 1-P(A).

4. Pourtous A€ F et Be &% telsque AcB,ona:

5. Pour tous événements A et B,on a :

P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB).

En particulier, P(A uB) < IP(A) + P(B).

n n
6. Soientn=1et Aq,...,A, des événements. On a : IP( Ai) < Z P(A;).
=1 i=1

1

n n
SiAj,...,A, sont des événements deux a deux disjoints, alors IP( Ai) = Z P(A;).
p=il i=1

P(A)<P(B) (croissance de la probabilité) et P(B\A)=P(B)-P(A).

PSI 2025 — 2026 10
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PROBABILITES, VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES ET LOIS USUELLES I. EXPERIENCES ALEATOIRES, UNIVERS ET PROBABILITES

Démonstration

1. Pour tout n € IN, on pose A, =@.

+00 +0o +00 +0o
Les événements Ap, sont deux & deux disjoints et | J Ap =@. Done, P(@)=P| [J An|= ) PAn)= ) P®).
n=0 n=0 n=0 n=0
D’ou, la série a termes constants Z IP(2) converge, donc tous ses termes sont nuls : P(2).

2. Pour tout entier i > n, on pose A; = 2.

n +00
On a alors, | JA; = |J A; et les événements de la suite (A, ),>0 sont deux & deux disjoints.
=1 =1

Donc, comme P(@)=0,0n a :

|
3. OnaQ=AUA et les événements A et A sont disjoints, donc IP(Q2) =P(A) + P(A). Comme P(Q)=1, on a I’égalité voulue.
4. OnaB=AU(B\A) et les événements A et B\ A sont disjoints, donc P(B) =P(A) + P(B\ A).
D’ou I’égalité voulue. Linégalité découle de P(B\ A) € [0, 1].
5. Ona AUB = (A\N(ANB))U(ANB)U(B\(ANB)) et les événements A\(ANB), AnB et B\(AnB) sont disjoints, donc
P(AuB)=P(A\(ANnB))+P(AnB)+P(B\(ANB)).
Or, AnB c A, donc par le point précédent, P(A\ (A NB)) =P(A)-P(ANnB).
De méme, P(B\(ANB))=PB)-PANB).
Ainsi, P(AUB)=P(A)-P(AnB)+P(AnB)+PB)-P(AnB)=P(A)+P(B)-P(AnB)
On sait que P(ANnB) =0, donc P(AuB) <IP(A)+ P(B).

ics

+00 +00 n
Ai) =IP(U Ai) =) P(A)=) P@,).

i=1 i=1

n n—1 n—1
6. Par le point précédent, on a : P ( U Al-) =P (( U Ai) UAn) <P ( U Ai) +1P(A,). Puis on conclut par récurrence. ]
=1 =1 i=1

L'ensemble des réalisations de ’expérience aléatoire pour lesquelles le résultats est dans A.

— gf Notation 15.1 - Evénement presque siir, événement négligeable

Soient (2, %,P) un espace probabilisé et A un événement.

» Lorsque IP(A) =1, on dit que A est un événement presque sur.

» Lorsque IP(A) =0, on dit que A est un événement négligeable.

~— @ Théoreme 15.3

Soit (2,%,IP) un espace probabilisé.

» Continuité croissante : si (A,),cN est une suite croissante d’événements (c’est-a-dire pour tout n € IN,

A, cA,.1), alors:
+00

P4 = (U 4s).
k=0
» Continuité décroissante : si (A,),cv est une suite décroissante d’événements (c’est-a-dire pour tout

nelN,A,,1cA,), alors :
+00o

P(4,) —— ]P(kDOAk).

» Sous-additivité : si (A,),en est une suite d’événements, alors :

+00 +00
P(L_JOAn] < Z_:O]P(An).

Démonstration
Faire des dessins!

» On pose By=Ag€Z et, pour tout n e N*, B, =A, \ A, _1€Z.
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I. EXPERIENCES ALEATOIRES, UNIVERS ET PROBABILITES PROBABILITES, VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES ET LOIS USUELLES

Les événements de la suite (B ), >0 sont deux a deux disjoints et JrLoJan = DoAn.

+00 +00 +00 "= "0 +00 +00
Donc, par définition de (By),on a : ]P( ’ An) = ]P( y Bn) = Z PB,)=P([Bgy)+ Z PB,)=PAy) + Z PAL\NA,_1).
Or, pour tout n € ]N*, A, 1cA, (suitggfoissante d’,:é:/%nemenr:;;;), donc P(A, \An_nl_)lz PA,)- ]P(An_:)T1
D’ou, P (BOA,L) =1P(Ag)+ Jio (PAR)-P(Ay-1)).

n=0 n=1
Or (somme télescopique), P(Ag) + % (PAR)-P(A,-1)) =P(Ap + (P(AN)-P(Ap)) =P(AN).
oo n=1

D’ou, P(Ap) Y P (nL:JOAn).

» On pourrait mener un raisonnement similaire, mais on peut aussi utiliser le théoréme précédent :
+00 T +00 JR—
P| () An|=1-P Ap,|=1-P UAn.
n=0 n=0 n=0
De plus, pour tout n € IN, A, €T et, pour tout n €N, A, 41 < Ay implique A, c Anil.

On en déduit que la suite d’événements (4p) nelN est croissante pour Iinclusion. Donc,

P(An)

P (gA_n).

n—+oo

Or, pour tout n € IN, P(A,) =1-P(Ap).

1—1P(+Lj°A_n):]P(ﬁAn).

n=0

Donc, P(A)

n—+oo

n
» Pour tout n € IN, on note By, = | J Ay, € F (stabilité par union finie d’'une tribu).
k=0
De plus, pour tout n € IN, B, By, +1.

+00
Donc, par continuité croissante, IP(B;,) P ( U B k).
n—+oo k -0

n
Or, pour tout n € N, P(By) < ) P(Ap).

k=0
+00 +00
En faisant tendre n vers +oo dans I'inégalité précédente et en remarquant que | By = | Ay, on obtient le résultat voulu. o
k=0 k=0

Z# Remarque 15.14

La série Z P(A,) est une série a termes positifs, donc, sa suite des sommes partielles est croissante.

n=0
Par le théoréme de la limite monotone, si Z P(A,) diverge, sa suite des sommes partielles diverge vers +oo.
n=0
+00
Dans ce cas, on pose Z P(A,) = +00, de sorte que, I'inégalité dans la sous-additivité a encore un sens.
n=0

— Y Exercice 15.2

Soient (Q2,.%,P) un espace probabilisé et (A, <) une famille d’événements.

n +00
1. Montrer que P ( U Ak) —P ( U Ak).

k=0
n +00

2. Montrer que P| [ Ar| ——TP|[) Ak |-
k=0

Résolution

n
1. Pour tout n € N, on note B, = U Ay.
k=0
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PROBABILITES, VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES ET LOIS USUELLES

I. EXPERIENCES ALEATOIRES, UNIVERS ET PROBABILITES

La suite (Bj,) est croissante pour I'inclusion (B, € By +1).

n n
De plus, pour tout ne IN, | J Ay, = | B;.
k=0 k=0
Donc, par continuité croissante,

P Ap|=P By, By,
£=0 £=0 n—teo k=0

De plus,

+00 +00

U Br = U Ap.

k=0 k=0
Donc,

P Ay Ay
£=0 n—teo x=o
n
2. Pour tout n € IN, on note By, = [ ] Ag.
k=0
La suite (Bj,) est décroissante pour I'inclusion (B, +1 < Bp).
n n
De plus, pour tout n e IN, () A, = ) B;.
k=0 k=0
Donc, par continuité croissante,
P Ap|=P By, P By,
£=0 £=0 n—teo k=0

De plus,

+o00 +00

(1 Br = A

k=0 k=0
Donc,

P Ay Ay
£=0 n—teo k=0

1.4. Variables aléatoires

Z# Remarque 15.15

En général, pour décrire efficacement les événements associés a une expérience aléatoire, on utilise une application

qui a une issue associe une valeur.

Par exemple, lorsqu’on lance deux dés, on peut s’intéresser au nombre de 5 obtenus. On considére alors une
application qui a une issue (autrement dit, un lancer) associe le nombre de 5 obtenus.

On parle alors de variable aléatoire.

Soit (2, %) un espace probabilisable et E un ensemble quelconque.
On dit qu'une application X : Q — E est une variable aléatoire discrete sur (Q2, %) lorsque :

» Lensemble des valeurs possibles de X est au plus dénombrable. Autrement dit, X (Q2) est fini ou dénombrable.

» Pour tout x € X(Q), X ! ({x}) € Z.
De plus, pour tout A c X(Q), on a X_I(A) eZ.

Lorsque E c R, on dit que X est une variable aléatoire réelle.

Définition 15.11 - Variable aléatoire

/¢ Remarque 15.16 - Justification de : « pour tout A c X(Q),on a X 1(4)e F »

Soit A € X(Q).

Lensemble X (Q) est au plus dénombrable et A < X(Q). Donc, A est au plus dénombrable.

G. BOUTARD 13
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I. EXPERIENCES ALEATOIRES, UNIVERS ET PROBABILITES PROBABILITES, VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES ET LOIS USUELLES

De plus, X *(A) = | J X !({x}). De plus, pour tout x € A, X ! ({x}) € Z.
x€A
D’ou, comme A est au plus dénombrable, A s’écrit comme une union finie ou dénombrable d’éléments de &. Donc,

X YA)eZ.

“® Remarque 15.17

1. Une variable aléatoire n’est ni une variable ni aléatoire !

2. L'ensemble X () est 'ensemble des valeurs prises par X et est appelé le support de la variable aléatoire.
3. Lensemble X !({x}) est ensemble des issus w € Q tels que X(w) = x.
4

. Si Q est fini ou dénombrable et F = 22((2), alors les deux conditions de la définition sont automatiquement
vérifiées.

‘¢° Exemple 15.9

1. Tirage simultané de 5 cartes dans un jeu de 52 cartes.
On peut s’intéresser a la variable aléatoire X qui a un tirage associe le nombre d’As obtenus. Dans ce cas,
X(Q)=10,4].
2. Lancer de deux dés discernables.
On s’intéresse a la somme des résultats des deux dés. L'univers est Q) = [[1,6]]2 et on considére a la variable
aléatoire S : Q - [2,12]
(a,b) — a+bd.

3. On lance une infinité de fois une piece. L'univers est 2 = {0, 1N On peut s’intéresser a la variable aléatoire
X du premier pile obtenu. On a X(Q) = IN* U {+o0}.

On remarque que {2 est non dénombrable mais que X ({2) est dénombrable.

o gf Notation 15.2

Soit Q un univers et £ un ensemble quelconque.

1. Soit X : QQ — E une variable aléatoire discreéte.

e Pour tout A c X(Q), on note
XeA)=X"1A)={weQ|X(w)e A},

Autrement dit, il s’agit de I’ensemble des issues pour lesquelles X prend une valeur qui appartient a A.
e Pour tout x € E, on note

X =%)=X"({x}) = {w € Q| X(w) = x}.
Autrement dit, il s’agit de 'ensemble des issues pour lesquelles X prend la valeur x.
2. Soit X : Q — R une variable aléatoire réelle discrete. Pour tout x € IR, on note :
e X<x)=X"1(1-00,x]) = {we Q| X (w) < x}.
(X <x)=X"1(1-00,x[) = {w € QI X () < x}.
(X = x)=X"([x, +ool) = {w € Q| X (w) = x}.
(
(

(X >x)= X" (Ix, +ool) = {w € Q| X (0) > x}.
X #0)=X"'R\{x}) = {we Q| X(w) £ x}.

‘9- Exemple 15.10

Lancer de deux dés discernables. On s’intéresse a la variable aléatoire S : Q — [2,12]
(a,b) — a+b.
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PROBABILITES, VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES ET LOIS USUELLES I. EXPERIENCES ALEATOIRES, UNIVERS ET PROBABILITES

L'événement « la somme des résultats des deux dés est paire » est (S €{2,4,6,8,10, 12}).
Lévénement « la somme des résultats des deux dés est 5 » est (S =5).

“/® Remarque 15.18

Ona:

Xed)=|JX=x.
x€A

Définition 15.12 - Variables aléatoires particuliéres

Soit (2,%,IP) un espace probabilisé.
» Soient E un ensemble quelconque et a € E. L'application
X:Q —- E
w — a
est appelée variable aléatoire certaine, ou constante.

» Soit A € &. Lapplication
1,: Q - R
1 siwmeA
0 — .
0 siw¢A.

est appelée indicatrice de A.

“/® Remarque 15.19

La variable aléatoire indicatrice de A est a valeurs dans {0, 1}. De plus,

(]lA=1)=A et (]lA=0)=A.

‘¢- Exemple 15.11

Lancer d’'un dé. L'univers considéré est [1,6]. La variable indicatrice de I'événement A «le dé est tombé sur une

face paire » est :
1a: [1,6] — R
0 { 1 siw est pair
0 siw estimpair.

G. BOUTARD 15
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II. PROBABILITES CONDITIONNELLES PROBABILITES, VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES ET LOIS USUELLES

I1. Probabilités conditionnelles

I1.1. Définition

“® Remarque 15.20 — Le jeu de Monty Hall

» Le jeu oppose un présentateur a un candidat (le joueur). Ce joueur est placé devant trois portes fermées. Derriere

T'une d’elles se trouve une voiture et derriére chacune des deux autres se trouve une chévre. Il doit tout d’abord
désigner une porte.

1
A priori, le joueur a une probabilité de 3 d’avoir choisi la porte derriere laquelle se trouve la voiture.

» Puis le présentateur doit ouvrir une porte qui n’est ni celle choisie par le candidat, ni celle cachant la voiture (le

présentateur sait quelle est la bonne porte dés le début). Le candidat a alors le droit d’ouvrir la porte qu’il a choisie
initialement, ou d’ouvrir la troisieme porte.

Quelle stratégie doit adopter le joueur pour avoir le plus de chance de repartir avec une voiture ?

Vous pouvez simuler 100 essais sur le site suivant : http :/sorciersdesalem.math.cnrs.fr/Vulgarisation/Hall/hall.html

Les plus téméraires essaieront de simuler ce jeu sur python (vous pouvez utiliser le module random et la fonction
randint).

Cet exemple montre que le fait de savoir que I'événement « la voiture ne se trouve pas derriére cette porte » a ajouté
de I'information ce qui modifie la probabilité de certains événements.

“® Remarque 15.21 - Approche fréquentiste (univers fini)

On s’'intéresse a deux événements A € 22(Q) et B € Z2(Q2) de I'univers Q.
On répete n fois la méme expérience aléatoire et on s’intéresse a la probabilité de A sous I’hypothése que I'événement

T, . L qs NANB NANB n
B est réalisé. La « chance » de voir A se réaliser est donc —— = —— x —.
np n np

Définition 15.13 — Probabilité conditionnelle
Soient (2,.%,P) un espace probabilisé et B un événement tel que P(B) > 0.
Pour tout événement A € %, on appelle probabilité conditionnelle de A sachant B le réel

P(ANnB)

P(AIB) = P®B)

On trouve aussi la notation Pg(A) = IP(A|B).

4@ Remarque 15.22

» La relation de la définition se réécrit :
P(AnB)=P(A|B) x P(B).

» Lorsque P(B) = 0, on pose par convention IP(A|B) x P(B) = 0. L'égalité précédente est alors encore valable
(Attention : écrire seulement IP(A|B) n’a pas de sens dans ce cas!).
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PROBABILITES, VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES ET LOIS USUELLES II. PROBABILITES CONDITIONNELLES

~— @ Théoreme 15.4

Soient (2, %,P) un espace probabilisé et B un événement tel que P(B) > 0.
Lapplication :
Pg: & — [0,1]
A — Pp(A)=IP(A|B)

est une probabilité sur (Q, F).

Démonstration

P(QnB) P®B)
PB) PMB)

» Soit (A, )n>0 une suite d’événements deux a deux disjoints. On a :

+00 +00
IP((UAn)mB) IP( (Ant))
P BOA ‘B _ n=0 _ n=0
e P(B) P(B)

Or, les événements de la suite (A, NB),>0 sont deux a deux disjoints. Donc,

» On a P(Q|B) =

+00
Y P(A,nB)
+o00 — +00 IP(A ﬁB) +o0
P| [ An|B| =22 = n 2= Y P(AnIB).
(nL—JO n) ) P(B) ngo P(B) n=0 (AnlB)

Z# Remarque 15.23

En particulier, on a :
1. Ona: P(@B)=0.

n

2. Soitn=1.SiA1,...,A, sont des événements deux a deux disjoints, alors IP (U A;
i=1

B) =3 P(AiIB).
i=1

3. Pourtout Ae #,ona: IP(ZIB) =1-1P(A|B).
4. Pourtous A1e FetAseF,ona:P(A;UAsB)=1P(A1|B)+IP(A2|B)—P(A1NnAs|B).

5. On peut utiliser les propriétés de continuité croissante, continuité décroissante et sous-additivité Pp.

I1.2. Propriétés des probabilités conditionnelles

~— @) Théoréeme 15.5 - Formule des probabilités composées

n-1
Soient (2, %,P) un espace probabilisé et Aq,...,A, des événements tels que IP ( Ai) #0.
i=1
Alors,
P(A1n---NnA,)=P(A1) xP(A3|A1) x P(A3|A1NAg) x --- x P(A,lA1N---NA,_1).
Démonstration
n—1 J J n—1
Pour tout je[1,n—1],ona [ | A; <[] A4;, donc, P ﬂAi) BIP( N Ai) >0.
i=1 i=1 i=1 i=1

Toutes les probabilités conditionnelles de la formule ont alors un sens. De plus,
P(A1) xIP(Ag]A1) x P(A3lA1NAg) x---xP(AplA1N---NA,_1)

IP(AZ ﬂAl) y IP(Al ﬂAz ﬂA3) 9 9 IP(Alﬂ“-ﬁAn_l ﬂAn)

= Pldn~ P(A7) P(A1NnAg) P(A1N-NAp_1)
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II. PROBABILITES CONDITIONNELLES PROBABILITES, VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES ET LOIS USUELLES

La formule des probabilités composées s’ensuit par télescopage. o

‘¢- Exemple 15.12

Soit n € IN*. Une urne contient n boules vertes et n boules rouges. On pioche successivement et sans remise les
boules, que 'on suppose indiscernables au toucher, de 'urne jusqu’a vider l'urne.
Calculons la probabilité de vider I'urne en alternant boule verte et boule rouge.

Soit A I'événement dont on souhaite calculer la probabilité. Pour tout i € [1,2n], on introduit les événements R; :
«on pioche une boule rouge au i-eme tirage » et V; : «on pioche une boule verte au i-eéme tirage ». Ainsi,

A=RinVonR3sn---NVo,)U(VinRaNV3n---NRg,).

Les deux événements de 1'union sont disjoints, on a
PA)=PR1nVonR3N---NVy,)+P(ViNnRaNV3nN---NRgy,).
Les couleurs rouge et verte jouent des réles symétriques, donc on a :
PRiNnVonR3n---NVy,)=P(ViNnRaNV3N---NRy,).

Comme P(R1nVan---NRgy,-1)> 0, la formule des probabilités composées donne

P(R10V20R3ﬁ-“ﬂV2n)

PR1)xP(Va|R1) x---xP(Vo,|IR1NVanNR3N---NR2p_1)

n n 1
= — X X eooe X —
2n 2n-1 1
_
T (2n)
2(n!)?
Ainsi, P(4) = 22
(2n)!

— E% Méthode 15.1 - Quand utiliser la formule des probabilités composées ?

On peut utiliser la formule des probabilités composées pour calculer la probabilité d'un événement qui s’écrit
comme une intersection. C’est le cas lorsque '’événement décrit une succession d’événements (tirages successifs
dans une urne par exemple).

Définition 15.14 — Systeme complet d’événements

Soient (Q,g ,IP) un espace probabilisé et (B;);c; une famille d’événements indexée par un ensemble I au plus
dénombrable.
On dit que (B;);c7 est un systeme complet d’événements de Q2 lorsque :
1. pourtoutiel, B; € &.
2. pour tout (i,j) € 12, sii# j, alors B; et B; sont disjoints (autrement dit, B; N B; = @).
3. Q=JB..
el
On dit que (B;);cy est un systéeme quasi-complet d’événements de ( lorsque :
1. pourtoutiel, B; € &.
2. pour tout (i,)) € 12, sii# j, alors B; et B; sont disjoints (autrement dit, B; N B; = @).
3. Y P(B;)=1.

iel
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PROBABILITES, VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES ET LOIS USUELLES II. PROBABILITES CONDITIONNELLES

“® Remarque 15.24

La différence entre un systéme complet d’événement et une partition de (2 est qu’on ne suppose pas les B; non vide.

‘9" Exemple 15.13 - Cas particuliers fréquemment rencontrés
Soit (2, %,P) un espace probabilisé, A un événement et X une variable aléatoire discrete sur Q.
> La famille (A,A) est un systeme complet d’événements.

» La famille (X =x)), x(q est un systéme complet d’événements.

—— @) Théoréme 15.6 — Formule des probabilités totales

Soient (Q2,.%,P) un espace probabilisé et (B;);c; un systéme complet ou quasi-complet d’événements.
Pour tout A€ #,ona:
P(A) = Z P(AnB;)= Z P(A|B;) x IP(B;),
iel iel

ou IP(A|B;) x IP(B;) = 0 lorsque P(B;) = 0.

Démonstration
(Cas d’un systéme complet d’événements).

+00
Les événements de la suite (A NB;), ¢y sont deux & deux disjoints et A = | J (AnB)).
n=0
Donc, par o-additivité,
+

+00 o) oo
IP(A)ZIP( Ja ﬂBn)) Z PANBy)= Z P(AIB,) x P(Bp).

n=0 n=0 n=0
O
— R Proposition 15.2 - Cas particuliers importants
Soit (Q2,%,IP) un espace probabilisé.
1. Soit Be &.
Pour tout A€ #,ona:
P(A)=P(A|B) x P(B)+P(AIB) x P(B)
2. Soit X une variable aléatoire discréete sur Q.
Pour tout A€ #,ona:
PA) = Z PAIX =x)xP(X =x)
x€X(Q)
Démonstration
1. On considere le systéme complet d’événements (B,E).
2. On considére le systéme complet d’événements (X =x)), . X(Q)
m}

‘¢- Exemple 15.14

Soit n = 2 un entier. On dispose de n urnes numérotées de 1 a n. Lurne k € [1,n] contient & boules blanches et n — &
boules noires. On choisit une urne au hasard et on pioche simultanément deux boules dans cette urne.
Calculons la probabilité d’obtenir deux boules blanches.

Soit A I’événement dont on souhaite calculer la probabilité.

On note U la variable aléatoire correspondant au numéro de I'urne choisie. La variable aléatoire U est a valeurs
dans [1,n].
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II. PROBABILITES CONDITIONNELLES PROBABILITES, VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES ET LOIS USUELLES

1
Lurne est choisie au hasard, donc on est dans le cadre de ’équiprobabilité et, pour tout & € [1,n], P(U = k) = —.
n

Comme ((U =1),...,(U = n)) est un systéme complet d’événements, la formule des probabilités totales donne
n 1 n
PA)= Z PA|IU=k)xPU=k)=— Z PAIU = k).
k:1 n k:1

Les boules de 'urne % sont indiscernables au toucher, donc on est dans le cadre de ’équiprobabilité. De plus, les
boules sont tirées simultanément donc on ne tient pas compte de l'ordre.

Donc, lorsque 'on pioche deux boules dans 'urne %, le nombre total de tirages est (;L) et le nombre de cas favorable

wf)

Ainsi,

el

P(A)—;I;(_)_mzk(k b-
Z n(n+1) tzk2 n(n+1)6(2n+1),apréscaICLﬂS, on a
n+1
PA=5

— L% Méthode 15.2 - Quand utiliser 1a formule des probabilités totales ?

On peut utiliser la formule des probabilités totales pour calculer la probabilité d'un événement qui peut étre
décrit a I’'aide d’une disjonction de cas.

~— @) Théoréme 15.7 - Formule de Bayes

Soient (2, %,P) un espace probabilisé et A et B deux événements de probabilités non nulles. On a :

P(A|B) x P(B
P(BIA) = %

Démonstration

Ona:
P(BnA) P(AnB) TP(AIB)xP(B)

P@A)  P@A) P(A)

Le famille (B,E) est un systéme complet d’événements. Donc,

PBIA) =

P(A|B) x P(B)

P(B|A) = -
P(AIB) x P(B)+ P(A[B) x P(B)

Z® Remarque 15.25 Formule de Bayes

Soient (2, %,P) un espace probabilisé, A un événement et (B;);c; un systeme complet d’événements. On suppose
que IP(A) > 0.
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Alors, pour tout i € I, en appliquant la formule de Bayes, puis la formule des probabilités totales,

P(A|B;) x P(B;
P(B;14) = _LAIBD X PB)

) P(A|B;) xP(B})
j=0

‘¢- Exemple 15.15 - Retour au probléme de Monty-Hall
Considérons la situation suivante :
¢ Le candidat choisit la porte 1.
e Lanimateur ouvre le porte 2.
Pour tout i € {1,2,3}, on note A; I’événement «la voiture est derriere la porte i » et O I’événement « ’animateur

ouvre la porte 2 ».

Calculons la probabilité que la voiture se trouve derriére la porte 3 sachant que la porte 2 a été ouverte, autrement
dit IP(A3|0).
La famille (A1,A2,Ag3) est un systéme complet d’événement. Par la formule de Bayes :

P(O|A3) x P(A3)
P(O]A1) x P(A1)+P(O|Ag) x P(A2) + P(O|A3) x P(A3)

P(A3]0) =

1
Initialement la voiture a 1 chance sur 3 de se trouver derriére chaque porte. Donc, P(A1) = P(Ag) =IP(A3) = 3

De plus,
e Sachant que la voiture se trouve derriére la porte 1, Panimateur ouvre au hasard la porte 2 ou 3. Donc,
1
P(OlA1) = %

e Sachant que la voiture se trouve derriére la porte 2, la probabilité que ’animateur ouvre cette porte est nulle.
Donc, P(O|As) = 0.

e Sachant que la voiture se trouve derriére la porte 3, 'animateur ouvre nécessairement la porte 2. Donc,
P(OlA3) =1.

D’ou,

X
Ol Lol

]P(A3|O) =

[
ol

1
De plus, P(A2]0) = 0. Donc, P(A41]|0) = 3

La stratégie optimale est donc de changer de porte.
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IT1. Loi d’une variable aléatoire

Dans toute cette partie, on considere (2, %,P) un espace probabilisé, E un ensemble quelconque et X : Q — E une
variable aléatoire discrete.

II1.1. Définition

/@ Remarque 15.26

Comme X est discrete, son support est au plus dénombrable, et on le note X(2). On munit cet ensemble X(Q2) de la
tribu 22(X(Q)).

~— @) Théoréeme 15.8

L'application
Px: 2(X(Q) — [0,1]
A — PXeA).

est une probabilité sur (X(Q), 2 (X(Q)).

Démonstration

On vérifie les conditions de la définition 15.8 page 7.
» Pour tout A € 2(X(Q)), Px(A)=P(X e€A)<[0,1].

» Ona (X € X(Q) = Q, done, Px (X(Q)) = P(X € X(Q)) = P(Q) = 1.

> Soit (By,), >0 de parties de 22(X(Q)) deux a deux disjointes.
On remarque :
+00 +00
(Xe U Bn) = X eBy).
n=0 n=0
Donc,
+00 +00 +00
IPX(U Bn):IP(Xe U Bn):IP(U(XEBn))
n=0 n=0 n=0
De plus, comme les B;, sont deux a deux disjoints, les événements (X € Bj,) sont deux a deux disjoints.
Donc, comme P est une probabilité,

+00 +00 +00
lPx(U Bn) =Y P(XeBy) =Y Px(By)
n=0 n=0 n=0

Définition 15.15 — Loi d’une variable aléatoire

La probabilité Px : A — IP(X € A) est appelée loi de X.

‘¢- Exemple 15.16

Lancer d'une piéce équilibrée. L'espace probabilisé utilisé est I'univers Q = {P,F} muni de la probabilité uniforme
sur 2. On note X la variable aléatoire qui donne le résultat du lancer. La loi de X est :
1 1
PXeQ)=1, IP(X:F):i, IP(X:P):§ et PXew)=0.
Remarque : ici, la variable aléatoire est X: Q@ — Q .1l s’agit de l'application identité sur Q.
0w —
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~— @ Théoréeme 15.9

La probabilité Px est déterminée par la distribution de probabilités (P(X = %)), . xq)-

De plus, on a :

VA EQ?’(X(Q)), Px(A)=P(XeA)= Z P(X =x).
x€A

Démonstration
Pour tout A € (X (Q)), par double inclusion, on a (X € A) = | (X =x).
x€A

Or, les événements (X = x) sont deux a deux disjoints et en nombre au plus dénombrable, donc,

PXeA)= Z PX =x).
x€A

~— &) Théoréme 15.10

Soit (p;);c; une distribution de probabilité (ou I est un ensemble au plus dénombrable).
Il existe X une variable aléatoire discrete telle que, pour tout i € I, P(X =i) = p;.

Démonstration
Par le théoréme 15.1 page 8, il existe une probabilité IP sur (I,22(I)).
L'application X =id; convient. En effet,

» X(I)=1 est au plus dénombrable.

» Pourtouticl, (X =i)={jel|X()=i}={jellj=i}=1{}

» Pour tout i € I, P(X =i)=P{i}) = p;.

— |f5"9 Méthode 15.3 — Déterminer la loi d’une variable aléatoire

Déterminer la loi de X revient a :
1. déterminer X(Q);
2. pour tout x € X(Q), calculer P(X = x).

Z# Remarque 15.27

Quand on travaille avec une variable aléatoire X : QQ — E, I'univers Q et la probabilité P sur Q n’ont plus de réelle
importance. Ce qui important est de connaitre X(Q2), le support de X, et Px, sa loi.

/# Remarque 15.28

On travaille parfois avec un ensemble contenant X () plutét qu’aveec X(Q2). C’est le cas en particulier lorsqu’on
travaille sur les couples de variables aléatoires (voir paragraphe ultérieur).

‘¢- Exemple 15.17

On note S la somme des résultats d’'un lancer de deux dés équilibrés a 6 faces et discernables (ils sont de couleurs
différentes par exemple). S est une variable aléatoire et sa loi est :

| x [ 2]3[]4]5][6[7]8[]9]10]11]12]
PS=n | = | = | [E[2[L]2[2]2]1]2
36 118 [ 1219 1361613619112 18|36
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@7 Notation 15.3 — Variables aléatoires de méme loi

Lorsque deux variables aléatoires X et Y ont la méme loi (autrement dit, lorsque Px =IPy), on écrit X ~ Y.

II1.2. Composée d’une application et d’une variable aléatoire

o @7 Notation 15.4

Soient F' un ensemble et [ : X(2) — F une application.
La variable aléatoire discrete f o X : 2 — F est notée f(X).

~— € Théoréme 15.11

Soient F un ensemble et f : X(Q2) — F une application. On note Y = f(X).
Ona:
VyeY(Q), PXY =y)= Z PX=x)= Z P(X =x)

“ xeX(Q)
xef1 ({y}) tel que y=7(x)

Autrement dit, la loi de Y se déduit de la loi de X.

Démonstration

Ona:
(r@=y=Xer )= U X=2.
xef~1({y})
De plus, f_1 ({»}) est une partie de X(Q).
Comme X est discrete, X(Q) est au plus dénombrable, donc, f _1({y}) aussi.
D’autre part, les événements (X = x) sont deux a deux disjoints.
D’ou le résultat par g-additivité. o

‘¢- Exemple 15.18

Soit X une variable aléatoire qui prend les valeurs —1, 1 et 2 dont la loi est donnée par

L ox [-1l1[2]
TEIHHE

La variable aléatoire Y = X? prend les valeurs 1 et 4. De plus,
3 1
IP(Y:I):IP(X:—1)+IP(X:1):Z et IP(Y:4):]P(X:2):Z.

Donc, sa loi est donnée par

gl
TN

&) Théoreme 15.12

Soient F' un ensemble et f : X(Q2) — F' une application. On considere X; et X9 deux variables aléatoires
discretes sur (QQ, %, P).
Si X7 ~ X, alors f(X1) ~ f(X29).
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Démonstration

On sait que la loi de f(X1) se déduit de la loi de X1, et que la loi de f(X2) se déduit de la loi de Xo.
Comme X1 et X9 ont la méme loi, f(X1) et f(X2) ont la méme loi. o

I11.3. Lois usuelles

Loi uniforme

Lorsque tous les événements élémentaires ont la méme probabilité de se produire, on est dans le cadre de I'équiproba-
bilité.

Définition 15.16

On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur ’ensemble fini F' = {x1,...,x,}, non vide, lorsque :

X(Q)=F et VxeF, PX=x)=

Card(F)

On note X ~%(F). Laloi de X est :
L« [ = | x [-] = |
| PX =2 | czam | oo | | ooy |

‘¢- Exemple 15.19

1. On lance un dé équilibré et on note X le résultat du lancer du dé. La variable aléatoire X suit la loi uniforme sur
[1,6].

2. Une urne contient n jetons indiscernables au toucher numérotés de 1 a n. On tire un jeton dans 'urne et on note
X le numéro du jeton tiré. La variable aléatoire X suit la loi uniforme sur [1,n].

Loi de Bernoulli

Définition 15.17 - Epreuve de Bernoulli

Une épreuve de Bernoulli est une expérience a deux issues : « succes » (généralement modélisé par 1) et
«échec » (généralement modélisé par 0).

G. BOUTARD 25 Lycée GAY-LUSSAC



III. LOI D’UNE VARIABLE ALEATOIRE PROBABILITES, VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES ET LOIS USUELLES

Définition 15.18 — Loi de Bernoulli de parametre p
Soit p €]0,11.

On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli de parameétre p lorsque :
X(Q)={0,1} et PX=1)=p.

On note X ~ AB(p).

‘¢~ Exemple 15.20

1. Lancer d’une piece dont la probabilité d’obtenir pile est p. On considere la variable aléatoire X qui vaut 1 si la
piéce tombe sur pile et 0 sinon. On a : X ~ %B(p).
Remarque : la variable aléatoire 1 — X vaut O si la piece tombe sur pile et 1 sinon, et cette variable aléatoire
suit la loi 28(1 - p).

2. Lancer d’'un dé équilibré. On considére la variable aléatoire X qui vaut 1 si le dé tombe sur une face paire et 0

1
sinon.Ona: X ~ % (5)

3. On tire une boule dans une urne contenant a boules rouges et b boules vertes. On note X la variable aléatoire

qui vaut 1 si la boule tirée est verte et 0 sinon. La variable aléatoire X suit la loi % ( 5 )
a

— R Proposition 15.3

Soient (2,IP) un espace probabilisé fini et A € 22(Q)) avec P(X € A) €]0,11.
La variable aléatoire 1 4 suit la loi de Bernoulli de paramétre IP(A).

Démonstration

La variable aléatoire 1 4 est a valeurs dans {0,1}. De plus, (1, =1)=A et (14 =0)= A.
Donc, P(14 =1)=P(A) et P(14 = 0) = P(A) = 1 - P(A). ]

Loi binomiale

Définition 15.19 — Loi binomiale

Soient n € IN* et p €]0,1[. On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi binomiale de parameétres n et p
lorsque :

X(Q)=[0,n] et VkE[O,n]],IP(sz)Z(Z)kax(l—p)n_k.

On note X ~ %(n, p).

‘¢- Exemple 15.21

1. On lance n fois une piece dont la probabilité d’obtenir pile est p. On considére la variable aléatoire X qui compte
le nombre de fois ou la piece est tombée sur pile. On a : X ~ %B(n, p).

2. On tire avec remise n fois une boule dans une urne contenant a boules rouges et b boules vertes. On note X la
variable aléatoire qui compte le nombre de fois ou la boule tirée est verte. La variable aléatoire X suit la loi

b
Bln,——
( a+b
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Z® Remarque 15.29 - Justification intuitive de la formule

Loi géométrique

) Définition 15.20
Soit p €]0,1[. On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi géométrique de parametre p lorsque :
X(Q)=N* et VEeN* P(X=k)=px(1-p)

On note X ~ ¥%(p).

‘- Exemple 15.22

Le premier succes obtenu lors de la répétition d'un nombre illimité d’épreuves de Bernoulli de parameétre p
indépendantes suit la loi géométrique de parametre p.

— R Proposition 15.4

Soit X ~4(p).On a :
VEeIN*, P(X>k)=(1-p)".

Démonstration
On remarque que
+00
X>k= U x=).
J=k+1
D’ou, comme les événements (X = j) sont deux a deux disjoints,
+00 +00 . +00 . a —p)k &
PX>k)= ) PX=j)= ) pl-pY-1=} p(-p)=px =(1-p.
okl okl i=h 1-Q-p)

— Y Exercice 15.3 — Loi sans mémoire

Soient (Q,.#,IP) un espace probabilisé et X une variable aléatoire telle que X(Q)=IN*.
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe p €]0,1[ tel que X ~ ¥4(p).
2. P(X =1)€]0,1[, pour tout n € IN, P(X > n) > 0 et, pour tout (n,%) € N2,

PX>n+kX>n)=PX > k).
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Une variable aléatoire vérifiant cette propriété est dite sans mémoire.

L'équivalence montre que les lois géométriques sont exactement les lois discrétes sans mémoire.

Résolution

» Montrons que (1) = (2).
On a: P(X =1) = p €]0,1[. De plus, pour tout n € IN,

+00 +00 +00 +00
PX>n)= Yy PX=k= Y pxA-p 1=y px@-p)"™*=1-pl"xp Y Q-pF=1-p)xpx

=(1-p)">0.
k=n+1 k=n+1 £E=0 5=0 1-(1-p)

Enfin, pour tout (n,k) € ]NZ,

PX>n+kX>n) PX>n+k) (1-p)y*h

PX>n+klX>n)= PX >n) T PX>n)  (1-pn

=(1-pf=PX >k).

» Montrons que (2) = (1).
On note p = P(X =1)€]0, 1[.
Soit n € IN,
PX>n+1)=PX>n+1,X>n)=PX>n+1X>n)xPX >n).

D’ou, par absence de mémoire, P(X >n +1)=P(X > 1) x P(X > n).

Or, X(Q)=IN*. Donc, P(X >1)=1-P(X =1)=1-p.

Dou, PX>n+1)=1-p)xP(X >n).

On en déduit que la suite (P(X > n)) nelN est géométrique de raison (1 - p) et de premier terme P(X >0) = 1.
Donc, pour tout n € N, P(X > n) =(1- p)", puis, pour tout k € IN*,

PX=k)=PX>k-1)-PX>k)=(1-pf 1--pf=1-pFlxa-a-p)=pxa-plL

Donc, X ~%4(p).

Loi de Poisson

Définition 15.21 — Loi de Poisson

Soit A > 0. On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi de Poisson de parametres A lorsque :
Ak
X@Q)=IN et VkelN, PX=k)=e"x T

On note X ~ Z2(N).

4@ Remarque 15.30 - Interprétation

On considere une suite (p,,),cv de réels strictement positifs telle que n x p, — A>0.
— 100

On considére, pour tout entier n € N*, X, une variable aléatoire binomiale de parameétres (n,p,).
Soit £ € [1,n]. Déterminons la limite de IP(X,, = k) lorsque n — +oo.
Ona:

P(X, =k)= (’;) < pk x (1= po)i.

De plus,

n_nX(n—l)x---x(n—k+1) n_k ot 2k
k| k! k! nk’

D’autre part,
(1-pn)" " =exp (n—k)xIn(1-p,)).
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Or, p, Oetln(1-x) ~ —x, donc,
n—+oo x—0

(n—k)xIn(1-py) ~nx(—py) -A.
n—+o0
Donc,
1- pn)n k Te A-
Ainsi,
k k k
3 n® A 2 o A
P(Xn—k)NEXJXe ~e XE.

Intuitivement, pour n assez grand, la loi de X, est la loi de Poisson de parameétre 1.
Or, on sait que X, représente le nombre de succes dans la répétition de n expériences de Bernoulli dont la probabilité
de succes est pj,.

A
Comme p, ~ — et n est grand, la probabilité de succes est faible.

La loi de Poisson est alors utilisée pour modéliser le nombre de fois o1 un événement de faible probabilité se produit.
On parle d’événements rares.

II1.4. Loi conditionnelle sachant un événement

Définition 15.22 — Loi conditionnelle sachant un événement

Soit A un événement de probabilité non nulle.

La loi conditionnelle de X sachant A est la probabilité :

P(X(Q) — [0,1]
B — P(XecBlA).

Z# Remarque 15.31

La loi conditionnelle de X sachant A est entierement déterminée par la distribution de probabilité (IP(X = xlA)) X Q)

‘¢- Exemple 15.23
Soit X ~%([1,4n]). Déterminons la loi de X sachant (X < n).
On sait que X est a valeurs dans [1,4n], donc, on a :
n n
X<n)=JX=i) et PX<n)= ZIP(XZi).
i=1 i=1
D’ou, par définition de la loi uniforme,

N |
P(X <n)= Z4—=—.

Remarque : 1a probabilité trouvée est non nulle, donc la loi conditionnelle de X sachant (X < n) existe.
Soit & € [1,4n].
e Casl:k€[1,n].Ona:

P(X=k)N(X<n) PX=£k)

PX =kIX <n)= PX <n) “PX<n)

rlklr—~|§|>—t
S|
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e Cas2:k€e[n+1,4n].0Ona:P(X =k X <n)=0.

Donc, la loi conditionnelle de X sachant (X < n) est la loi uniforme sur [1,n].

II1.5. Couple de variables aléatoires

Dans ce paragraphe, on considére X : QQ — E et Y : Q — F deux variables aléatoires discréetes (ou E et F' sont deux
ensembles quelconques).

Définition 15.23 - Couple de variable aléatoire

Le couple de variables aléatoires X et Y est la variable aléatoire

Z=X,Y): Q — ExF
0w — (X(),YW).

Lorsque E c R et F c R, on dit que (X,Y) est un couple de variables aléatoires réelles.

Définition 15.24 - Loi d’'un couple

La loi conjointe de X et Y est la loi de la variable aléatoire Z =(X,Y) :

2(Z() — [0,1]
C — PZelO).

C’est une probabilité sur Z(£2).

/® Remarque 15.32 — Notation

Pour tout (A,B) € 22(X(Q)) x 2(Y (QY)), on note

P(((X,Y)e AxB))=P((X € A)n(X €B)) =P(X € A,Y € B).
Pour tout (x,y) € X(Q) x Y(Q), on note P(X =x)n(Y =y)) =P(X =x,Y = y).

4@ Remarque 15.33

On a linclusion Z(Q2) < X(Q) x Y(Q) et cette inclusion peut étre stricte.

On en déduit que 2(Z(Q)) ¢ 22(X(Q)xY (Q)). Pour déterminer la loi de Z, on cherche alors a calculer P((X,Y) € AxB)
pour tout A € 2(X(Q)) et Be 2(Y(Q)).

On a alors le résultat suivant.

~— @) Théoréeme 15.13

La loi d'un couple de variables aléatoires (X,Y) est déterminée de maniére unique par la donnée des
P(X =x,Y = y), pour tout (x,y) € X(Q) xY(Q). De plus, on a :

V(A,B)e P(X(Q)x2(Y(Q), P(X€AYeB)= Y PX=xY=y)
(x,y)EAxB

Démonstration
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Pour tout (4,B) € 22(X(Q) x 2(Y (1)), on montre par double inclusion que :

(X,Y)eAxB)= |J X=x)n=y)
(x,y)eAxB

De plus, comme les événements de I'union sont deux a deux disjoints et en nombre au plus dénombrable (en effet A et B sont des
parties d’ensembles au plus dénombrables car les variables aléatoires X et Y sont discretes), on a :

PXeAYeB)=P(X,Y)eAxB)= Z IP((X:x)ﬂ(Y:y))z Z PX =x,Y =y).
(x,y)€AxB (x,y)€AxB

— r_-% Méthode 15.4 — Déterminer la loi conjointe de deux variables aléatoires

Soient X : Q — E et Y : QQ — F deux variables aléatoires. Déterminer la loi conjointe de X et Y revient a :
1. déterminer X(Q) et Y(Q);
2. pour tout (x,y) € X(Q) x Y(Q), déterminer P(X =x,Y = y).

°¢- Exemple 15.24

On considére la situation suivante : n urnes numérotées de 1 et n. L'urne k contient £ boules numérotées de 1 a k.
Les boules sont supposées indiscernables au toucher.

On choisit au hasard une urne et on tire une boule dans cette urne. On note X le numéro de I'urne choisie et Y le
numéro de la boule tirée.

Déterminons la loi du couple de variable aléatoires Z =(X,Y).

1. Les variables X et Y sont a valeurs dans [1,n].
2. Soit (i,)) € [1,n].
OnaP(X=i,Y=j)=0sii<}.
Dans la suite, on supposei=j.On a:

PX=i,Y=/)=PY =jIX=0)xPX =i).

Or, 'urne est choisie au hasard, donc, P(X =1) = —.
n
1
De plus, sachant 'urne i est choisie, la probabilité de tirée la boule j est —. En effet, les boules sont supposées
i

indiscernables au toucher, donc on se place dans le cadre de ’équiprobabilité. Donc, P(Y =j|X =i) = —.
i
Ainsi,

PX =i,Y =j)=

nxi

On peut alors déterminer la probabilité que le numéro de la boule tirée soit égal au numéro de I'urne choisie.
Autrement dit, on peut calculer P(X =Y).

La famille ({X =i}),_;_, est un systéme complet d’événements (on choisit une urne et une seule). Donc,
PX=Y)=) PX=Y,X=i)=) PX=i,Y=i)=) -=y =

i=1 i=1 i=1nxt n;=pl

/® Remarque 15.34 — Généralisation a des n-uplets de variables aléatoires

Soient (X1,...,X,) des variables aléatoires.
Lapplication  — (X1(),...,X,(w)) est une variable aléatoire dont la loi est entiérement déterminée par la donnée
de

P(X1=x1)n--n(X, =x,)) =P(X1 =2x1,..., X, = xp)
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avec x1 € X1(Q), ..., x, € X,,(Q).
Plus généralement, on note P((X; € A;))Nn(Xg€ Ag)n---N(Xp€Ap)=P(X1€A1,X2€Ag,...,.Xp€A,) ot Aj est
une partie de X1(€), ..., A, est une partie de X, (Q).

Définition 15.25 — Lois marginales

La loi de X et la loi de Y sont appelées les lois marginales du couple (X,Y).

— @ Théoréme 15.14
Les lois marginales sont entiérement déterminées par la loi du couple (X,Y) :

VreX(Q), PX=x)= ) PX=xY=y),

YeY (Q)
et
VyeY(Q), PY =y)= Z PX =x,Y =y).
xeX(Q)
Démonstration

Utiliser les systemes complets d'événements (X =x)) e x(q) et (¥ =) ey (q)-

f Attention

La loi conjointe d’'un couple détermine ses lois marginales. La réciproque est fausse!

‘9- Exemple 15.25 - Suite de exemple 15.24 page 31

Déterminons les lois marginales du couple Z =(X,Y).

» La loi de X est donnée par ’énoncé : X est a valeurs dans [1,n] et, pour tout i € [1,n], P(X =i)=—.
» LoideY. "

1. La variable aléatoire Y est a valeurs dans [1,n].
2. Soit j € [1,n]. La famille (X =1i)),_;., est un systéme complet d’événements (on choisit une urne et une seule).
Donc,
P(Y =j)=) PX=iY =))=) PX=iY =j)=) —— ==Y -
. . =

i=1 i=j i=j X1

Remarque : on peut retrouver la loi de X a partir de la loi du couple de la méme maniére. La famille ((Y = j))1 <jen
est un systéeme complet d’événements. Donc,

n i i 1 1 i 1
PX=i)=) PX=i,Y=/)=) PX=i,Y=))=) —=—-> 1=—.
“® Remarque 15.36 — Généralisation a des n-uplets de variables aléatoires
Soient (X7,...,X;) des variables aléatoires.
Pour tout x1 € X1(Q2),on a :
P(X1=x1)= Y P(X1=x1,X2=x9,...,X, =xp).

%2€X5(Q), ..., 20 EX (Q)

On généralise la formule précédente aux autres variables aléatoires.
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Définition 15.26 — Loi conditionnelle

1. Pour tout x € X(Q) tel que P(X =x) > 0, la loi conditionnelle de Y sachant (X = x) est la loi de Y pour la
probabilité IP(x—,). Cette loi est entierement déterminée par la donnée de :

PX =x,Y =)

VYeY(@), P =yX =x)=—F "

2. Pour tout y € Y(Q) tel que P(Y = y) > 0, la loi conditionnelle de X sachant (Y = y) est la loi de X pour la
probabilité I’y -,). Cette loi est entierement déterminée par :

PX=x,Y=y)

VxeX(Q), PX=x|Y=y)= P =)

‘9- Exemple 15.26 - Suite de exemple 15.25 page 32
Soit i € [1,n]. La loi de Y sachant (X = i) est donnée par :

1
Viell,nl, PY =jX=i)=-.
l

La connaissance des lois conditionnelles et des lois marginales permettent de retrouver la loi du couple.

— R Proposition 15.5

1. La loi de X et les lois conditionnelles de Y sachant (X = x), pour tout x € X(Q) vérifiant P(X = x) > 0,
déterminent entieérement la loi conjointe de X de Y et donc la loi de Y. En effet, on a :

PY =yl X=x)xPX=x) siPX=x)>0

V(oY) € XE) > ¥ (), ]P(X:x’Y:y):{ 0 si P(X =x)=0

et

VyeY(Q), P =y)= Z PX=x,Y=y)= Z PY =y|X =x) x P(X =x).

xeX(Q) xeX(Q)
tel que P(X=x)>0

2. La loi de Y et les lois conditionnelles de X sachant (Y = y), pour tout y € Y(Q) vérifiant P(Y = y) > 0,

déterminent entierement la loi conjointe de X de Y et donc la loi de X. En effet, on a :

V(x,y) € X(Q) x Y(Q), ]P(X:x,Yzy):{ PX =2Y =y)xPY =y) siPX =y)>0

0 siP(Y=y)=0,
et
VxeX(Q), PX=x)= Z PX=x,Y=y)= Z PX =x|Y =y)xP(Y = y).
YEY(Q) yeY (Q)
tel que P(Y=y)>0
Démonstration

1. Utiliser le systéme complet d’événements (X =x)), X(Q)

2. Utiliser le systéme complet d’événements ((Y = y)) yeY (©Q)- ]
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IV.Indépendance

Dans toute cette partie, on consideére (Q2,%,IP) un espace probabilisé.

IV.1.Evénements indépendants

“® Remarque 15.37

On considere deux événements A et B. Intuitivement, dire que A et B sont indépendants signifie que la probabilité
de voir A se réaliser n’est pas influencée par le fait de savoir si B est réalisé ou non. Avec les notations précédentes,
ceci signifie que P(A|B) =1P(A), ou encore que IP(A N B) =P(A) x IP(B).

Définition 15.27 - Evénements indépendants
On dit que deux événements A et B sont indépendants lorsque :

P(AnB)=1P(A) x P(B).

~—— €) Théoréeme 15.15

Soient A et B deux événements. On suppose que P(B) > 0.

Les événements A et B sont indépendants si, et seulement si, P(A|B) =1P(A).

Démonstration

P(ANB)

Conséquence immédiate de la définition de probabilité conditionnelle : IP(A|B) = P®)

‘¢- Exemple 15.27

» On lance un dé équilibré a 6 faces. L'univers choisi est Q = [1,6] muni de la probabilité uniforme.
On consideére les événements A « obtenir un nombre pair » et B « obtenir un multiple de 3 ».
On a : Card(2) =6, Card(A) =3, Card(B) =2, Card(AnB)=1. Dou,

Card(A) 1

PA)= ara) " 2

1 1
P(B) = 3 et P(AnB)= i P(A) x P(B).
Les événements A et B sont indépendants.
» On lance de deux dés équilibrés a 6 faces. Un dé est rouge et un dé noir. Les dés sont discernables, I'univers choisi
est donc Q = [[1,6]]2 muni de la probabilité uniforme.

On considere les événements A «la somme des numéros fait 6 », B « sur le dé rouge, on obtient un nombre pair ».
On a : Card(Q2) = 36, Card(A) =5, Card(B) = 18, Card(A nB) =2. D’ou,

5 18 2
P(A) = 36’ PB) = 36 et P(AnB)= 36 #IP(A) x P(B).

Les événements A et B ne sont pas indépendants

) Théoréeme 15.16

Soient A et B deux événements.

Si A et B sont indépendants, alors
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1. A et B sont indépendants;
2. A et B sont indépendants;
3. A et B sont indépendants.

Démonstration

» Montrons que A et B sont indépendants. _
On sait que : A =(ANB)U(A NB) et les évéenements A N B et A N B sont disjoints. Donc,

P(A)=IP(AnB)+P(AnB).
Or, A et B sont indépendants, donc,
P(ANB)=P(A)-P(ANB)=P(A)-P(A) x P(B) = P(A) x (1-P(B)) =P(A) x P(B).

» En échangeant les roles de é et B, on a directement l’indépgndar_lce de A et B.
» Puis, en remplacant B par B, on obtient I'indépendance de A et B. m}

Définition 15.28 - Indépendance de n évenements

Soient (A;);e7 une famille d’événements.

On dit que les événements (A;);c; sont indépendants lorsque, pour tout ensemble J < I fini,on a :

e(na)-Mpw).

Jjed jed

Définition 15.29 - Indépendance deux a deux

Soient (A;);er une famille d’événements.

On dit que les événements (A;);c; sont deux a deux indépendants lorsque, pour tout i # j, les événements
A; et A; sont indépendants.

— R Proposition 15.6

L'indépendance mutuelle entraine I'indépendance deux a deux.
La réciproque est fausse (Le contre-exemple est a connaitre).

Démonstration

» Soient A1,...,A, des événements mutuellement indépendants.
Soient (i,7) €I 2 avec i # J. On applique la définition avec J = {i, j}. Il vient,

IP(Ai OAJ) = IP( ﬂ Ak) = H P (Ak) = IP(AI) X IP(AJ)
keli,j} keli,j}

Donc, les événements A; et A sont indépendantes.

» On lance deux fois une piéce équilibrée. Les lancers étant successifs, I'univers choisi est Q = {P,F}2 muni de la probabilité uniforme.

On considere les événements A « obtenir pile au premier lancer », B « obtenir face au deuxiéme lancer » et C « on obtient deux fois la

méme résultat lors des deux lancers ».
Ona:

1 1 1 1 1 1
IP(A)_E’ 1P(B)-§, IP(C)_E’ IP(AﬂB)—Z, IP(AmC)—Z, IP(BmC)—Z et P(AnBnC)=0.
Ona:
PANB)=PA)xPB), PANC)=PA)xP{C), PBNC)=PMB)xP(C) et PANBNC)+IPA)xIPMB)xIP(C).

Les événements A, B et C sont deux & deux indépendants mais ne sont pas mutuellement indépendants.
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IV.2. Variables aléatoires indépendantes

Cas de deux variables

Définition 15.30 - Variables aléatoires indépendantes

Soient X : Q — E et Y : Q — F deux variables aléatoires, ou E et F' sont deux ensembles quelconques.

On dit que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes et on note X 1L Y lorsque :

V(x,y)eX( Q) xY(Q), PX=xY=y)=PX=x)xP(Y =y).

~— € Théoréme 15.17

Soient X : Q — E et Y : Q — F deux variables aléatoires, ou E et F' sont deux ensembles quelconques.
Les variable aléatoires X : Q — E et Y : Q — F sont indépendantes si, et seulement si, pour tout A c X(Q2) et
BcY(Q),ona:

P(XeAYeB)=P(X eA)xP(Y €B).

Démonstration
(<) Clair en prenant A = {x} et B = {y}.
(=)Ona:(XeAYeB)= U (X =x,Y =y). Les événements de cette union sont deux a deux disjoints et il y en a un nombre au
(x,y)eAxB
plus dénombrable. Done, P(X €A, Y eB)= ) PX=xY=y).
(x,y)EAxB

Par indépendance de X et Y, puis par opération sur les sommes, on a alors,

P(XeAYeB)= Z ]P(X:x)XIP(Y:y)I(Z ]P(sz))x(z IP(YZy))ZIP(XEA)X]P(YEB).
(x,y)eAxB xeA yeB

/@ Remarque 15.38

Soient A et B deux événements. Les variables aléatoires 14 et 1p sont indépendantes si, et seulement si, les
événements A et B sont indépendants.

~— € Théoréme 15.18

Soient X : Q — E et Y : QQ — F deux variables aléatoires, ou E et F' sont deux ensembles quelconques.
Si X et Y sont indépendantes, alors, pour toutes fonctions f définie sur X(Q) et g définie sur Y (Q), les variables
aléatoires f(X) et g(Y) sont indépendantes.

Démonstration
Soit x € (£(X))(Q) et y € (g(Y))(Q). On a:
(FX)=x,8Y)=y)= (X ef1ah,Y e g7 yh) = (X e £ 1)) n (Y e g2 ({y).
Par indépendance de X et Y, ona:
P(f(X)=x,8Y)=y)=P(X € f 1)) x P(Y € g 2({yD) = P(F(X) = x) x P(g(Y) = y).

D’ou I'indépendance de f(X) et g(Y). o
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Famille finie de variables aléatoires indépendantes

Définition 15.31 - Variables aléatoires indépendantes
Soient X1:Q—E1,X2:Q— Ej,..., X, :Q— E, des variables aléatoires, ou E1, E3,..., E, sont des ensembles
quelconques.

On dit que les variables aléatoires X1, Xg,..., X;, sont indépendantes lorsque : pour tout x1 € X1(Q),
x2 € Xo(Q),..., xp € X,(Q),

P
IP(Xl =x1,X2 =%2,...,X)p =xp) = H P(Xy = xp).
k=1

~— @) Théoréme 15.19

Soient X1:Q—E1,X2:Q— Ej,...,X,:Q— E, des variables aléatoires, ou E1, E3,..., E, sont des ensembles
quelconques.

Les variables aléatoires X1, Xp,..., X;, sont mutuellement indépendantes si, et seulement si, pour tout
A1 cX1(Q), Ap c Xo(Q),..., Ap c X, (Q),

P
IP(Xl €A1,X2 €A2,...,Xp EAp) = 1_[ IP(Xk EAk).
k=1

Démonstration

Généraliser la démonstration donnée dans le cas de deux variables aléatoires. o

“® Remarque 15.39

Toute sous-famille d’'une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes est formée de variables
aléatoires mutuellement indépendantes.

‘9- Exemple 15.28 - Modélisation de n expériences aléatoires

Pour modéliser n expériences aléatoires indépendantes, on utilise n variables aléatoires X1,...,X, indépendantes.
Pour tout & € [1,n], X}, représente le résultat de la 2-éme expérience.

Suite de variables aléatoires indépendantes

Définition 15.32 - Variables aléatoires indépendantes

Soient (X)), une suite de variables aléatoires.

On dit que les variables aléatoires (X, ),cn sont indépendantes lorsque : pour tout I/ < IN fini, la famille
(X;)ier est indépendante.

On dit que les variables aléatoires (X, ), sont indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.)
lorsque les variables aléatoires (X, ),y sont :

¢ indépendantes;

e de méme loi.

f Attention

Des variables aléatoires indépendantes sont indépendantes deux a deux. La réciproque est fausse!
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IV.3. Lemme des coalitions

~— &) Théoréeme 15.20 - Lemme des coalitions

Soient (2, #,IP) un espace probabilisé, X1,...,X, des variables aléatoires et m € [1, p].

Si les variables aléatoires X1,...,X, sont indépendantes, alors, pour toutes fonctions f et g, les variables
aléatoires f(X71,...,X,,) et g(Xp+1,...,Xp) sont indépendantes.

Démonstration

Admis

/@ Remarque 15.41

On dit que f(X1,...,X) et g(Xp+1,...,Xp) sont deux coalitions.
Ce théoréme se généralise a l'utilisation de plus de deux coalitions.

~— @ Théoréeme 15.21

Soient X1,...,X, des variables aléatoires et p € [0,1]. On suppose que
» les variables aléatoires X71,...,X, sont indépendantes;
» pour tout % € [1,n], X}, suit la loi de Bernoulli de parameétre p.

Alors, la variable aléatoire X1 + - -- + X, suit la loi binomiale de parameétres n et p.

Démonstration

On procede par récurrence sur n. On note #, : «la somme de n variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de parameétre p
suit la loi %B(n, p).»

Initialisation. n = 1. Il n’y a rien a faire : B(p) = %(1, p).

Hérédité. soit n € IN*. On suppose %, et on montre 7, 1.

Soit X1,...,X,+1 des variables aléatoires indépendantes de méme loi B(p).

Par hypothese de récurrence, Y = X1 +:--+ X, suit la loi binomiale de parametres n et p.

De plus, Y + X, .1 est a valeurs dans [0,n + 1].

Soit % € [1,n + 1]. En utilisant le systéme complet d’événements ((X,,+1 =0),(X,+1 = 1)), il vient :

PY +Xp1=k)=P¥ =k, X11=0+P(Y =k -1,Xp+1 = 1).

Par indépendance (le lemme des coalitions assure que Y et X, 1 sont indépendantes),

PY +X,41=k) = P =R)xPX,1=0+PY =k-1)xPX,+1=1
= Z)xpkx(l—p)n_kx(l—p)+(k,_l1)xpk_1x(l—p)n_k+1xp

gl

n+1
k

) ka x (1_p)n+17k

ka x (1 _p)n+1—k.

Il reste a traiterlecas k=0 : P(Y +X,,4+1=0)=P(Y =0,X,+1 =0 =P =0)x (X,+1=0)=(1 —p)n+1.
Donc, Y + X, 11 ~%B(n +1,p). Ce qui acheve la récurrence. o

/® Remarque 15.42 - Interprétation

Le nombre de succes lors de la répétition de n € IN* épreuves de Bernoulli indépendantes de parameétre p € [0, 1]
suit la loi binomial %(n, p).
En effet, par indépendance, la probabilité de réussir k épreuves de Bernoulli de parameétre p dans un ordre donné
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est p* x (1—p)**.

Ilya (Z) fagons de ranger les k& succes parmi les n épreuves de Bernoulli.

n
La probabilité de réussir & épreuves de Bernoulli de parametre p est alors ( k) X pk x(1- p)”_k.

‘¢- Exemple 15.29 - Pile ou face

Pour modéliser un jeu de pile ou face, fini ou infini, avec indépendance des différents lancers, on utilise une suite
(X)ner (ou I est un ensemble fini ou dénombrable) de variables aléatoires de Bernoulli mutuellement indépendantes

de méme parametre p (probabilité d’obtenir pile).
Pour tout n € IN, X,, représente le résultat du n-éme lancer.

1. La variable aléatoire aléatoire X1 + - -+ + X, représente le nombre de piles obtenus et est de loi B(n,p).

2. La variable aléatoire inf{n € N*|X,, = 1} représente I'instant du premier pile obtenu et «est de loi 4(p) ».

— Y Exercice 15.4
Reprenons I'exemple du pile ou face infini. On note X, le résultat au lancer n et Y =min{k € N*|X;, = 1}. On
suppose alors la suite (X,,),en+ 1.1.d. avec X,, ~ B(p) ou p €]0,1[ est 1a probabilité d’obtenir pile.

1. Soit 2 € N*. Exprimer (Y = k) a l'aide des événements (X, = 1) et (X,, = 0) oit n € IN*. En déduire
P =k).

A priori le cas de figure consistant a obtenir uniquement des faces n’est pas a exclure et cela conduit a étudier

la probabilité de 'événement (Y = +00).

2. Exprimer (Y = +00) a 'aide des événements (X,, = 1) et (X,, =0) o n € IN*.
n
3. Montrer que P(Y = +o00)= lim P(B,),ouB, = [ (X =1).
n—+oo =1

4. En déduire que IP(Y = +00)=0.

Résolution

n=0
Par indépendance des variables aléatoires X,

k-1
1. Ona:(Y:k):(ﬂ(Xn:O))n(anl)..

k-1
PY =k)= ( [ PX» =0)) NPX,=1=01-pF 1xp.
n=1
2. Ona: (Y =+o00)= ﬂ X, =0)..
nelN*
3. Onremarque que (Y =+o00)= (| Bp,

nelN*
et la suite (By), v+ est décroissante pour l'inclusion (B,+1 < By).

Par continuité décroissante de IP, on a :
P(Y =+00)= lim P(By).
n—+oo

4. Les variables aléatoires (X, ), v+ sont indépendantes et p €]0, 1[, donc,

0.

n
PB,) = [[ PX=0)=(1-p)"

k=1 n—+oo

On a alors,
P =+00)=0.
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