Lycée OZENNE ECGB2
CORRECTIONS EXOS DU COURS

Variables aléatoires réelles Chapitre 12

Preuve des résultats importants du cours

0.1 Fonction affine d'une variable a densité

¢ Preuve fonction affine d’'une var a densité
Soit X une variable aléatoire a densité (notée fx) définie sur (Q2, «¢) et deux réels a et b.
Si a #0, alors aX + b est une variable aléatoire a densité.

On sait que Y = aX + b est une variable aléatoire (Y est la transformée affine de la variable aléatoire X).
Montrons que Y est une variable aléatoire a densité.

Notons Fy et Fy les fonctions de répartitions de X et Y.

Pour toutréel x,ona: Fy(x)=P(Y <x)=PaX+b<x)=PaX=<x-Db).

Il nous faut alors distinguer les casouta <0 et a > 0.

-b -b
«Sia>0,onobtient: VxR, Fy(x) = P(X < XT) :FX(xa ).

Or X est une variable aléatoire a densité, sa fonction de répartition Fx est continue sur R et de classe C! sur R sauf

est de classe C! sur R, donc par composition Fy est

X
peut-étre en qqs points (en nombre fini) et la fonction x —

continue sur R et de classe C! sur R sauf peut-étre en un nombre fini de points.
Ce qui prouve dans ce cas (a > 0) que Y est une variable aléatoire a densité.
x=b x=b
eSia<0,onobtient: VxeR,Fy(x)=P(X=——)=1-Fx( ).
a a

Les mémes arguments que dans le cas oi1 a > 0 permettent de dire que Fy est continue sur R et de classe C! sur R sauf
peut-étre en un nombre fini de points.
Ce qui prouve dans ce cas (a < 0) que Y est une variable aléatoire a densité.

1 -b
¢ Preuve qu'une densité fy de Y est: VxR, fy (x) = ﬁfx(x—).
a a

Pour déterminer une densité de Y il suffit de dériver partout ot cela est possible la fonction de répartition de Y. Ainsi

-b -b

oSia>0,Vx€[R?,F§,(x)=%F§((x )=£fx(x7)-
. ! 1 x—b 1 x-b
-Sla<0,‘v’x€[R,FY(x)=—(EFX(—a ) =-7fx( P ).

Conclusion : ) b
une densité fy de Yest: VxeR, fy(x) = ﬁfx(x;).
a a

0.2 #Lois uniformes
0.2.1 Loiuniforme sur [a, b]

Une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur % ([a, b)) :
si X a pour densité la fonction f définie par: f(x) = ——, si x € [a, b] et0 sinon.
—-a

b
« Preuve que f est bien une densité pour X :

1
1. f est définie sur R et positive : en effet f(x) = 7—a >0cara<b, sixe€ [a,b]et0sinon
—-a

2. f estcontinue sur [a, b] en tant que fonction constante et f est continue sur ] —oo, a[ et sur | b, +ool en tant que
fonction nulle. Donc f est continue sur R sauf peut-étre en a et b.

+00 b
3. fm f(t)dt—fa .

Cette intégrale n’a aucun probleme de convergence.
fb 1 dim t | _b—a_l

«a b-a b-a® b-a
+0o

Donc fde=1.

Conclusion : f est une densité de X.
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* Preuve que La fonction de répartition d’'une variable aléatoire X qui suit la loi % ([a, b]), est la fonction F
Osix<a

xX—a
ixelab

b_as1x [a, b]

1six>b

Déterminons la fonction de répartition F de X.
X

définie pour tout réel x, par: F(x) =

D’apres le cours, on sait que Vx € R, F(x) = f fdt.
X(Q) = [a, b] (car la densité f de X ne s’annu_l%opas sur [a, b].)
X
Six<a:F(x) :f 0dt=0
—00
t _x-a

. ) B a X _ X l B X
Slxe[a,b].F(x)—ﬁdet+L f(t)dt—fa b—adt_[b—a]“_b—a'

a b1 x b1 t , b-a
Si b:F(x)= 0dt —dt 0dt= dt= = =1.
= 0 f—oo +fu b-a +fb fa b-a [b—a]“ b-a

Bilan : la fonction de répartition F de X est définie par :

Osix<a
—a .
F(x) = six € [a, b]
l1six>b
« Preuve que si X est une variable aléatoire qui suit la loi % ([a, b]) alors X posséde une espérance donnée par
a+b
EX)=——.
(X) >
+00 b 1
On s’intéresse a la convergence absolue de f tfx(dt = f tb—d .
—00 a —-a

Cette intégrale n’a aucun probleme de convergence.

Etfbt 1 di=| 12 ]b_bz—az_a+b
"Jo b—a T 2b-a) % 2b-a) 2

» Preuve que si X est une variable aléatoire qui suit la loi % ([a, b]) alors X posséde une variance donnée par
b— 2
v =89
12

+00 b 1
On s’intéresse a la convergence absolue de f 2 fx(tydt = f t* b dt.
. a -a

Cette intégrale n'a aucun probleme de convergence.

Et btz ! dr=] e b=
'Jo b-a 3b-a)* 3(b-a) 3(b—a) 3
Par la formulede K— H :
) , (b*+ab+a®* a+b, (b*-2ab+a* (b-a)
V(X)=E(X%)-EX)?= ey = '
3 2 12 12

b*-a® (b-a)(b*+ab+a®> (b*+ab+a’

0.2.2 Loiuniforme sur [0, 1]

Il s’agit de prendre a = 0 et b = 1 dans les preuves ci-dessus.

ePreuve de la transformation affine de var uniformes
Pour tout couple de réels (a, b) telque a< b,ona: X — %([0,1]) © (b—a)X + a— % ([a, b])

X —%([0,1]), posons Y = (b—a)X + a.
X(Q)=10,1] alors Y(Q) = [a, b].
VxeR,P(Y<x)=P(b-a)X+a<x)=P(X<3=2)cara<b=Fx(3;=%).

D’ou
six < aalors 3=% <0donc P(Y < x) = Fx(3=4) =0

si x € [a, b] alors 3=% € [0,1], donc P(Y < x) = Fx(3=5) = -

si x> balors =% > 1, donc P(Y < x) = Fx(3=5) = 1.
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Bilan
Osix<a
—a . . . . .. , . R R
six€[a,b] On reconnait la fonction de répartition d’une variable qui suit la loi uniforme sur [a, b].

lsix>b

Fy(x) =

Inversement si X — % ([a, b]) alors posons : Y = )b(:z.

X(Q) =[a,b] alors Y (Q2) = [0,1].

VxER,P(st):P()lg:g <x)=P(X=s(b-a)x+a)cara<b=Fx((b-a)x+ a).

D’ou
six<Oalors(b—a)x+a<0doncP(Y <x)=Fx((b—-a)x+a)=0

sixe[0,1] alors (b—a)x+ac€ [a,b],donc P(Y <x)=Fx((b—a)x+ a) = x.
six>1lalors(b—a)x+a>b,doncP(Y <x)=Fx((b—-a)x+a)=1.

Bilan

0six<O0
Fy(x) = { xsix€[0,1] Onreconnaitla fonction de répartition d'une variable qui suit la loi uniforme sur [0, 1].
1six>1

0.3 #Lois exponentielles
0.3.1 Loi exponentielle de parameétre A, avec 1 >0

Une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de parametre A, noté £(A), si une densité de X est la fonction f
définie par :
0six<O0
F _{ Ae Msix=0

« Preuve que une densité de X est la fonction f définie par:

0six<0
f(x)—{ le Msix=0

1. f est définie sur R et positive : en effet f(x) = 1e™**>0si x>0 et 0 si x<0.

2. f est continue sur R, en tant que fonction usuelle et f est continue sur R* en tant que fonction nulle. Donc f
est continue sur R sauf peut-étre en 0.

+o0o +oo
3. f fodre =f Ae Mdr.
—00 0

Cette intégrale est impropre en +oo.

M
Soit M >0 alors[ Ae Mdr= [—e"”]S/I =1-e?* - =1.
0 M—+oo

+00
Donc[ fde=1.

Conclusion : f est une densité de X.

¢ Preuve que
La fonction de répartition d’une variable aléatoire X qui suit la loi £(1), est la fonction F définie pour tout réel x,

0six<0
par.F(x)—{ 1-eMsix=0

X
D’apres le cours, on sait que Vx € R, F(x) = / fodt.
o0

X(Q) =R* (carla densité f de X ne s’annule pas_sur R*)
X

Six<0:F(x):f 0dt=0
—00
0

X X
Sisz:F(x):f Odt+f f(r)dt:f AeMdr=1-e 7,
o] 0 0

Bilan : la fonction de répartition F de X est définie par :

1-eMsix=0
F(x)= .
0 sinon
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e Preuve que si X est une variable aléatoire qui suit la loi (1) alors X posseéde une espérance donnée par

E(X)—l
=7

+00

+00
On s’intéresse a la convergence absolue : / tfx()dt= / AteMdr.
0

—00

Cette intégrale est impropre en +oo (car t — Ate *! est continue sur R*).

La convergence absolue de cette intégrale se résume 2 la convergence simple car V¢ >0, Ate™** = 0.
Soit M > 0, on va effectuer une IPP.
On pose 1/ (1) = Ae M u(t) =—e M v(t) =1,V (¢) = 1 avec u et v de classe C! sur [0, +0ol.

1

M M 1
Alors, f AteMdt = [-te MY +f eMdt=-Me ™4+ - ——e ™M . —jcarparCCMe™ — 0
0 0 A A M—+00 M—+00

ete ™M . .
M—+o00

1
D EX)=—.
onc E(X) 1

¢ : Preuve que si X est une variable aléatoire qui suit la loi £(1) alors X posseéde une variance donnée par
1
V(X)) = FPR
+oo +o0o
On s’intéresse a la convergence absolue : f £ fx(dt = f Ae M.
0

—00
Cette intégrale est impropre en +oo (car t — A2 e M est continue sur R*).
La convergence absolue de cette intégrale se résume 2 la convergence simple car V¢ = 0,At2e~** > 0.
Soit M > 0, on va effectuer une IPP.

On pose u/(t) = Ae M u(r) = —e M v(1) = 2,V (¢) = 2t avec u et v de classe C! sur [0, +ool.

M M M
Alors,[ Ate Mdr= [—tze%t]éw +2f te Mdt=—M2e M +2[ te Mdt.
0 0 0

M 1
Or d’apres le résultat sur E(X) onavuque lim te Mdr=—.
M—+o00 Jo A2
Puis par CC M? e M 9
M—+o00
Donc E(X?) = =
onc E(X<) = Fvh
Puispar K—H:

V(X)=EX?% -EX)?= 2 1 !

2T
¢ Preuve de la transformation affine de var exponentielles :
1
VA>0,X—e¢e(l) o ZXH e(A).

1
Soit X — £(1) et posons Y = EX alors
X(Q)=R; =Y(Q).

1
VxeR, P(Y<x)= P(ZX <x)=P(X<Ax)car A>0=Fx(Ax).
Donc
six<Oalors P(Y<x)=Fx(Ax)=0
six=0alors P(Y < x) = Fx(Ax) = 1— e+,

On areconnu la fonction de répartition d'une variable qui suit la loi exponentielle de parametre A.

Inversement
Si X — £(A) alors posons Y = 1X.

XQ) =R, =Y(Q).
1 1
VxeR, P(Y<x)=PAX<x)=P(X < /—1x) carA>0= FX(Zx)'

Donc 1
six<Oalors P(Y <x)= FX(Zx) =0

1
six=0alors P(Y <x) = FX(ZX) =1-e"*.
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On a reconnu la fonction de répartition d’'une variable qui suit la loi exponentielle de parametre 1.

¢ Preuve de la transformation affine de var exponentielles en lien avec variables uniformes : VA1 > 0, si X —
-1
(10, 1]) alors Tln(l -X)—¢e).

-1
Soit X — ([0, 1]) et posons Y = o In(1 - X) alors

X(@@Q)=1[0,1[et (1 - X)(2) =]0,1], In(1 - X)(Q2) =] —00,0].
Enfin Y (Q) = [0, +oo[ car A > 0.

Soit x <0, alors P(Y < x) T 0
Soit x e R,, P(Y < x) = P(_Tln(l - X)<x)=PIln(1-X)=-Ax)carA>0=P(1-X)=e ™) =PX<l-e™) =
Fx(1-e ),

OrsixeR; alors1—e *€[0,1]donc P(Y < x) = Fx(1—e ) =1—¢2*,

Bilan : la fonction de répartition de Y est:
{ 0six<0

e Mgix>0 On areconnu la fonction de répartition de la loi exponentielle de parameétre A.

0.4 # Lois normales
0.4.1 Loi Normale centrée réduite: .4 (0,1)

Une variable aléatoire X suit la loi normale .47(0, 1), si une densité de X est la fonction ¢ définie pour tout réel x

x2

par: @(x) = 2.

1
—e
V2rn

P

1 PR
En effet pour tout réel x, ¢(x) = \/—_e 2 est définie sur R et positive. Elle est continue sur R en tant que compo-
21

sée de fonctions (:ontinues2 sur R.
t

e_Edtzl

+00

Et on admet que f

—00

On admet aussi que :
La fonction de répartition d'une variable aléatoire X qui suit la loi .47(0, 1), est la fonction notée ® définie pour tout

réel x, par:
2

1 X p—
D(x) = —— 2 dt.
0 mf_ooe

¢ Preuve que pour toutréel x,ona: ®(—x) =1—-®(x).
En particulier : ®(0) = 3
2 2
1 X _—— 1 X JRp—
Pour toutréel x, ona: ®(—x) + D(x) = Ef—oo e 2dt+ E‘[_me 2 dt.

On va effectuer un changement de variable dans la premiére intégrale : on pose u = —t donc du = —dt, les bornes
deviennent : —oo — +oo et —x — x d’ol en utilisant la parité de ¢ :

tz (—u)? (w)?
L /_x Dar=-—— "¢ 2 du=—. foo 2 4
_ e R — e U= — e u
V2 J-oo V21 J+oo Vor Jx
Ainsi par Chasles :
) 2 2
1 +00 ,Td 1 X ,Ed +00 ,Ed
CD(—x)+d>(x):—f e U+ — e t:f e t=1.
V2m Jx V2 J- —c0

D’oui : pour tout réel x, ona: ®(—x) =1 - d(x).

1
Dela, pour x =0, on a ®(—0) =1 - ®(0) donc ®(0) = 3
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» Preuve que si X est une variable aléatoire qui suit la loi .4/'(0, 1) alors X posseéde une espérance donnée par
E(X) =0 et une variance donnée par V(X) = 1.

+o00
On s’intéresse a la convergence absolue de f tp(t)dt.

(o.0]
Cette intégrale est doublement impropre en —oco et +oo, car ¢ — t(t) est une fonction continue sur R.
Mais cette fonction est aussi impaire (car ¢ est paire).

+00
Donc sil’on prouve que f tp(t)dt est convergente alors par changement de variable u = —¢, on aura par théoréme
0

+00 +00
d’imparité, que f tp(t)dt converge et en plus : f to(t)dt =0donc que E(X) =
—00 —00
+0o
f tp(t)dt estimpropre en +oco.
0
2 2 1M M?
S 'tM>O[Mt (dt = — f+oot T2 dr= L 2 L 1o 2) !
oi , =— e =——|-e =——(1-e - —.
0 ¢ V2mr Jo V2n Van M—+oo /21

0

+00
Donc f tp(dt = , elle converge et on a bien le résultat énoncé par théoréme d’imparité.
0

1
Van
Pour la variance, d’apreés la formule de K — H, et comme E(X) = 0, on aura V(X) = E(X?).
On s’intéresse donc a la convergence absolue de f p(ndt.
—00
Cette intégrale est doublement impropre en —oo et +oo, car ¢ — t?¢(t) est une fonction continue sur R.
Mais cette fonction est aussi paire (car ¢ est paire et fonction carré aussi).

+00
Donc si 'on prouve que f t>(1)dt est convergente alors par changement de variable © = —¢, on aura par théo-
0

+oo +00

+0o
Podre converge et en plus:f t(p(t)dtzzf pndt.
0

—00

reme de parité que f
—00
+00o
f t>@(dt est impropre en +oo.
0
12

M -
SoitM>(),f t2<p(t)dt: t?e 2 dt, on va faire une IPP :
0

1 +
\/2n.[0

r? r?

on pose u'(t) = t. e_? u(t) —e_E v(t) =1, v "(t)=1, avec u et v de classe C! sur [0 Mi.

1
Donc—f e 2dt—— f =—( Me 2 +—f e Zdt
[ \/271 Ven V2
Avec:
X M? T
E(—Me 2y, 7.0 carenposant T = M? ona—vTe 2 .. OparCC.
/2
Et de plus — /M " 2 dt cette intégral g dM— + ! f “2ar=1
eplus— | e cette intégrale converge quand M — +oo car —— e ==,
P V2 Jo d V2o 2

+00 1 +oo
Finalement : f pndt = 3 et donc d’aprés ce qui a été dit précédemment : f tp()dt =2 f Podt =
0 0

1 —00
2x—==1.
2

Conclusion: V(X) = E(X%) =1.

¢ Preuve du changements de variables normales :
Pour tout réel 7 et pour toutréel o0 > 0,0on a:

X_
X suitlaloi A (m,0?) " suitlaloi H(0,1).

On va utiliser le résultat vu au début du chapitre sur les transformées affine de variable a densité.

On pose X* =

En effet: X* = %X— %(X* =aX+baveca= %,b: —%.)
On en déduit que, pour tout x € R, la densité de probabilité fx« vérifie :

, X* apparait comme transformée affine de la v.a.r. X.
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1 x-b 1 x+Z _loxtm—m)? l_x_z
fX*(x)szX(7)=Ifx( 10)=U-fx(0x+m)=0. e 202 = e 2.
g

= oV2n V2r

g

On reconnait la densité de probabilité de la loi normale centrée réduite.
Ainsi: X* — A4(0,1).

Pour la réciproque :
On se sert ici du fait que X apparait comme transformée affine de la v.a.r. X*.
Eneffet: X =0 X* + m(X = aX* + b avec a=0,b = m). On en déduit que, pour tout x € R, la densité de probabilité fx
vérifie :

(x — m)?
x—m) 1 1 ——F—

1 x—b 1
— Ty Zf* = 202
fx(x) |a|’X( a ) ’X( > e

On reconnait la densité de probabilité de la loi normale de parameétre (m,o?).
Ainsi: X* — A (m,0?).

 Preuve que si X est une variable aléatoire qui suit la loi .4 (m,0?) alors X posséde une espérance donnée par
E(X) = m et une variance donnée par V (X) = o2.

X-m
D’apres la transformée affine de X, en posant X* = onaalors: X=0X*+met X* — A4(0,1).
o

Par linéarité de 'espérance, la v.a.r. X* admet une espérance donnée par: E(X) =cE(X* )+ m=0x0+m=m.
Onaaussi: V(X)=0?V(X*) =0?x 1 =02

o Transformée affine de lois normales
Toute transformation affine de X est encore une loi normale. Plus précisément, si X — 4 (m,c?) alors aX + b suit
laloi A (am+b,a?c?), a#0.

On va utiliser le résultat vu au début du chapitre sur les transformées affines de variable a densité.

X — N (m,c?) alors sa transformée affine Y = aX + b est aussi a densité et a pour densité :

x—b
VXeR, fy(x) = ﬁfX(T) (avec a # 0).
Or fx = @mo dou
. (x;b m)? (x—b—am)?
VxeR, fy(x) = & x e 202 ——— o 24202
Ty lal ™ 527 lalo V2w

On reconnait alors la densité d’une variable qui suit la loi A (am + b, a®>c?).
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