Lycée OZENNE ECGB2
DEVOIR SURVEILLE 2022 - 2023

Correction Devoir surveillé n°2 type ESSEC 11

Exercice 1. d’apres ESSEC 95
On étudie dans cet exercice une situation probabiliste décrite dans la question 4.
Les deux premieres questions ont pour but d’étudier les puissances de la matrice carrée d’ordre 10 définie par :

a b ... ... b
b a
M (a,b) =
a b
b b a

ou aet b (b #0) désignent des nombres réels.

1. Recherche des matrices M (a, b) telles que [M (a, b)]> = M (a, b)

(a) Ligne de commande Python permettant d’obtenir M(a, b) (a, b, n étant entrés par 'utilisateur) en utili-
sant les commandes np.ones et np.eye

import numpy as np

a=float(input('entrer a'))

b=float (input ('entrer b'))

n=int (input ('entrer n'))
M=b*np.ones((n,n)) +(a-b)*np.eye(n,n)
print (M)

(b) Remarque ici n = 10.
On cherche a exprimer [M (a, b)]?> comme combinaison linéaire de M (a, b) et de I109, ou1 I1¢ désigne la
matrice identité d’ordre 10.
On utilise I'indication en calculant K2 ot1 K = M(1, 1).
Onak?=10K et M (a,b) = bM(1,1) + (a— b)I;o = bK + (a— b)1;.
Or b estnon nul doncK =1/b[M (a, b) — (a — b)I1,].
D’autre part, bK et (a — b)I;p commutent.

(bK + (a— b)110)?

= bK®+ 2b(a— b)K+ (a— b)ZIm car les matrices commutent
= (10b*+2b(a—-b)K+ (a—b)?L;g

= (10b+2(a-b)(M(a,b) - (a— b)) + (a—b)*11o

= (2a+8b)(M(a,b) — (a— b))+ (a—b)*Lig

= (2a+8b)M(a,b)+(a—b)(-2a—8b+a—b)l

= (2a+8b)M(a,b)+ (9b* — a® —8ab)l,g

M(a; b)?

Finalement:| M (a, b)? = (2a+8b)M (a,b) + (b - a)(a+9b)I;g

(c) Déterminons les couples (a, b) avec b # 0 tels que [M (a, b)1?=M(a,b).
D’apres la question précédente, on a:

M(a,b))*=M(a,b) <
2a+8b)M(a,b)+ (b—a)(a+9b)l;o=M(a,b) < (2a+8b—1)MI(a,b)+ (b—a)(a+9b)l1y=01¢(matrice nulle)

D’oui le systéme :
{(2a+8b—1)a+(b—a)(a+9b) =0 {2a+8b—1 =0 carb#0
<>

b(2a+8b-1) =0 a=>b oua=-9b

Soient les couples :| (1/10;1/10) ou (9/10;—-1/10).
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2. Calcul des puissances de M (a, b).
On considere les matrices P =M (1/10,1/10)) et Q =I;9 —P.

(a) Dela question précédente, on déduit immédiatement que| P> =P, Q> =Q |, donc

PQ=P(l,g—P)=P—P2 =EetQP= (Lip—P)P =P — P2 =E.

On montre alors par récurrence que pour tout entier naturel non nul k, P* =P et Q¥ = Q.
Initialisation : triviale!P! = PQ! = Q.

Hérédité : soit k non nul fixé, et supposons que P¥ =BQ¥ = Q.

Alors P¥*1 = pp¥ = P2 (par hypothése de récurrence) et comme P? = P, on a bien PK*1 = P,
De méme pour Q¥ =Q.Q¥=Q%?=Q

Donc I’hérédité est vérifiée.

Conclusion :| pour tout entier naturel k non nul, Pk=Pet Qk =Q.

(b) On a M(a,b) = bM(L;1) + (a — b)lip = 10bM(1/10;1/10) + (a — b)l1o = 10bP + (@ — b)(P + Q) =
(a+9b)P + (a—b)Q

Les matrices (a +9b)P et (a — b)Q commutent donc on a d’apres la formule du binéme, pour tout entier
naturel n :

n
M(a,b)]" =Y (Z)(a+9b)kPk(a— p)"kQrk
k=0
Or PQ = 0 donc il ne reste que les termes correspondant a k =0 et k = 1, soit :
M(a,b)]" = (a+9b)"P+ (a—b)"Q
Cest a dire : [M (a, b)]" = (a + IVT/IOM(1;1) + (@ — bH)"/10M(9;-1) =

M(((a+9b)" +9(a—b)")/10;((a+9b)" — (a—b)")/10) |.

3. Limite des puissances de M (1 -9b,b) pour0< b <1/9
On suppose que a et b sont des nombres préels positifs tels que a+9b =1 (donc a=1-9b).

On dit que la suite de matrice [M(a,b)]” converge vers une matrice L, lorsque tous les coefficients de
[M (a, b)]" convergent vers les coefficients respectifs de L quand n tend vers +oco.
(a) Déterminons la matrice limite L de la suite [M (1 —9b, b)]" quand n tend vers +oo.
Ona‘ a+9b=1 ‘et‘ a-b=1-9b-b=1-10b |
Distinguons les casou b=0et b #0.
b#0:
Comme b€]0,1/9],-1<1-10b<1d ol nliIP (1-100)" =0.
—+00

De I'expression précédente obtenue pour [M (a, b)]", on en déduit que :
lim M(a,b)]"=P=L.
n—+oo

Sib=0,alorsa=1et(a+9b)" =1, (a—b)" =1 donc de 'expression précédente obtenue pour [M (a, b)]",
on en déduit que :

nl_lgloo M (a,b)]"* =M(1,0) =1=P +Q.

(b) On a alors immédiatement la matrice| L=1.P+0.Qsib#0etL=1.P+1.Qsib=0.

4. Etude des déplacements d’un pion sur un damier.
On considere un damier a 10 cases numérotées 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9.
On considére les déplacements d'un pion situé a I'instant 0 sur la case 0, et a 'instant n (o n désigne un
entier naturel) sur une case dont le numéro est une variable aléatoire X;,.
On fait enfin les hypothéses suivantes concernant les déplacements du pion : si a I'instant 7 le pion est sur la
case k (0< k <9), il se trouve encore sur la case k al'instant n + 1 avec la probabilité 1/2, et sinon, il se trouve
de facon équiprobable sur I'une des autres cases.

(a) Pour tout entier j compris entre 0 et 9, on a d’apres la formule des probabilités totales avec le systeme

9
complet d’événements (X, = D)icjo,ny : p (Xn+1=J) = Y pKn=1) px,=j (Xn+1 = J)
i=0
Or la régle du déplacement du jeton sur I'échiquier se traduit pour tout couple (i, j) € [0, n]? par :
PX=j (Xns1=j)=1/2sii=joul/18sii# j.
Par conséquent :

9
pXn+1=j)=1/2pXn=j)+1/18)_ pXn=1i).
i=0
On note V, le vecteur colonne dont les composantes sont, de haut en bas, les probabilités

pXp=0), pXKp=1),...pXn=9).

CorDS2ESSECIIT 2



Il vient alors que la matrice carrée M d’ordre 10 telle que

Vi1 =M-V,

est:| M=M(1/2;1/18)

(b) Programme Python complété afin qu'il affiche la valeur de p(X;, = 0) pour n =10

import numpy as np
n=10
V=np.array([1,0,0,0,0,0,0,0,0,0]) # le pion est initialement dans la case O
M=1/18*np.ones((10,10))+(1/2-1/18) *np.eye(10,10) # matrice de la question précédente
for i in range (1,n+1):

V=np.dot (M, V)
print(V[0]) # car on veut la premiere coordonnée

#on trouve 0.1002706557938395

(c) Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n : V,, = M"'Vj,.
Initialisation : pour n = 0, on a MV, = V;, donc l'initialisation est vérifiée.
Hérédité :
Soit n un entier naturel fixé et supposons que V,, = M"'V.
Alors comme V, ;1 = MV, et en utilisant I'hypothése de récurrence, on a bien :
Vi1 = M1V,
Lhérédité est vérifiée.
Conclusion : pour tout entier naturel n, V, = M"V,. Pour a = 1/2 et b = 1/18 avec b €]0;1/9] , on a
a+9b=1eta—b=4/9.
D’oti, d’apres les questions précédentes, en utilisant le calcul de [M (a, b)]”, on obtient :
VT=M((1+9(4/9))/10;(1 - (4/9)™)/10) V.
Puis que :
p X, =0)=(1+9(4/9)")/10 et pour tout j €]11,9[, p (X, = j) = (1 — (4/9)")/10.
Enfin, comme 4/9 €] - 1,1], nlier(4/9)” =0etdonc

pour tout j Eﬂo’gﬂ’nlillloop(x” =j)=1/10 |

Exercice 2. d’apres ESSEC 95

On désigne par n un entier naturel non nul et I'on se propose d’étudier les racines positives de 'équation e* =
x"*que I'on note (E;). A cet effet on introduit la fonction f;,définie par

fux)=1-x"e™".
On a donc pour tout entier n, (E,) © f,(x) =0
A) Etude des racines positives des équations (E;) et (E)) :
1. On étudie les variations :
— Ona fj(x) =1-xe™*. fi estde classe C*® sur R* comme somme, produit et composée de fonctions de
classe C® sur R*.
En+oo: fi(x)=1-xe™* = l—x/exx = 1 car x=o0(e*) en +oo.
—+00

La courbe représentative de f a donc une asymptote horizontale en +oo

X

Sens de variation : fl’ (x)=—e ¥+ xe *=(x—1)e * eton adonc les variations :

X 0 1 +00
x—1 — 0 +
o -1 — 0 +
i) |1 1
Noe

Ona f>(x) =1—x%e™*. f, est de classe C*® sur R* comme somme, produit et composée de fonctions de
classe C* sur R*.
En+oo: fo(x)=1-x%e*=1-x*/e* — 1carx?=o0(e")en +oo.

X (o 0)

—+

La courbe représentative de f, a donc une asymptote horizontale en +oco.
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Sens de variation : f2’ (x)=—-2xe *+x2e*=x(x-2)e *dou:

X 0 2 +00
x(x-2) |0 - 0 +
fz’(x) 0o - 0 +

fo(x) 1 1
N

Sur la courbe représentative de fj, on place 'asymptote d’équation y = 1 en +oo, la tangente horizontale en 1
et la tangente de pente —1 en 0.

Sur la courbe représentative de f,, on place 'asymptote d’équation y = 1 en +oo, la tangente horizontale en 1
eten0.

courbes de f_1, f_2 et leur asymptote

4 f2
R 9 f71

>}

06 1 27 3 48 5 69 7 809 10

e—1
2. (E1) © fi(x) =0. Or le minimum de f; est —— > 0 (car fl’ s’annule en 1 en changeant de signes) et donc
e

I'équation n’a pas de solution positive.

2

e
De méme (E2) © f> (x) = 0. Or le minimum de f> est > 0 car e > 2 donc €2 > 4 (car lfz’ s’annule en 2 en

2
e
changeant de signes).

Donc la aussi I’équation (E) n’a pas de solution positive.

B) Etude des racines positives de 'équations (E3) :

1. Ona f3(x) =1-x3e*. f; est de classe C* sur R comme somme et quotient de fonctions de classe C* sur R.

X

En+oo:f3(x):1—x3e‘ :1—x3/exx—+> 1 car x3 = 0(e*) en +oo.
—+00

La courbe représentative de f3 a donc une asymptote horizontale en +oo
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courbes de f_3, et son asymptote

0.9 +

0.7
0.6
0.5

0.4

0.1 4

Sens de variation : f; (x) = -3x*e ¥+ x*¢™* = x* (x—3) e * d'ou:

X 0 3 +00
x—3 — 0 +
* |0 + +
oo - 0  +

X |1 1
N 1=

1
2. Cette fois, comme e! > 1% alors 1/e < 1 et f)=1-->0.
e

et e? < 23 donc

Ona f3(2)=1-8/e*<0.

DODCOE]I—%,I—% .
e

Comme f3 est continue et strictement décroissante, elle est bijective de ]1,2[ dans ] 1- %, 1- e% [ . Or 0 appar-
tient a cet intervalle donc I'équation (E3) < f5 (x) = 0 a une unique solution u sur cet intervalle. (1 < u < 2)
De méme comme f3(4) = 1-43/e* <0 et f3(5) =1-53/¢° > 0, (E3) a une unique solution v sur I'intervalle
14,5].

Elle n’en a donc pas ailleurs.

Donc| I’équation (E3) admet deux racines positives u et v tellesquel <u<2et4 < v <5.

3. Soit la suite définie par la relation y,+; = 3In(y,) et la condition initiale yp,0l1 yp est un nombre réel stricte-
ment supérieur a u.

— u < yp < v, alors montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, u <y, <v:
Initialiation : u < yy < v vraie.
Hérédité : on suppose que pour un certain entier n, u < y, < v comme x — In(x) est strictement crois-
sante sur ]0, +oo[ et que u, v et y, en sont éléments alors 31n () < 31n (y,,) <3In(v)
Et comme u et v positifs sont solutions de x3=e* o 3In(x)=xalorsona3ln(u) = uet3ln(v) = v.
Donc u < yu+1 < v. Lhérédité est vérifiée.

Conclusion :| pour tout entier naturel n, u <y, < v.

— De méme par récurrence (a faire vous méme) si v < yy, alors| pour tout entier naturel n, v < y,,.

— Signe:
Yn—Yn-1>0< yp > yn_1 < 3In(y,) >3In(yp-1) carla fonction x — In(x) est strictement croissante sur

10, +oo[ et que y,—1 et ¥, en sont éléments; et finalement| y, —y,-1 >0 y,41—yn > 0.
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De méme pour y,, — yp+1 =0 et pour y,, — yp—1 <0.

Donc y,+1 — yn est du méme signe que y, — y»—1 et on montre facilement par récurrence immédiate du

meéme signe que y; — o |

Doncsi yp < y; alors pour tout entier n, y;, < y,+1 €tsi yo > y; alors pour tout entier n, y, > V1.

4. (a) Or pour u < yo < v on a, d’apres les variations defs : f3(y0) = 0 donc 1 - yge_y" < 0 donc e < yg et
comme la fonction x — In(x)est strictement croissante sur ]0, +oo[ alors yp < 3In ( yo) etyo < 1.

Doncsi| u < yp < v alors pour tout entier n: y, < y,1 et la suite sera donc croissante.

De méme| si yo = v alors f3 (o) = 0 et la suite sera décroissante.

(b) Etudions enfin la convergence et la limite de la suite (y,).

On a vu que si u < yy < v, la suite est croissante et pour tout entier n , u < y,, < v donc la suite est
majorée par v, elle converge donc vers £ telle que € < v.
Mais comme v est 'unique solution de y = 3In(y) et que la fonction x — In(x) est continue en ¢,

la suite converge vers v.

si yo = v, alors la suite est décroissante et minorée par v donc | elle converge vers v | pour les mémes

raisons que ci-dessus.
5. On choisit désormais yy = 4

(a) Il faut saisir n puis calculer de y; a yj, :

import numpy as np

n=int (input ('entrer n'))

y=4

for i in range(l,n+1) :
y=3*np.log(y)

print (y)

on trouve pour n=100
4.536403654973526

(b) Avec yy =4 < v, la suite y sera croissante. On aura pour tout entier n:4 < y,, < v.

Pour établir que pour tout entier naturel n que 0 < v — y,4+1 < 0,75(v — y,,) on utilise I'inégalité des ac-
croissements finis (en effet la fonction x — 3In(x) est continue et dérivable sur [4,v], v et y, en sont
éléments). Il ne reste plus qu’a majorer la dérivée de 3In(x) sur I'intervalle [4, v] :

BIn) (x) =

=

=0,75six=4

=lw
| w

Comme pour tout 1, on a4 < y, < v on a alors par inégalité des accroissements finis, appliquée a v, y,
sur [4,v] :
0<v—-Yp+1=0,75(v—y5)

NB : on ne met pas les valeurs absolues car v — y,,41 = 0.!

Puis par récurrence on prouve que pour tout entier n, 0 < v -y, < (0,75)".
— Pourn=0ona4s<yy<vs<5doncvs<5et—yy<-4donc0<v-y,<1=(0,75), linitialisation est
vérifiée.
— Hérédité : on suppose que pour un certain entier n =0, v — y;, < (0,75)" alors
0<v—Yns1=<0,75(v - y,) < (0,751, donc I'hérédité est vérifiée.

— Donc par récurrence, | pour tout entier n, 0 < v -y, < (0, 75)".

(c) Pour que y, constitue une valeur approchée de v a 10~°pres, il suffit donc que (0,75)" < 107°.

On résout cette inéquation eton a: nln(0,75) < -5In(10) © n = 13361(715%) (carIn(0,75) <0).

(d) Pour le programme Python : il faut calculer a la fois y, et (0,75)" jusqu'a ce que cette puissance soit
<107°.
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import numpy as np

y=4

p=1

while p > 10%*(-5)
y=3*np.log(y)
p=p*0.75

print (y)

on trouve 4.536403626738128
6. Soit la suite définie par la relation x,+; = exp (x,/3) et la condition initiale xg, ol Xy est un nombre réel positif
strictement inférieur a v.
On remarque que 1 —Bet=0=e'=x=e¢
Donc u et v vérifient I'équation : e¥/3 = x.

X 3 x/3

= x en prenant la racine cubique de part et d’autre.

— si u < xp < v alors montrons par récurrence que pour tout entier n: u < x, < v.
On al'initialisation vérifiée :u < xo < v.

Hérédité : on suppose que pour un certain entier n =0, u < x,, < v.
Comme la fonction x — exp (x/3) est croissante sur R et que u, v, x, en sont éléments,

exp (u/3) <exp(x,/3) <exp(v/3) donc u < x,+1 < v. Uhérédité est vérifiée.

Conclusion :| par récurrence, pour tout entier n: u < x, < v.

— si xg < u, on procede de méme par récurrence pour montrer que pour tout entier naturel n, x, < u.
Initialisation : xy < u par hypotheése, donc initialisation vérifiée.
Hérédité : on suppose que pour un certain entier n = 0, x;, < u alors
exp (x,/3) < exp (u/3), I'hérédité est vérifiée.

Conclusion :| pour tout entier naturel n, x, < u.

— Si x, > xp—1 alors x,4+1 = exp (x,/3) > x, = exp (x,-1/3) (par stricte croissance de la fonction exponen-
tielle) donc x,4+1 > x;,.
Et de méme pour x,, < X,—1.

Conclusion : | le signe de x,+1 — X, estle méme que celui de x,, — x,—1 |,

donc par récurrence immédiate le méme que celui de x; — xo.

7. Ilreste a déterminer le signe de x; — x( suivant la position de x; :
(a) — si0=<xp<ualors f3(xp) > f3(u) =0 car f3 est décroissante sur [0, u].
Donc 1-— xé’ e >0etl> xS’ e d’ol1 X > xé’ et exp (xp/3) = x1 > xg en prenant la racine cubique
de part et d’autre.

Conclusion :| si0 < xg < u alors x; > xj et la suite est croissante

— siu< xp < valors f3(xp) <0 d’apres les variations de f3 sur [u, v] et de la méme facon que précé-
demment, x; < xp
X1 > Xp comme précédemment

Conclusion : | si u < xy < v alors la suite est décroissante

— Conclusion :| sixp = u, la suite est constante (car u est un point fixe.

(b) Donc

— si xp < u, la suite x est croissante et majorée par u donc convergente vers une limite { avec0<f¢<u
Et comme x — e*’3 est continue en ¢ (sur R) on a exp(/3)=Letdonc f3(¢) =0.
Donc ¢ = u ou v et comme £ < u alors £ # v et par élimination

Conclusion : | si xp < ula suite x converge vers u

— si u < xp < v alors la suite est décroissante et minorée par u donc converge vers une limite ¢ avec
u < { < v (les inégalités s’élargissent a la limite)
De plus u < € < x (car la suite est décroissante).
Doncl #vetl=u.

Conclusion :| si u < xp < v alors la suite converge vers u
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8. On choisit désormais xp = 2 et donc u < xp < v.
(a) On va utiliser encore 'inégalité des accroissements finis :
g (x) = exp (x/3) est dérivable sur Ret g’ (x) = % exp(x/3).
Et puisque u < 2, pour x € [1,2]:0< g’ (x) < %exp (%) ~(,649 <0,65
Et comme x, = u, x, € [u,2],u € [u,2], 'inégalité des accroissements finis appliquée a g, x, et u sur
[u,2] entraine :

0=g(x,)—8gw) =0,65(x,—uw

Conclusion : | soit pour tout entier naturel n que 0 < x4+, — u < 0,65(x, — u)

Conclusion :| eton aura 0 < x, — u <0,65" par récurrence (a faire vous-méme).

(b) Programme Python permettant le calcul de x, pour un entier n donné.

import numpy as np

x=2

n=int (input('entrer n'))

for k in range(l,n+1):
x=np.exp(x/3)

print(x)

pour n=100, on trouve 1.8571838602078354

(c) Pour que x, constitue une valeur approchée de u 4 10 °pres, il suffit que (0,65)" < 107°.

soit| n=-5In(10)/In (0,65).

C) Etude des racines positives de 'équation (E,;) pour n=3:

1. Ona f; (x) =1—x"e™*. f; est de classe C* sur R comme somme et quotient de fonctions de classe C* sur R.
En+oo: f(x)=1-x"e*=1-x"/e* = 1 car x" = o(e”) en +oo.
X—+00

La courbe représentative de f,, a donc une asymptote horizontale en +oo.

Sens de variation : f/, (x) = —nx""le ¥+ x"e™* = x"" 1 (x —n)e™* d'ou:

X 0 n +o00
X—n - 0 +
T To + +
flfo o - 0 +

fa |1 1
N 15

Cette fois, comme n = 3 > e alors (n/e) > 1 et (n/e)"” > 1" car n > 0 et la fonction "puissance n" est donc
strictement croissante sur R*.
Donc f;, (n) <0.

1
Comme f, (1) =1-->0, f,, >0sur [0,1] et (E,) n’a pas de solution.
e
Sur ]1,n[, la fonction f;, est continue et strictement décroissante. Elle est donc bijective de ]11,n[ dans
; i _ g1
lim £, (0 lim ()| =] fo ()51 - 2.

Etcomme O € | f, (n);1— % [ I'équation f, (x) = 0 qui équivaut a (E,), a une unique solution u, sur]1, n[.
De méme pour 'équation f;, (x) =0 < (E;), a une unique solution v, sur [n, +ool.

Donc| I'équation (E,;) admet deux racines positives u, et v, tellesque 1 < u,, < n < vy,.

2. Pour déterminer le signe de f;,(u,,-1), on fait intervenir f;,_; (1;,—1) =0pourn—1=3

(a) doncn=4:

fo1(up—1) = 1—(1,[”_1)”*1 e Un-1 =
fulun—1) = 1—(up_1)"e 1
falun—1) = falup—1) — fu-1(Un-1)

= (Up-1)""TeT Tl — (up_p)" e V!

= (Up-)" e (1-uy,o1) <0

car 1 < u,—;. Donc pour tout entier n =4 ona: f, (u,-1) <O0.
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(b) Onadonc f, (up-1) <0= f (uy).
Et comme f;, est strictement décroissante sur [0, n] et bijective, et que u, et u,—; (< n—1) en sont
éléments alors u;,,_1 > u;.

La suite u est donc décroissante et minorée par 1. Elle est donc convergente. Soit £ sa limite, £ = 1.

3. (a) Onanln(uy,)=u, doncln(u,) = u,/net u, =exp(u,/n).
Or u,/n — 0 quand n tend vers +oo donc u, o el = (car exp est continue en 0).
—+00

(b) Comme u, —€=u,—1=exp(u,/n)—1etque u,/n W 0 alors par équivalent usuel :
—+00

Uy,—C~uyln~1/n.

4. (a) Onacomme pour u,

fn-1(v) Sn-1(Wn) = fu(vy)

() eV —(v)" e Vn

)" e " (v,-1)>0

Donc fi-1 (0p-1) =0 < fr-1(vp).

(b) Et comme f,_; est strictement croissante sur [n — 1, +oo[, bijective et que v, (= n=n—-1) et v,_; en sont
éléments alors v,_1 < vy,.

La suite v est donc croissante. Comme v, > n, on a par minoration v, — +oo.

5. (@) On pose pour toutréel x > 1: g(x) = x—In(x). g est dérivable sur ]0, +oco[ comme somme de fonctions
usuelles dérivables sur |0, +ool :

g (0
g

Il
(=)

Comme g est strictement croissante et continue sur |1, +oo[ alors g réalise une bijection de ]1, +oo[ sur
lim lim =11, +o0].
lim g(x), lim g(x)| =]1,+ool

Elle admet donc une fonction réciproque.

(b) Ona (v,)" = e’ donc en élevant a la puissance 1/n: v,, = e’»'"

vpln
g(vp/n) ﬁ—ln(ﬁ):ﬁ—ln(e ) Un

:——ln(e""/”)+ln(n)
n n

= Un_ v+In(n) =In(n)
n
Comme v,/ne]l,+oo[ (car v, >n) etqueln(n) €]1,+oo[ (car n> e) alors

gwy/n)=In(n) & l/_nn =g 'n(n)

(c) Or,comme y = g (x) — +oo quand x — +oo alors, par symétrie, x = g~ ! (y) = +ooquand y — +oo.
Donc g (In(n)) — +oo quand n — +oo et v,/ n— +oo.
Pour avoir un équivalent de v,, on repart de la relation v,,/n =g~ (In(n)) doit v, = n-g~ ' (In(n)).

Reste a trouver un équivalent simple de g~! en +oo.
C’est la partie difficile du sujet!

Pour cela on partde g (x) = x—In(x) = x (1 —In(x) /x) et comme In (x) / x — 0 quand x — +oo alors g (x) ~
x quand x — +oo.

Donc g () — 1 quand x — +oo. Avec x = g~ ! (¥) qui tend vers +oo quand y tend vers +ooonaon:
X
g§x) Y
—_— ) — ]_
x g

etdonc g~!(y) ~ y.Onaalors g~ (In(n)) ~In(n).

D’oit finalement| v, =n-g~ ' (In(n)) ~n-In(n).
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ETUDE DES RACINES NEGATIVES DE (E,)

D Existence des racines négatives de (E ) :

1. pour les pairs :
Ona

(—kaZk_l + ka) e ™

(—2k + x) x2k~1e™*

o ()

avec x—2k < 0 sur R~ et x2k-1

également (sauf en 0)car la puissance est impaire.
Donc f, est strictement croissante sur R™.
en —oo: for(x)=1- x2ke=* . _cet for (0) =
Pour les impairs.

Ona

|
—

£ @) (- @+ 1) x4 20T o

(-2k+1)+x) x**e*<0

Donc| for+1 est strictement décroissante sur R™.

en —0o: fors () =1-x**1e™ = tooet fore1 (0) = 1.

Donc| for+1 >0surR™

2. Donc| f, n’admet pas de racine négative si n est impair.

Et par bijection elle en admet une unique si » est pair.

E) Etude des racines négatives de ’équation (Ey;,) :

1. On essaye, au plus simple : en —1.
fon 1) =1- (-)?"el <0 = fon (W) et comme f5, est strictement croissante sur R™,

Conclusion :| -1 < w, <0.

On connait fop— (Wp-1) = 1= (wy-1)*" 2 e”*»1 =0 donc (wy,-1)*" 2 e "1 =1
que l'on fait réapparaitre dans :

fon(wn1) = 1—(w,)*"e !
= 1= (wn-1)® (wp-)" e

= 1-(wp-1)?>>0

car —1 < w,_1 <0 etlafonction carrée est décroissante sur R™.

Conclusion :| fon (Wy-1) >0

2. (a) Onadonc fo (wy-1) > 0= fo, (wy) et comme f>, est strictement croissante sur R™, bijective et que les
deux termes y sont, w,_1 > wy,.

Conclusion :| la suite w est décroissante

Comme elle est minorée par —1, elle est convergente vers une limite £ € [-1;0].
on se souvient que 0 = fo,, (w,) = 1 — (wy,)*"* e~ ¥» ce qui donne :

In|w,| 1
1=e2"nlwnl=wn & 2p1n|w,| - w, =0 & ——= = — (car wy,, <0),
Wy 2n

1
etcomme w, — fletque — —
n—-+oo 2n n—+oo

alors on doit nécessairement avoir, par continuité de la fonction x — Inx:

In(4))=0d'ou|¢|=1etcommef=<0,ona donc

Conclusion :| w converge vers —1

1
(b) On a vu précédemment que In|w,| = E™ wy, soit |wy| = exp(w,/2n) et comme wy,/2n tend vers z€ro a
n

I'infinie, on a par équivalent usuel que :
exp(wy,/2n) ~1+w,/2n~1-1/2nDonc |w,|-1~-1/2n.0r |w,| -1 =—-(w, — (1)) = —(w, —€) Donc

Conclusion :| w, — (1) ~ % quand n — +oo.
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