Lycée OZENNE ECGB2
CORRECTIONS EXOS DU COURS

Espaces vectoriels Chapitre 2

Corrections exercices types

Exercice 1. exo2-1 On cherche (a, b, c) € R3 tels que: ey = ae; +bey + ces.
On est ramené a résoudre un systéme d’équations linéaires de 3 équations a 3 inconnues :

—-a+3b =1 —a+3b =1 c=-2
2a-5b+ c=-1¢ b+ c=1 < b =3
- b-2c=1 b+2c=-1 a =8

Finalement : e; = 8e; + 3ep — 2e3.

Exercice 2. ex02-2 Soit P;(x) = x%2+1, Py(x) = x3 — x, P3(x) = 2x.
P) n'est pas combinaison linéaire de P, et P5 car sinon il existerait (a, b) € R?, tels que P; = aP»+bPs, or, d eg(Py) =2
et deg(P,) = 3 donc cette égalité est impossible.

Exercice 3. exo02-3

Soit F={(x,y,2) eR3, x+3y—z= O}. Montrons que F est un sous-espace vectoriel de R3,

1- F c R3 par définition de F.
2-(0,0,0) e Fcar0+3 x0—0=0donc F non vide.
3-VY(u, v) € F?,VA € R, montrons que Au+veF.
On pose u = (x,y,2), v = (x',y',2') alors on a par propriétés Au+v=Ax+x",Ay+y' Az +2').
Il nous faut donc voir si Ax + x' +3(Ay +y') — (Az+ 2') = 0?
Ona:Ax+x"+3Ay+y)—Az+2)=Ax+3Ay—Az+x' +3y -z =0.

=0 carueF =0 carveF

Donc Au+veF.
Par 1,2,3 on a montré que F est un sev de R®. Donc F est un ev.

Exercice4. exo2-4 Montrons que I'’ensemble S des matrices symétriques a coefficients réels d’ordre n est un sev
de 4, (R).
OnaS={Me.t,[R),"M= Mj.

1-S c A, (R) par définition de S.
2-La matrice nulle O, est symétrique *O,, = Oy, donc Oy, € S et S est non vide.
3- Soient (M, N) deux matrices de S et soit A € R alors montrons que AM + N € S.
Ona
'AM+ N =A'M + "N par linéarité de la transposition

=AM+NcarMeS,NeS

Donc AM + N € S et par conséquent par 1,2,3, 'ensemble S des matrices symétriques a coefficients réels d’ordre

n estun sevde 4, (R).

Exercice 5. ex02-5 SoitE={feC!RR)/f-f =0}
Montrons que (E, +,) est un espace vectoriel.
1- Ec ¢ (R,R) par définition de E.
2-La fonction identiquement nulle notée 6 est de classe C 1 sur R, sa dérivée est nulle et vérifie trivialement
0(x) =6'(x) =0. Donc 6 € E et E est non vide.
3-V(f,g) € E>,YA€R, montronsque Af + g€ E.
On a par somme de fonctions C! sur Rque A f + g € €' (R, R).
Puis,
Af+2)(x)—Af+8)(x) =Af(x) + g(x) — Af'(x) — g’ (x) par propriétés des fonctions et par linéarité de la dérivation
=Af (0 = f(x) +8(x) - g' (%)
=0+0car feE,g€cE
=0
Donc Af+ge€E.
Par 1,2,3 on a montré que E est un sev de €' (R,R). Donc E est un ev.
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Exercice 6. ex02-6 Soit Ae 43R)etE={Me #3[R) /| AM=MA}.
Montrons que (E, +,) est un espace vectoriel.

1. Eestinclus dans .43 (R) par définition de E.

2. Lamatrice nulle O3 € E car AO3 = O3 = O3 A donc E non vide.

3. Soient M et N de E et a réel alors

A(@M+ N) = aAM + AN (par opérations matricielles) = aMA + NA (car M,N € E) = (aM+N)A
(par opérations matricielles) .

Donc (aM+ N)€eE

Conclusion par 1,2,3 :| E est un sous espace vectoriel de .43 (R).

Exercice 7. exo 2-7

1. Soit F = {(x, ¥, 2) € R3, x + 3y—z= 0}. Montrons que F est un sous-espace vectoriel de R3.

On
F= (x,y,z)eRg,x+3y—z:0}

a

{

{(x,y,z) ER, x= —3y+z}
{(—sy, 1,00+ (2,0,2), (7,2) € RZ}
{

={r=31,0+20,0,1), (2 e R}

=vect (_3) 1,0),(1,0,1)
N — N —
u v
Par conséquent F = vect((u, v)) avec (u, v) famille génératrice de F donc F est un sous-espace vectoriel de
R3 en tant que sous-espace vectoriel engendré par la famille (u, v).

2. Soit F = {(x, ¥, 2) € R3, x + y+z=0,etx+2y-3z= 0}. Montrons que F est un sous-espace vectoriel de RS.

On résout tout d’abord le systeme d’équation linéaire a deux équations et trois inconnues :
{x+ y+ z=0 {x+y+ z=0 {x =-5z

RS o .

x+2y-3z=0 y—4z=0 y=4z

Donc F = vect| (-5,4,1) | = vect((u)).

——

u

Par conséquent F est sous-espace vectoriel de R® en tant que sous-espace vectoriel engendré par la famille

(u).

3. Soit F = { az b ai b) ,(a,b) e [REZ}. Montrons que F est un sous-espace vectoriel de .4 (R).
Ona:
_ a+b b 2
Pl ) abres)

(1 0 11 2| 1 oy (1 1)\[
—{a(o 1)+b(1 1),(a,b)€ﬂ1€}— vect (0 1),(1 1)

—— ——
I ]
Par conséquent F est sous-espace vectoriel de .45 (R) en tant que sous-espace vectoriel engendré par la fa-

mille (I, J).

Exercice 8. exo2-8 Montrer les propositions suivantes
— Lintersection de deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E, est un sous-espace vectoriel de E.

Soient F; et F» deux sev de E. Montrons que F; N F» est un sev de E.
FinF, cEcar F; et F, sont inclus dans E.
Ope FinF,car0g e F; etOg € F, (car F; et F» deux sevde E).
Soient x et y élémentsde Fi N F> et L€ R.
Donc x et y sont éléments de F; et de F, et comme F; et F» sont deux sevde E,ona Ax+ y € Fj et F, donc
Ax+ VAS FinF.
Conclusion : I'intersection de deux sous-espaces vectoriels d’'un espace vectoriel E, est un sous-espace vec-
toriel de E.
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— Généralisation : toute intersection de sev de E est un sev de E.

On le montre par récurrence.
n

Montrons pour tout entier naturel z non nul que si Vi € 1, .., n, F; sev de E alors ﬂ F;estunsevdeE.
i=1
Initialisation : n =1 c’est trivial : F; est un sev de E et d’apres 1) c’est vrai pour n = 2.
n

Hérédité : soit n un entier naturel non nul et supposons que si Fy, ...F,, sont des sev de E alors (] F; est un
i=1
sevde E.

n
Ona Fy,4; sevde E et par HRon a [ | F; estun sev de E.
i=1

n
Alors d’apres la question 1: Fp,41 N ﬂ F;estunsevdeE.
i=1

Donc I'hérédité est vérifiée.
Conclusion : toute intersection de sev de E est un sev de E.

X1

X2

— Soit S un systéme linéaire homogene a n inconnues | , | et.¥ son ensemble solution.

Xn
Alors, & est un sous-espace vectoriel de .41 (R).
On a le systtme homogene suivant p équations a n inconnus :

anxi+apx+.+ainx, =0 (L)
a1 X1+ A Xp+ ..+ Ay Xy =0 (Lz)

(S)
aprX1+ap2Xo+..+apnxny =0 (Lp)
Ona(S;):aj1x1+ajpx2+..+ainxp, =0 (L;) on note alors .#; 'ensemble des solutions de la ligne i.
p
Alors . est I'intersection des .%; : & = ﬂ .

=1
Les .#; qui sont des n-uplets sont des sev de 4,1 (R) :
-1 € Mn1 (R)
-(0,...,0) € %
-si X et Y sont solutions de (S;) alors une combinaison linéaire de X et Y est encore solution de (S;).

Donc d’apres la généralisation . étant I'intersection de sey, il est lui-méme un sev .4, ; (R).

Exercice 9. exo2-9 Ecrivons les ensembles suivants sous forme de sous espace engendré, et précisons dans quel
espace vectoriel.
Idée : il faut parametrer les éléments.

e E=1x—aln(x)+ pPe our xeR* / a,feR} = vect| x— In(x), x— exp (x) |.
{ (x)+ Bexp (x) pour xR} / a, feR} = v (x) Xp (x)

h f2
Par conséquent E est un sous-espace vectoriel de (% (R}, R), +,.) en tant que sous-espace vectoriel engendré par la

famille (f1, f2).

e F={Me /> R) /AM:MA}aveCA=((1) g)

Il s’agit de trouver la forme des matrices M € 4> (R), M = (LCZ Z) ,(a,b,c,d) e R* telles que AM = MA.

On résout donc AM = MA:
On trouve par calcul direct : AM = (g g) et MA= (i 8)
Ainsi, AM=MA< b=c=0.

0 1 0 0 0
Les matrices M de F s’écrivent donc sous la forme : M = (g d) J(a,d)eRi=a (0 0 +d 0 1).
N—— N——
U v

Par conséquent F = vect((U,V)) est un sous-espace vectoriel de .#> (R) en tant que sous-espace vectoriel
engendré par la famille (U, V).

O 3 xX+y+z=0
G—{(x,y,z)eR /{ x42y=0 }

On résout tout d’abord le systeme d’équation linéaire a deux équations et trois inconnues :
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{x+ y+z=0 {x =-=-2y
= .
x+2y =0 z=Yy

Donc G =vect| (-2,1,1) | = vect((u)).
——
u
Par conséquent G est sous-espace vectoriel de R® en tant que sous-espace vectoriel engendré par la famille ().

e H = {P €Ry[x] / P—xP' = 0} 11 s'agit de trouver un polynéme P € R;[x] donc de la forme ay + a;x + ar x?
telque: P—xP' =0.

P-xP'=0oay+ajx+ a2x2 —x(ay +2a2x2) =0 ao—agxz =0.

D’ou1 par principe d’identification des coefficients cela entraine que : ay = a, = 0.

D'ouPe Hs P=axavecacR.

D’ou H = vect((x)).

Par conséquent H est sous-espace vectoriel de R, [x] en tant que sous-espace vectoriel engendré par la famille (x).

1 0 1 1
Exercice 10. exo2-10 Soit = (0 1) I = (1 1). Montrons que (I, J) est libre dans .4 (R). Il est clair que I et J

ne sont pas proportionnelles donc la famille (7, J) est libre dans .4 (R).

Exercice 11. exo 2-11

Soit I = ((1) (1)) V] = (i i) K= (g i) Montrons que (I, J, K) est liée dans ./ (R).

On voit a l'oeil nu que K = 3/ + I donc la famille (/, J, K) est liée dans .4 (R).

Exercice 12. exo 2-12
Soient les trois fonctions polynomiales de R, [x], définies par :
VxeR, f(x)=1 —x+x2,g(x) =3+x-2x% h(x)=—-1-3x+4x2.
Montrons que la famille (f, g, h) est liée.
On peut voir directement que h(x) = 2f(x) — g(x) (sinon on résout af(x)+ bg(x) = h(x)). Donc la famille (f, g, h)
est liée.

Exercice 13. exo2-13
Dans I'espace S des matrices symétriques d’ordre 2 a coefficients réels, on considere :
1 0 0 0 0 1

A= (O 0) ,B= (0 1) ,C= (1 0), montrons que la famille (A4, B, C) est une base de S.

Tout d’abord, (4, B, C) sont bien trois matrices symétriques.
Ensuite on résout I'équation de liberté :
Soient (a, B,7) € R3, A+ BB +vyC = O, ce qui donne immédiatement (au vu de la position des zéros dans ces
matrices) que a = =7 =0.
Donc la famille (A, B, C) est libre.

De plus toute matrice symétrique est de la forme M = (Z Z) =aA+bB+cC, donclafamille (4, B, C) est génératrice

de S.
Conclusion : la famille (A, B, C) est une base de S.

Exercice 14. exo 2-14
Soit u = (-1,2,0),v = (3,-5,—1), w = (0, 1,-2) trois vecteurs de R3.
Montrons que la famille (1, v, w) est une base de R3.
Tout d’abord card((u, v, w)) = 3 = dim(R®)(1) donc il suffit de prouver que la famille (u, v, w) est libre.
Soient (a, b, ¢) € R3, on résout I'équation de liberté :

-a+3b =0 a =3b
au+bv+cw=(0,0,003 2a-5b+ c=0<3 b=-c ©{a=b=c=0.
- b-2c=0 b=-2c

Donc la famille (i, v, w) est libre (2).
De (1) et (2) on en déduit que la famille (u, v, w) est une base de R3.

Exercice 15. ex02-15 Dans (7 (10, +0o[;R) ,+,) montrons que la famille (x— In(x), x — exp(x)) est libre.
Soient (a, B) € R2, on résout I'équation de liberté :

Vx>0,aln(x)+ fe* =0.

Or, cette équation étant vraie pour tout réel x > 0, elle est vraie en particulier quand x = 1 et x = e, ce qui donne :

six=1:f=0etsix=e,a=0.

Par conséquent la famille (x —In(x), x— exp(x)) est libre.
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3 ? 2) dans la base canonique de .4 3 (R) ?
1 2 00 (1 00 (010 (00T1 (000 (000 (000
Ona(s 1 2)‘1(0 0 0)+2(0 0 0)+0(0 0 0)+3(1 0 0)“(0 1 o)+2(0 0 1)'

Par conséquent les coordonnées de la matrice dans la base canonique de .45 3 (R) sont (1,2,0,3,1,2).

1 0
Exercice 16. exo2-16 Quelles sont les coordonnées de (

Exercice 17. ex02-17 Soit B=((1,2),(2,1),(1,1)), est-elle libre dans R??
La réponse est non car cette famille est constituée de 3 vecteurs de R? alors que la dimension de R? est 2.
card(%B) =3+#2=dim[R?).
Soit B =((1,1,1) , (1,2,1)) est-elle génératrice de R®? La aussi c’est non car la famille est constituée de 2 vecteurs
de R3 ce qui est insuffisant car la dimension de R est 3.
card(B)=2+#3=dim(R%).

Exercice 18. exo2-18 Soit F = Vect((1,2),(2,1)). Montrons que F = R?.
Tout d’abord F c R? (1).
Puis la famille ((1,2), (2,1)) est une famille génératrice de F (par définition de F) et libre car (1,2) et (2,1) non coli-
néaires. C’est donc une base de F d’ou dim(F) =2 = dim(R?) (2).
De (1) et (2) on en tire alors que F = R?.

Exercice 19. exo 2-19 Soit B = (Py,P1,P,) la base canonique de Ry[x], et B’ = (Ry,R,Ry), ol
Ro(x) = 1,R1(x) = x—1 et Ry(x) = (x —1)?, une autre base de cet espace. Déterminons la matrice de passage
P de 98 a %' puis la matrice de passage Q de %8’ a 2.

D’apres le cours il suffit d’écrire en colonne, les coordonnées des vecteurs de 98'dans .
On utilise aussi le fait que Ry(x) =1, Rj(x) =—1+xetRy(x) =1-2x+ x2,

1 -1 1
DouP=|0 1 -2].
0 0 1

P étant la matrice de passage entre les deux bases 9 a %', P est donc inversible et on sait d’apres le cours que la
matrice de passage Q de %8’ a %8 est donnée par Q = P~ L.

1 1 1
On inverse P et on trouve par réduite de Gaussque Q=P '=[0 1 2|.
0 0 1

Soit R(x) = 4x2—3x+7. Pour avoir ses coordonnées dans la nouvelle base %/, on utilise la formule de changement
de base, en notant X le vecteur colonne associé a R dans %, X' le vecteur colonne associé a R dans %' :

I _ p—1
X'=P}l,X.
1 1 1 7 8
Dou:X'={0 1 2|-|-3]|=[5].Doit R(x) =4x?-3x+7 s écrit dans la base %’ par: R'(x) = 8+ 5x + 4x>.
0 0 1 4 4
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