MATHEMATIQUES DS

‘ Mathématiques — DS, ’

Les probléemes sont indépendants. Ils peuvent étre traités dans l’ordre de votre choix.
Les résultats doivent étre justifiés et encadrés (ou soulignés). Numérotez chaque page de votre devoir. La
calculatrice est interdite. Bon travail!

Probléme 1 : Produits infinis (adapté de CCINP MP 2002)

Soit (#,)n=n, une suite de réels ou complexes non nuls, définie a partir du rang ny € IN.
On définit la suite (Pp)y>n, par:

n
Vnzng, P,= 1_[ Uk =Upy X Upgsl X0 X Up.
k:no

On dit que le produit infini 1_[ Un, de terme général, u,, converge lorsque la suite des produits partiels (P,);>n,
nzng
+o0o
converge vers un nombre fini non nul. On notera alors H un sa limite.
n=no

Lorsque la suite (P,),>,, n’admet pas de limite ou si elle converge vers 0, on dit que le produit infini l_[ diverge.
nz=ng

Partie I : Exemples de produits infinis

Exemple 1

1
Dans cet exemple, pour tout n =2, on note u,, =1- —.
n

n 1 n+1
Q1. Montrer que, pour tout n =2, P, = l_[ 1-—|=——.
k=2 k2 Zn

+00 1
Q2. En déduire I'existence et calculer la valeur de : H (1 - —2) .
n=2 n

—— Réponse

Q1. Ona:

( 1 )_ ﬁ(k_l)(k+1)_ (1><2><---><(n—1))x(3x4x-~-x(n+1))
k=2 k? (1><2><-~><n)2 .

Apres simplification

n+1l
P, = .
" 2n

n 1 1
2. O P,~—~=-—Z-ecR*.
Q n remarque que P, 9n " 3 moree 3

Donc,

+
3

1 . 16T 1 1
1——2 ex1steetl_[ 1——2 =—.
n n=2 n 2

&
Il
N
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Exemple 2

1
Dans cet exemple, pour tout n =1, on note u,, =1 - yPrh
n

Q3. Rappeler la formule de Stirling.

(1 1) (@n))?

n
Q4. Montrer que, pour tout n =1, P, = H
k=1

1 too 1 2
Q5. En déduire que le produit };[1 (1 - m) converge et que nl:[l (1 - 4_n2) =_

— Réponse

Q3. Ona:
n!~ \/2ﬂxn(2)n.
e
Q4. Ona:
n n
2k-1) 2k+1)
p _ﬁ(li)—ﬁ(Zkl)(2k+1)—(kl—[1 )(lﬂl )
AU 4RZ) 4k2 47 x (n1)2 ‘
Or, 4" = 22" et
i 1x2x3x---x2n-1)x(2n) (2n)!
.kl:[1(2k—l)—1><3><5><...><(2n—1)— X x @) = el
De méme,
n — 1
@h+1)=8x5x- x(@n4 )= 2 2X3x o x@r-Dx@n) o gy @D o,
k=1 2x4x--x(2n) 2" x n!
Ainsi,
(@n))?
Pnzmx(2n+l)
Q5. Par la formule de Stirling :
2n\2
~ x2n ~ x2n ~— —— — .
n 24”><(27T><n)2x(%)4" 24”><227r2><n2><n4”><e4% T n—+oco T
Donc,
le produit H (1—i) converge et que Ji%o(l—i)—g
P n=1 4n? g E =1l 4n2)
Exemple 3
(=n"
Dans cet exemple, pour tout n =2, on note u, =1- .
n

Q6. Soit n = 1. Simplifier les expressions de Pg, et Poj41.

+00 -1 n
Q7. En déduire I'existence et la valeur de : H (1 - St )
n=2 n
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—— Réponse

Q6. Soit n=1.
Ona: ) i
n (-1)
Py, = H (l— )
k=2 k
En séparant les facteurs dont l'indice est pair (¢ = 2,4,...,2n) et les facteurs dont l'indice est impair
(k=3,5,...,2n—1),ona:
n (-12P) 2 (-12P71y no2p-1) n 1 2 (2p-1| o
poe= 1115 -5 - L5 L 55 - L L 5)
p=1 p=2 2p-1) 5 p2\2p-1) 2 5 p=2\2p—1
Or,
ﬁ( 2p )_ lﬂl 1 ] 1
p=2\2p-1) ;5 % ﬁ(zp—l)'
p=2 2p
Donc,
1
Pgn—é.
De méme,
2n+1 (—l)k
P2n+l = (1_ )
k=2 k
n -1 2p n+l -1 2p-1
_ 1—[(1_( ) )x (1_( ) )
p=1 2p p=2 2p-1
15T (z5)
= X
p=1 2p p=2 2p—1
n _ n
_ 1 2(n+1) Xl_[2p 1)XH( Zp)
2 2(r+1D-1 5\ 2p p=2\2p—1
_ n+l
- 2n+1
Donc,
n+1
P el
2n+1 on 1
Q7. On a:
1 n 1 1
Pzn_}n—-+oo 3 et P2”+1~ﬁ~§—n~+w 2
1
Par théoreme, P, —— = e R*.
n—+oo 2
Donc,
+00 (_ n 1
H (1— ) existe et vaut —.
n=2 2

Partie II : Condition nécessaire de converge d’un produit infini

Soit (4,)n=n, une suite de réels ou complexes non nuls, définie & partir du rang no € IN.

Q8. En considérant le quotient

, montrer que si le produit infini l_[ un converge, alors la suite (up)n>n,

n—1 nzng

G. BOUTARD Lycée GAY-LUSSAC
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converge vers 1.

Dans la suite de cette partie, on note, pour tout n =1, u, =e

| =

n
et H, = Z
k=1

1
Q9. Rappeler la nature de la série Z — et montrer que H, +00.

—+
n=1"M n o0

Q10. Montrer que la produit infini 1_[ u, diverge.

n=1

La réciproque de I'implication montrée a la question Q8. est-elle vraie?

—— Réponse

+00
Q8. On suppose que le produit infini H uy converge. Donc, P, —— H upeC*.
n>ng n—-+oo E=no
De plus,on a :
Py, Upg XUpg+1 X XUp-1XUp —u
= =up,.
P, Ung X Unog+1 X " X Up-1
Donc,
+00
IT e
k=ng
Up —— =1
n—+oo 10O
Ug
k=n0
Ainsi,
u 1.
n n—+oo

Q9. On sait que

. . 1 .
la série de Riemann Z — diverge.
n=1

1

— >
n+1
Donc, la suite (H,) est croissante.

On remarque que H, .1 —H, = 0.

Donc, par théoréme de la limite monotone, la suite (H ) converge ou tend vers +oo.
1

Or, la série Z — diverge, donc, la suite (H,) diverge.
n

Ainsi,

Q10. Pour toutn=1,0ona:

+00.
k=1 k=1 k=1 n—teo
Donc,
le produit infini [] u, diverge.
n=1
On remarque que u, =1
n—+oo

Donc,

La réciproque de I'implication montrée a la question Q8. est fausse.
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Partie III : Lien entre produit infini et série

Soit (#,)n=n, une suite de réels strictement positifs, définie a partir du rang ng € IN.

Q11. Montrer que le produit infini H u, converge si, et seulement si, la série Z In(u,) converge. Montrer qu’en

nzng
cas de convergence, on a :

Indication : utiliser les sommes et produits partiels.

nzng

Q12. Soit un réel x > 0. Déterminer la nature du produit infini 1_[ ((1 + f) e_%). On ne demande pas de déterminer

n=1 n

+too x
la valeur de nl:[l ((1 + %) e_ﬁ).

Q13. Rappeler ’équivalent usuel en 0 de In(1 + x).

Q14. Montrer que le produit infini H (1+up,) converge si, et seulement si, la série Z u, est convergente.

nzng

1
Q15. En utilisant le résultat précédent, retrouver que Z — diverge.
n=1

nzng

Dans la suite de cette partie, on suppose de plus que, pour tout entier n = ng, 0 <u, <1.

Q16. Montrer que le produit infini H (1-1u,) converge si, et seulement si, la série Z u, converge.

n=ng nzng
) . e 1
Q17. Déterminer la nature du produit infini H 1-—|.
n=2 n
— Réponse
Q11. (=) On suppose que le produit infini H un converge.
nzngo
Ona:
n n
Z ln(uk)zln( l_[ uk).
k=ng k=ng
+00
Or, le produit infini H u, converge, donc, par définition P,, eR*, oul= 1_[ Up.
n=ng n—+oo n=ngo
De plus, comme les u, sont positifs, pour tout n = ng, P, =0.
Donc, =0, et comme ¢/ #0,0ona: ¢>0.
Donc, par continuité de In,
n
Z In(up) —— In(¥) € R.
E=no n—+oo
Donc,| Y  In(uy,) converge.
nzng
(=) On suppose que la série Z In(u,) converge.
nzng
n +o0o
Done, Y In(uy) SeRouS= ) up.
k=no neo k=no
De plus, comme uj = exp(In(uy)), on a :
n n
P, = l_[ exp(In(uy)) = exp Z In(up) e eR*.
k=ng k=n n—teo
Donc, l_[ u, converge.
nzng
Ainsi,
G. BOUTARD 5 Lycée GAY-LUSSAC



DS MATHEMATIQUES

)" In(u,) converge si, et seulement si, [[ u, converge.
nzng nzng

En cas de converge, en passant a la limite dans I'égalité,

H up, :exp( Z ln(uk)),

k=ng k=ng

ona:

+00 +00
[T unzexp( Y ln(un)).

n=ng n=ng

Q12. On note u, = ((1+ %)e_%) > 0.

X x X x
Par la question précédente, le produit infini l_[ ((1 + —) e_ﬁ) converge si, et seulement si, la série Z In ((1 + —) e_ﬁ)
n

n=1 n n=1
converge.

()n X _x X X
In((1+5)e#) =m1+ E) -2,

2
u x
Onsaitque:In(1+u) = u——+ o(u?) et, de plus, — ——— 0, donc,
u—0 2 n n—+oo

Donc,

1
Or, la série de Riemann Z — converge (car 2> 1).
n

. L. Xy _x
Donc, par théoréme de comparaison, la série Z In ((1 + —) e n) converge.
n=1 n

Ainsi, par Q11,

le produit infini nl;ll ((1 + %) e %) converge.

Q13. On a:

In(1+x) ~ «x.
x—0

—

Q14. On remarque que, pour tout n =ng, 1+u, >0.
Par Q11, le produit infini l_[ (1 + u,) converge si, et seulement si, la série Z In(1 + u,) est convergente.
nz=ng n=ng
(=) On suppose que le produit infini H (1+u,) converge.
nzng
Par Q8,1+ u, - 0.

D’autre part, comme In(1 + x) ~0® onaln(l+u,)~u,=0.
x—

1,dou, u
—+00 > o too

De plus, par Q11, la série Z In(1+u,) est convergente.

nzngo
Donc, par théoréme de comparaison, Z u, converge.
(«). On suppose que la série Z u, converge.
0.

Comme In(1 + x) ~0x, onaln(l+uy,)~u,=0.
x—

Alors, u,
n—+oo
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Donc, par théoréme de comparaison, la série Z In(1 + u,) est convergente.
nzng

D’ou, par Q11, le produit infini l_[ (1+ u,) converge.

nzng

Ainsi,

le produit infini l_[ (1+u,) converge si, et seulement si, la série Z u, est convergente.
nzng nzng

1
Q15. Pour toutn=1, — > 0.
n

P 1
Etudions alors la nature du produit infini, || (1 + —).
n

n=1

Ona: —

+

P, ku Z =n+1 — +00.
=1
P 1) ..
Dongc, le produit infini, H 1+ — | diverge.
n=1 n
Par Q14,
1
Z — diverge.
n=1

Q16. On remarque que, pour tout n =ng, 1—u, >0.

Par Q11, le produit infini H (1-u,) converge si, et seulement si, la série Z In(1—u,) est convergente.
n=ng nzng

(=) On suppose que le produit infini l_[ (1-up).

nzng
ParQ8,1-u, —— 1, dou, u, —— 0.
n—+oo n—+oo

D’autre part, comme In(1 + x) ~0x, onaln(l-uy,)~-u,<O0.
x—
De plus, par Q11, la série Y In(1-u,) est convergente.
nzng
Donc, par théoréme de comparaison, Z u, converge.
(«<). On suppose que la série Z u, converge.

n—+00 0.
Comme In(1 + x) ~0x, onaln(l-uy,)~-u,<0.
x—

Alors, u,

Donc, par théoréme de comparaison, la série Z In(1—u,) est convergente.
nzngo

Par Q11, le produit infini l_[ (1-u,) converge.

nzng
Ainsi,

le produit infini l_[ (1-1u,) converge si, et seulement si, la série Z u, est convergente.
nzng nzng

1 1
Q17. La série de Riemann Z — diverge et, pour tout n =2, 0 < — <1, donc, par Q16,
n=2 M n

1
le produit infini H (1 - —) diverge.
n

n=2

Partie III : Etude d’un cas particulier

Soit u = (4 )n=n, une suite réelle vérifiant les deux conditions suivantes :

G. BOUTARD 7 Lycée GAY-LUSSAC
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e pour tout entier n = ng, |lu,| < 1.
e la série Z u, converge.
nzno

Lobjectif de cette partie est de montrer que :

le produit infini 1_[ (1+ u,) converge si, et seulement si, la Z u% converge.

n=no n=ng

Attention, on ne peut pas appliquer le résultat de Q14. ici.
Q18. On suppose que Z ui converge.
n=ng
Montrer que la série Z In(1+ u,) converge et, en déduire que le produit infini H (1+uy) converge.

nzno nzng

Q19. Montrer que les séries Z (un —In(1+ un)) et Z u%l sont de méme nature.
n=ng nzng

Q20. On suppose que Z u,zl diverge.

nzng

n
Montrer que Z In(1+up)

k:no

—oo et, en déduire que le produit infini 1_[ (1+uy,) diverge.

n—+o0 W31,

+o00o __1 n
Q21. Application : montrer que le produit infini H (1 + ( \/l ) diverge.
n=2 n

—— Réponse

2

Q18. On sait que In(1 +x) =05 % +o(x?).
x—

Comme la série Z u, converge, on sait que u,
n
nzng

—+00

Donc,
2

u
In(L+up)=up = +0(u2)=up +vy,
2 2
u u
ouv, = —?n +o(u%). Donc, v, ~ —?n <0.

Par théoreme de comparaison des séries a termes positifs, Z v, converge.
De plus, par hypothese, Z u, converge.
Donc, par comme

Y In(1+uy,) converge.
nzng

Comme —1<u,<1,onal+u,>0.Par Q11,

le produit infini [] (1+u,) converge.
nzng

Q19. Dans la question précédente, on a vu que :

2

Up—In(l+uy,)= % + o(u,zl).

Donc,
2

u
u,—In(1+u,)~ ?n =0.

Par théoreme de comparaison des séries a termes positifs,

les séries Y (un—In(1+uy))et Y. u? sontde méme nature.
nzng nznog

PSI 2025 — 2026 8 G. BOUTARD
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Q20. L'équivalent trouvé dans la question précédente montre que les termes de la série Z (un—In(1+ un)) sont positifs
nzngo
a partir d’'un certain rang.
n
Donc, la suite des sommes partielles (S;)nzn, = Z (un —In(1+ un)) est croissante a partir d’'un certain
k=ng

nzng
rang.

Par le théoréme de la limite monotone, cette suite (S,),>n, converge ou tend vers +oo.
Or, comme Z u% diverge, par la question précédente, la série Z (un—In(1+u,)) diverge.

nzng
Donc,
n
Y (un—In(1+uy)) +00.
n—+o00
k=ng
On remarque que :
n n n
Y In(l+un)=- ) (un—-In(l+uy))+ Y up.
k=ng k=ng k=ng
n
Or, la série Z un, converge, donc, la suite Z uy, converge.
nzngo k=ng n=ng
Par opération sur les limites
n
Z In(1 +up) —00.
n—+oo

k=ng

La série Z In(1+u,) diverge. De plus, 1+ u, >0 pour tout n = ng, donc, par Q11,

nzng

le produit infini [] (1+u,) diverge.

nz=ng
_1\n
21. On note u, = ounz=2.
Q =
1
Commen=2,ona:lu,l=—<1.
n VG;
1
De plus, la suite (T) est positive, décroissante de limite nulle.
n

Donc, par critére spécial des séries alternées, la série Z u, converge.

1

D’autre part, u?l = — est le terme général d’'une série divergente.
n

Donc, par Q20,

le produit infini (1 + ) diverge.
n=2 \/;Z

Probléme 2 : Décomposition de Dunford (CCINP TPC 2010)

Pour n € N*, on note I, et O, respectivement la matrice identité et la matrice nulle de .#,(RR).
Soit A € 4, (R) : 8'il existe (A,N) € 4, (R) x 4,,(R) telles que :

i) A=A+N,

ii) A est diagonalisable,

iii) N est nilpotente (i.e. il existe g € IN tel que N? =0,,),

iv) AN =NA, autrement dit les matrices A et N commutent,

alors on dira que le couple (A,N) est une décomposition de Dunford de A.

G. BOUTARD 9 Lycée GAY-LUSSAC
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Partie 1 : Généralités

Soient A1 = (3
. 3
Q22. Soient A = (

Q23. Soient A = (3

2
0 3

3

) et Ag = (0 ;) deux matrices de .Z5(R).
0

0 3

0
0 2

) et N = (8 3), montrer que (A, N) est une décomposition de Dunford de A.

01
) et N = ( 0 0), montrer que (A, N) n’est pas une décomposition de Dunford de As.

Q24. Soit Az une matrice diagonalisable de .4, (IR), montrer que A3 admet une décomposition de Dunford que ’on
donnera.

Q25. De méme, soit A4 une matrice nilpotente de .4, (IR), montrer que A4 admet une décomposition de Dunford que
I’'on donnera.

Q26. Vérifier que si (A,N) est une décomposition de Dunford de A, alors A et N commutent avec A.

—— Réponse

Q22.

Q23.

Q24.

Q25.

Q26.

Ona:
De plus, | A est diagonale, donc diagonalisable ‘ et
N?=0,.
Donc, | N est nilpotente |.
Enfin,
0 6
AN = (O O) =NA.

Dongc, | A et N commutent ‘ Ainsi,

(A,N) est une décomposition de Dunford de A;.

0 3

an=(g &

EESE

0 0)

Donc, A et N ne commutent pas, donc
(A,N) n’est pas une décomposition de Dunford de As.

Onnote A=Az et N=0,,.

On a bien Ag = A+ N avec A = A3 diagonalisable (par hypothése sur A3) et N nilpotente (car N 1 = 0). De plus,
AN =0, =NA.

Donc,

(A3,0;,) est une décomposition de Dunford .

Onnote A=0, et N =Ay4.

On a bien A4 = A+ N avec A diagonalisable (car diagonale) et N = A4 nilpotente (par hypothese sur A4). De plus,
AN =0, =NA.

Donc,

(0,,,A4) est une décomposition de Dunford .

Ona:
AA=(A+N)A=A%+NA.

PSI 2025 — 2026 10 G. BOUTARD
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Or, A et N commutent, donc,
AA=A2+ AN=A(A+N)=AA.

Donc,
A et A commutent.

Ona:
AN =(A+N)N = AN + N2,

Or, A et N commutent, donc,
AA=NA+N?=N(A+N)=NA.

Donc,

A et N commutent.

Partie 2 : Etude d’un exemple

3 -1 1 2 00 1 -1 1

SoitA=0 2 2|e#3(R).OnposeA=(-1 3 1|etN=[1 -1 1|deux matricesde .#3(R).
-1 1 3 -1 1 3 0 0 O

Etude de A

Q27. Déterminer le spectre de A, en déduire que A est inversible.

Q28. Montrer que A est diagonalisable et la diagonaliser sous la forme PIAP=D,
avec P € /3(R) inversible et

2 00
D=0 2 0f.
0 0 4

Q29. En déduire, de maniére élémentaire, que A~ est diagonalisable, et exprimer A~! en fonction de P, P! et d’'une
matrice diagonale D a déterminer.

— Réponse

Q27. On a:

En développant par rapport a la premiere ligne,

X-3 -1

Xa=X=2x 0 ¢ g

‘ =(X-2)x (X -3 -1 =(X-2>x (X -4).
Donc,
Sp(A) = {2,4}.
Comme yp est scindé, le déterminant de A est égal au produit de ses valeurs propres comptées avec multiplicité,

donc,
det(A) =22 x4=16%0.

Donc,

A est inversible.
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Q28. Etude de la valeur propre 2. On a :

0
A-2I3=]-1
1

- = O

— = O
N ————

On remarque que Cg = —Cj et C3 = —Cj.
Donc,
Im(A —213)=Vect(Cq,Cg,C3) = Vect(Cq).

Comme C; #0, rg(A—213) =1 et, par le théoréme du rang, | Ker(A—213)=2 |
De plus,C;1 +Co=0et C; +C3=0.

1 1
Donc, | 1| et | O | appartiennent a Eq(A).
0 1
Ces deux vecteurs sont non colinéaires, donc, forment une famille libre de deux vecteurs.

1\ (1
Par théoréme, ( 1) , (0)) est une base de Eo(A).

0) \1
Etude de la valeur propre 4. On a :
-2 0 0
A—4I3=(—1 -1 1).
-1 1 -1

On sait que 1 < dim(E4(A)) < my. Comme 4 est une valeur propre simple, dim(E 4(A)) = 1.
0

De plus, comme Cy + C3 =0, le vecteur non nul (1) € E4(A).
1

0
Donc, ((1)) est une base de E4(A).
1

On a ainsi montré que le polynéme caractéristique de A est scindé sur R et, pour chaque valeur propre, la dimension
du sous-espace propre associé et égale a la multiplicité de la valeur propre.
Par théoreme,
A est diagonalisable.
De plus,

2 0 0 110
A=PDP lavecD=|0 2 O|etP=|1 0 1|.
1

0 0 4 0 1

Q29. Les matrices A et D sont semblables et A est inversible, donc, D est inversible.

De plus,
D l'=(P'aP) ' =P 'A"'P.

Donc, A™! est semblable 8 D; =D 1.
Comme D est diagonale, son inverse est aussi diagonale.
Donc,

D! est diagonalisable (car semblable & une matrice diagonale).

Décomposition de Dunford de A

Q30. Montrer que A n’est pas diagonalisable.

Q31. Montrer que N est nilpotente.
Q32. Vérifier que (A,N) est une décomposition de Dunford de A.
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—— Réponse

Q33. Ona:
X-3 1 -1
XA = 0 X-2 -2
1 -1 X-3
Lo X2 0 X-4
1—aths 0 X-2 -2
1 -1 X-3
oo, |X2 0 X4
L= AC 0 X-2 X-4
1 -1 X-4
Lo—Lo-Ly X-2 0 X-4
Lamls~ln |_y.90 x-2 o
-X+3 -1 0

En développant par rapport a la colonne 3,

-X+2 X-2
-X+3 -1

Cz<—g2+cl —(X—2) 0
= & xoy —(X—2)‘

1 -1 1
A-2I3=|0 o0 2|.

-1 1 1

xa=X-4)x =(X -4)(X - 2)2.

Ona:

Les colonnes 2 et 3 sont non colinéaires et Im(A —213) = Vect(C1,Cqe,C3), donc, rg(A —213) = 2.
D’ou, par le théoreme du rang, dim(E9(A)) < 1.

Comme la valeur propre 2 est de multiplicité 2, dim(E2(A)) # ma.

Donc, par théoreme,

A n’est pas diagonalisable.
Q34. On a N2= O3, donc,
N est nilpotente.

Q35. Ona:A=A+N avec A diagonalisable et N nilpotente.
De plus,

2 -2 2 2 -2 2
NA=|2 -2 2|=2N e AN=(2 -2 2|=2N=NA.
0 0 O 0 0 O

Ainsi,

(A,N) est une décomposition de Dunford de A.

Décomposition de Dunford de A™!

On pose Ny = A~IN.

Q33. Montrer que A~! et N commutent.

Q34. En déduire que N7 est nilpotente.

Q35. Développer (I3+N1)(Is—N1). En déduire que Is + N est inversible et donner son inverse.
Q36. Justifier ’'existence de AL

Q37. Montrer que A™! =(I3+N1) 'A™! et en déduire une décomposition de Dunford de AL

G. BOUTARD 13 Lycée GAY-LUSSAC
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—— Réponse

Q33. On a montré que AN = NA.
En multipliant & gauche et a droite par A™}, ona: NA™1 = A7IN.
Donc,

A~1 et N commutent.

Q34. On sait que N2= Os.
De plus, par la question précédente,

NZ=(AT'N)?=(AY)°N% = (A1) %03 =0s.
Donc,
N est nilpotente.

Q35. Ona:
(I3+N1)I3—Ny)=1I3—Nj+Np+N2

Donc, par la question précédente,
(I3+N1)I3—N1)=1Is.
Donc,
I3+ N est inversible et (I3 +N1) ™! =I3-N;
Q36. 0 n’est pas valeur propre de A, donc,

A est inversible.

Q37. On a:
A=A+N=A(I3+A7IN)=A(I5+]Ny).
D’ou,

A7 = (A5 +N1))_1 = (I3+Ny) A,

Or, (I3 +N1)_1 =1I3—Nj, donc,

AT =(Is-N)A T =ATT-N AT = AT - ATINATL

Par Q29,

Comme N? = O3 et A letN commutent,

A1 est diagonalisable. ‘

4

(AT'NATY)? = (AN N = 0.

Dong, ‘ A"'NA! est nilpotente. ‘

De plus, ‘ A"l et ATINA™! commutent ‘ : en effet,

Donc,

une décomposition de Dunford de A~ est (A™1,AT'NA™Y).

ATHATINAT) =ATIATINAT = AT INAT I AT = (AT INATY) AT

PSI 2025 — 2026 14
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Décomposition de Dunford des puissances de A

Soit p € IN.

Q38. A l'aide de la décomposition de Dunford (A,N) de A, montrer que AP = AP + p2P~IN.
Q39. Vérifier que (AP, p2P"1N) est une décomposition de Dunford de A”.

Q40. Calculer A”.

—— Réponse

Q41. On sait que A =A+ N et A et N commutent, donc par la formule du binéme,

AP=¥ (Z NEAPE,

k=0

Or, N2 = O3, donc, pour tout & =2, Nt = O3.
Donc,

AP = (‘;)NOAP + (‘;)NNH.

Or,on a NA=2N, donc,
NAPL=2NAP2=22NAP3 =... = 2P7IN.

Donc,

AP = AP 1 p2PIN,

Q42. Ona:|AP? =AP + p2P~IN.
Par Q28,

AP =(PDP1)? =pDPPL.

Comme D est diagonale, D? est diagonale. Donc,

De plus, (p21”_1N)2 = (pZ“’_l)ZN2 =03.

AP est diagonalisable.

Donc, | p2P 1N est nilpotente. ‘

Comme N et A commutent, | N et A? commutent ‘ : en effet,

NAP = ANAP71 = A2NAP72 = ... = APN.

Donc,

(AP, p2P~IN) est une décomposition de Dunford de A”.

2P 0 0
DP=(0 27 0.

Q43. Comme D est diagonale,

0 0 4?
Donc,
2+p -p p
AP =2P1114p-2P 1-p+2° p-1+2P|.
1-2°P SR 1+2°P

Décomposition de Dunford de R vérifiant R?= A, R s’appelle une racine carrée de A

Q41. Déterminer les matrices U € .#3(IR) diagonales vérifiant U 2_D.

Q42. A l'aide des matrices P et P!, déterminer alors une matrice S & valeurs propres positives telle que S = A.
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Q43. Déterminer deux réels a et b, tels que S = aA+ bl3, en raisonnant sur les formes diagonalisées. En déduire que
S et N1 commutent.

1
Q44. On pose M =13+ §N1. Montrer que M? =13+ Nj.

Q45. En remarquant que A = A(Is+ ATIN ), déterminer une matrice R telle que R?=A.

Q46. Donner une décomposition de Dunford de R.

—— Réponse

a 0 O
Q47. Onnote U = (O b O) avec a,b,c des réels.
0 0 ¢
On a )
a =
U?=D = { b2 =2
c?=4

V2 0 0 V2. 0 o0
0 v2 ol , |0 Vv2 o],
0 0 2 0 0 -2
V2 0 0 V2 0 0
0 -v2 ol , o -v2 o
0 0o 2 0 0 -2
-v2 0 0 -v2 0 0
0o V2 of , 0 V2 o0
0 0 2 0 0 -2
-v2 0 0 -v2 0 0
0 -v2 o] , 0 -v2 o]
0 0o 2 0 0 -2

Q48. On a:
S§?=A < 8?=PDP! = P!§?P=D < (P'SP)’=D.

Donc, on peut choisir pPlsp parmi une des matrices trouvées a la question précédente. Comme matrices sont
diagonales, dans tous les cas S est semblable a une matrice diagonale. Donc S est diagonalisable et ses valeurs
sont les coefficients diagonaux de la matrice diagonale choisie.

Pour que les valeurs propres de S soit positive, on choisit :

V2 0 0
SzP(O V2 O)P‘l.

0 0 2
Q49. Ona:
V2. 0 0
S=aA+bly < Pl o V2 0|P '=aA+bIs.
0 0 2

Donc, en multipliant a gauche par P! et a droite par P,on a :

V2 0 0 2a+b 0 0
0 V2 0|=aP 'AP+bI3=aD+bIs=| 0 2a+b 0
0 0 2 0 0 4da+b
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Q50.

Q51.

On résout alors le systeme :

{ 2a+b 2a+b

4a+b = 2

S
$
!

Donc,

2
a=1—7‘/_etb=2\/§—2.

Comme A et N1 commutent (en effet, ANy =N et NJfA= A INA=ATIAN = N),

SNi=(aA+bI3)N1=aAN1+bN1=aN1{A+bN1=Ni(aA+blI3g)=N;8S.

Donc,
S et N1 commutent.

Ona:
1
M2=13+N1+ZN%.

Or, on a montré que N % =03, donc,
M?=1I3+Nj.

En factorisant par A,
A=AI3+A7IN)=AU3+N;p)=S2M2.

Or, comme S et N1 commutent, donc,
1 1
SM=S+§SN1 =S+§N18=MS.
Dong, S et M commutent et

enposant R=SM,ona:A =82M2% = (SM)% = R?.

Q52. Ona:

R:SM:S+%SN1.

Comme S est semblable a une matrice diagonale (Q48), ‘ S est diagonalisable |

1
De plus, S et N7 commutent, dong, | S et QSN 1 commutent.

D’autre part, on a aussi

1 201 5
§SN1 Zzs Nl 203.

1
Dong, §SN 1 est nilpotente.

Ainsi,

1
une décomposition de Dunford de R est (S , ESN 1).

2v2-2

[
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Partie 3 : Etude dans le cas général

Soit A € GL,(IR). On suppose que le couple (A,N) est une décomposition de Dunford de A.

Q47. Montrer que AletN commutent, et en déduire que A7IN est nilpotente.
Q48. En remarquant que A = A(I, —A~'N), montrer que A est inversible.
Q49. Montrer que N1 = A7IN est une matrice nilpotente. En déduire que I, + N est inversible et donner son inverse.

Q50. Montrer que A~! posséde une décomposition de Dunford.

—— Réponse

Q47. Par Q26, A et N commutent : AN = NA.
Donc, en multipliant & gauche et & droite par A™*, on a :

NA'=A"IN.

Donc,

A7l et N commutent.

Comme N est nilpotente, il existe g € IN tel que N9 =0,,.
D’ou,
(ATIN)? = A" HYINT = 0,.

Donc,
AN est nilpotente.

Q48. Comme A est inversible et quun produit de matrices inversibles est inversible, il suffit de montrer que I,, —A™'N
est inversible.

Par la question précédente,
I,=I1-(A7IN)Y.

Comme I,, et A™'N commutent, on peut factoriser par I, -~A7IN:

q-1
I,=(,-A"'N)x ¥ (A7'N)7 175,
k=0
o 1-k
Donc, I,, — AN est inversible et son inverse est Y (A™*N)? ",
k=0

Ainsi,
A est inversible.

Pour les 5/2 pour lUinstant : autre justification de linversibilité de I, —A7IN.
On sait que (A"'N)? = 0, donc, le polynéme X9 est annulateur de A7IN et sa seule racine est 0. Donc,
Sp(A~IN) < {o}.
En particulier, 1 n’est pas valeur propre de AN, Donc, ATIN-T » est inversible, et par conséquent, I, -A"IN
est inversible.
Q49. On a NA = AN, donc en multipliant & gauche et & droite par l'inverse de A, A~! et N commutent.
D’ou,
Ni=(A"YIN9=0,.

Donc,

N1=A"!N est une matrice nilpotente.
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On a aussi (-N7)? = (—1)qN;I =0, donc,

g-1
I =I§+(-ND? = (I, - (-ND) ¥ (-Np".
k=0

Donc,
qg-1
I,, + N est inversible et son inverse est Z (-N 1)k.
k=0
Q50. On a:

g-1 qg-1 qg-1
AT =(A+N) = (AU, +NY) =T +N) AT = (Z (—Nl)k) ATl = (In +3 (—Nl)k) ATl = A‘1+( Y (—Nl)k) AL
k=0 k=1 k=0

On note A1 = AL

On sait que A est inversible, donc semblable a une matrice diagonale D, autrement dit, A = pPppP L,
Donc, A" =PD 1Pl ou D lest diagonale.

Dong, ‘ A1 est diagonalisable. ‘

q-1
On note Ry = (Z(—Nl)k) A~L. On a alors
k=0

Comme A~! commutent avec N s A~! commute avee N 1= ATIN.

q-1
Z(—Nl)k).

k=0

Donc, A™! commute avec tout polyndéme en Ny, done, avec

Donc, | A1 et R1 commutent. ‘

Il reste alors a montrer que R; est nilpotente.
q-1
On remarque que Z (=N1)* est une somme de matrices nilpotentes qui commutent (car les termes de la somme

sont des puissance:; de —N71). Un résultat classique est le suivante : la somme de deux matrices nilpotentes qui
commutent est une matrice nilpotente. Montrons-le :

Soient A et B deux matrices nilpotentes qui commutent.
Comme les matrices A et B commutent, on peut appliquer la formule du binéme de Newton :
pta (, p-1l(, pta (,
(A+ByFti=Y% ( )AkBP“Ik =Y ( )AkBl”qk +y ( Alpprak,
k=0 \k k=0 \k h=p\k
Lorsque que k € [p,p +ql, on a k = p, donc, A* =0. Donc,
ptq
2 (n) Ak pprack — g,
k=p k :’04
Lorsque que k€ [0,p—1], ona p +q —k = g, donc, B"*97* = 0. Donc,
p-1
y |7 |akBrrat 0.
k=0 k
= =0
Donc, (A +B)?*? =0 et A + B est nilpotente.
qg-1
Dong, Z (=N1)* est nilpotente et comme A~! commuent avec cette matrice, leur produit est nilpotent.
k=0
Ainsi,

(A1,R1) est une décomposition de Dunford de A~".
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- Fin du sujet -
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