m Exemple 2

VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES On lance un dé une infinité de fois. L’ensemble ) des résultats possibles est
Q = [1;6]". On s’intéresse au rang d’apparition du premier "6". On pose alors
X: 0 = R

{rang d’apparition de 6  si 6 apparait au moins une fois
w

0 sinon

1 Généralités

X est une variable aléatoire discréte car

L1 Definition Sump(X)=N'={n_| geN }CN
. valeur “étiquette”
¢ Définition
On appelle variable aléatoire réelle discréte toute variable aléatoire X : Q — R & CONFUSION
‘ telle que Supp(X) soit indexé par un sous-ensemble de N. Etre indexé par des éléments de N ne signifie pas que Supp(X) ne contient que des
g entiers. (cf exemple 1 et ex ci-dessous)

f Remarque :

étre indexé par un sous-ensemble de N signifie simplement que 1'on peut "étiqueter"
les valeurs de Supp(X) avec des valeurs entiéres.

m Exemple 3
On note ) 'ensemble des tailles possibles d’une plante donnée. On pose

X: Q —- R
(=nt
w [wl+1
m Exemple 1 : Alors X est une variable aléatoire discréte, car Supp(X) = {(:Hl_)l/ | ne N}.
Supposons que X soit la moyenne d’un devoirs de maths (a 1 chiffre prés aprés la Cet ensemble est indexé par N.
virgule), dont les notes varient entre 0 et 20. Alors X est une variable discréte car :
Supp(X) = { 0 , 01, 02,03, ..., 199, 20 } 4 Notation :
stiquette n°1 7,°2 1°3 1200 1° 201 Dans tout le chapitre, X étant une variable discréte, quitte & renommer les indices,
on notera de maniére générale
Supp(X) ={z | k€ {l,...,N}} oa N € NU {+o0}.
et de manicre générale : De sorte que Supp(X) = {x) | k € N} si le support est infini et {z | k € {1,...,N}}
avec N = card (Supp(X)) sinon et avec (xj) une suite strictement croissante (et donc
Propriété 1 2 a 2 distincts!)
| Toute variable finie est discréte. ‘
I'.2 Loi d'une v.a.d.
Démonstration :
Si la variable se nomme X, en posant N le cardinal de Supp(X), on peut par f Remarque :
exemple numéroter les éléments de Supp(X), en les classant par ordre croissant, De maniére générale, la loi d’une variable aléatoire est caractérisée par sa fonction

delaN.O de répartition. Néanmoins, dans certains cas particuliers, la loi peut étre exprimée

de maniére plus concise. C’est le cas des variables aléatoires discrétes.
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Proposition 2

Commentaires :
Comme Supp(X) est indexé par un sous-ensemble de N, il en va de méme pour tout ] ] ]
B C Supp(X). Dans ce cas, on peut supposer qu’il existe {ax}per....m C Supp(X) dEtantldonnlel} un sous-ensemble I de N, pour toute suite (p;);cs et toute suite (x;);er
N _ _ B NN ' e réels, telles que
ot m € NU {400} telle que B = {(X = a)}k=1,...m. Dot pi>0 Viel
m
_ _ > pi converge et de somme totale 1
P(X € B) ];P(X ar) 2 b
Pour obtenir une probabilité quelconque, il suffit donc de connaitre uniquement l’en- Elors il esaisthe wie vauiihle sildoiive X fellle que
semble des P(X = z) pour x € Supp(X). )
X =a)p PpX) Supp(X) = {z; | i € T}
m Exemple 4 p(X =xz;) =p; Viel
Si X est le rang de premiére apparition du 6 dans une série de lancers indépendants '
+oo Démonstration : admise. [
d’un dé, alors la probabilité que le 6 arrive a un rang pair est >, P(X = 2k).
k=1 m Exemple 6
Définition On pose p; = % ainsi que x; = “;V pour tout n € N*. Alors il existe une variable
On appelle loi de la v.a.d. X T'ensemble noté £(X) constitué de aleatoire X telle que 1y )
e Supp(X); P(X(i) ) =_ VneN
En effet, on a : e 2
e l'ensemble des P(X = x) avec z € Supp(X).
o 2i > 0 pour tout ¢ € N*.
m Exemple 5 . _ _
On s’intéresse encore une fois au rang de premiére apparition de 6. Avec ) = e > 5 quiest une série géométrique convergente, de somme totale
{1,2,...,6}" I'univers de départ, on avait posé neN R S o R N )
—_— = = — = —71 =
X: Q = R i:12Z 21‘:022 213
rang de premiére apparition de 6 dans w si 6 apparait
wo= 0 sinon NE PAS CONFONDRE LOI ET VALEUR
Avec les différents calculs qui ont été faits précédemment, la loi de X peut s’écrire ts(in)li)set ¥ @t seoteune ol ellies we pienmmens 1929 Honesusil; [ midnns walpi: en sl
X(Q) =N, .
5\ Supp(X) = N, . m Exemple 7
p(X = n) = (6) 5 VneN*  ou (X = n) = 5 1 Vn € N* On note X et Y les résultats des lancers de deux dés équilibrés distincts. X et Y ont
0 in—0 pla=n) = 6 6 méme loi, mais n’ont pas toujours méme valeur. (On sait bien par expérience que les
Stn= doubles ne sont pas systématiques!)
Commentaires :
1_3 . L -
En se souvenant que nous avions noté Supp(X) = {xy | k € {1,...,N}}, avec Fonction de répartition
N eNU{+x}, ona:
Voyons maintenant que la donnée de la fonction de répartition et de ladite "loi" précé-
dente d’une variable aléatoire sont équivalentes. Rappelons pour commencer la définition
N
1=P(X € Supp(X)) = ZP(X = ) d’une fonction de répartition d’une variable aléatoire :
k=1
On va maintenant voir comment c¢a se passe "dans l'autre sens” :
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¢ Définition f Remarque :
Etant donnée une variable aléatoire X, on appelle fonction de répartition de X la Soit Fx la fonction de répartition d’une v.a.d. X. Alors,
fonction
Fx: R — [0,1] p(X =1t) =p(X <t) —p(X <t)
t = P(X<t) Ce qui veut dire que :
p(X =1t) # 0 si et seulement si ¢ est un point de discontinuité de Fx
m Exemple 8 et

Reprenons ’exemple de premiére apparition de 6 dans un jeté infini de dé équilibré. p(X =t) est la "hauteur" de la discontinuité de la fonction de répartition en t.
La loi de X est résumée par : )

e

Supp(X) =N* et P(X =n) = <2) % Vn € N* De la remarque précédente, on tire :

Propriété 4

esit <1, comme Supp(X) C[l4+ oof,ona Fx(t)=P(X <t)=0

Lt] t] Soit F' une fonction de répartition d’une variable X, constante entre ses points de
eSit>1, Fx(t)=pX<t)=P(U X =k)=> P(X=k) discontinuité notés D indexés par un sous-ensemble de N. Alors
k=1 k=1
[t] [t] 5 k-1 1 1 [t] 5 k—1 Supp(X) =D
D’ou Fit) = >PX=k=> |- —==-3 (= et X est une variable discréte.
= Z\6) 662 \6
1=t /5\7 11— (%)M . 5\ Lt Démonstration :
-~ 6 =0 6) 6 1-— % " \s6 Le résultat D C Supp(X) est immédiat d’aprés la remarque précédente.
j=k—1
lusion : 1 . - e .
Comclusion: Afin de ne pas faire appel & de la technicité inutile, on se contera de constater ici,
0 sit<0 — que comme la fonction est constante sur chaque intervalle entre les valeurs de D,
*—C
Fx(t) = 5 [t] . — on a
1- 5 sit>0 — Z P(X = ) = "hauteur totale entre 0 et 1" =1
— x€D
o 1234568 et donc Supp(X) =D O
On observe que la fonction est "en escalier”. C’est le cas de maniére générale dans le Corollaire

cadre des v.a.d. :

Propriété 3 Deux v.a.d. ont méme loi si et seulement si elles ont méme fonction de répartition.

Démonstration : admise. [

Si X une variable aléatoire discréte. Alors sa fonction de répartition Fx est ) , . . TS . L
Vous devez savoir passer d’une fonction de répartition a la variable discréte et

constante sur chaque intervalle [z;, x;41[ avec x; < ;41 pour tout i.

réciproquement.

Démonstration :

Soient z,y € [x;,x;11[. Quitte & échanger z et y, on peut supposer z < y. On a
F(y)— F(x)=P(X <y)—P(X<z)=Plx< X <y)
N
Ayant [z, y[C Supp(X), on a
0< Pz < X <y) < P(Supp(X)) = 1 — P(Supp(X)) =0,
D’ou F(y) — F(z) =0. O

Rappelons maintenant ce que signifient les points de discontinuité :
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11 Exemples fondamentaux

H.-l Rappels de Probabilités finies

II.1-a) Loi uniforme

Définition et Proposition
Soit N € N, Qo = {xx | k=1,...,N} un ensemble fini de cardinal N. On dit que
X suit une loi uniforme sur Qg si

1
Supp(X)=Qo et p(X =axp) =

— =1,....,N
N vk Joo0g

On écrit

X‘—)Z/[QO

Démonstration :
La suite (px)req1,..., v} définie par pp = p(X = xp) est positive et
N N )

U k=1 k=1
Modélisation : Cette loi modélise la survenue équiprobable de N événements (X =
x1),..., (X =zN).

m Exemple 9
On lance un dé une fois et on note X le nombre obtenu. Alors X suit une loi uniforme

sur Pensemble Q = {1,...,6}.

FORMULE

La loi uniforme est la seule loi pour laquelle on peut affirmer que pour tout A dans
Supp(X),
card(A)

p(X € )=m~

*x pour @ ={1,...,6} :

Diagramme de probabilités : Fonction de répartition :

03

0.2

01

0
0123 456 7

II.1-b) Loi binomiale B(n;p)

Dans cette section, on se donne p € [0;1] et n € N*.

# Définition et Proposition

(pE(1 —p)"* sike{0,1,...,n}
sinon
On dit que X suit une loi binomiale de paramétre n et p si

Soient k € N et py, =

Supp(X) ={0,...,n} et p(X =k)=nps Vk e N.

redondant
On note
X < B(n;p)
Démonstration :
(pr)ken est une suite positive telle que Z pr=1.0

neN

Modélisation : Cette loi modélise le nombre de succés dans une succession d’épreuves
de Bernoulli indépendantes, ou la probabilité de succés & chaque étape est p.

m Exemple 10

On lance n fois un dé et on compte le nombre d’apparition du chiffre 1. Alors X suit

une loi binomiale B(n; §).

On donne ci-dessous quelques exemples de répartition de lois binomiales :

n=5p=0,3:

Diagramme de probabilités : Fonction de répartition :
s . L . . R

Diagramme de probabilités : Fonction de répartition :

08
| -
03
02
01
0 —
o
0 1 2 3 4 5

ssssssss
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* n=50p=0,6: p=20,2: p=20,6:

0,25 0,7

. el . L .. 06

Diagramme de probabilités : Fonction de répartition : ke 0s

0,15 04

0,1 03

— 0,2

- - 0,05 01
a0 - 0 0+ Ll

o0 - 12345678 91011121314151617181920 12345678 91011121314151617181920

Propriété 5

I11-2 Loi géométrique io;t p €]0; 1[. La fonction de répartition d’une variable aléatoire de loi G(p) est
éfinie par

[ 1-a-p sit=1
F(t)_{(] sinon

Définition et Proposition
Soit p €]0;1[. On dit que X suit une loi géométrique sur N* de paramétre p si

Démonstration :

Supp(X) =N* et p(X =k)=(1-p)p Vk € N*, e Sit <1, comme Supp(X)=N* il est clair que
On note 0K F)=PX<t)<P(X<1)=0,
X < Gn-(p) ou X—=G(p) |

d’ot F(t) = 0.

eSit>1,ona F()=P(X<t) = PX<|t])
. . . [t]
Démonstration : = PlUx= A))
% Tout d’abord, (1 — p)¥~'p > 0 pour tout k € N*. k=1
* Pour Viiﬁt‘l que c’est une mesure de probabilité discréte, il suffit encore de véri — Y P(X=k) (0-add.)
fier que Y (1 —p)k~1p =1, ce qui est vrai par somme totale de série géométrique }“@1
k=1 NS k=1 _ 1=(1—p)‘"
convergente. [J = A%l})(l —p) =P1ap
O = 1-(1-p)H

Modélisation : Cette loi modélise le rang de premiére apparition d’un événement de
probabilité p dans une suite infinie de tirages indépendants.

Définition et Proposition
m Exemple 11 : Soit p €]0;1[. On pose X et Y deux variables aléatoires telles que

On jette indéfiniement un dé équilibré et on s’intéresse & la premiére apparition
du chiffre 1. A chaque tirage, la probabilité d’apparition de 1 est p = 5 Ainsi, on 1 K)o W=a=1

alors
introduit la variable aléatoire X définie de la maniére suivante : Supp(Y)=N et P(Y =k)=(1— p)kp Vk € N

On note | Y < Gn(p) |et on dit que Y suit une loi géométrique sur N de paramétre
p.

k si 1 apparait au rang k pour la premiére fois.

¥ — {0 si 1 n’apparait jamais.

La loi de X est donc G (é) Démonstration : exercice. [

Modélisation : Y modélise ici le nombre d’échecs avant I’apparition du premier

succés de probabilité p dans une suite infinie de tirages indépendants.
On donne ci-dessous quelques exemples de diagramme de probabilités de lois géométriques :
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Propriété 0 d’absence de mémoire On donne ci-dessous quelques exemples de diagramme de probabilités de lois exponen-

tielles :
Soit X suivant une loi G(p). Pour tout n,m > 0, on a
A=2: A=10:
Pxsn(X >n+m)=P(X >m) 0s 02
0,1
Commentaires : o1
On peut interpréter ceci de la maniére suivante : I I |
“X ne s7éPUise pas' 7 ° ‘0 1234567 891011121314151617181920 ’ 01234567 891011121314151617181920
Si X correspond par exemple au nombre de minutes d’attente avant de réussir a .
attraper un vendeur dans une boutique, quelqu’un qui déja attendu n minutes a exac- Propnété 7
tement autant de chance d’attendre encore pendant un temps de m minutes supplé- ) - — . ] T _ _ )
mentaires qu’une autre personne qui vient d’arriver. (Il n’y aurait donc pas ici de file La fonction d¢.3 répartition d’une variable aléatoire X suivant une loi de Poisson
d’attente ordonnée et chaque personne serait servie de maniére aléatoire. Oui, ¢’est P(A) est définie par A 7uuLtJ
particuliérement injuste mais c’est la vie quelquefois!) F(t) =1 /0 € [t]! du
. L
e Montrons par réccurence la formule F(n) = 1 — / e*“—' du pour tout entier
Définition et Proposition neEN : J0 -
Soit A €]0; +oo[. On dit que X suit une loi de Poisson de paramétres \ si
\k Initialisation : Soit n = 0.
_ _ T )\()
\S’upp(X) =iy @ pX=k)=e k! s EN D’une part, F(0) = P(X =0) = e o= e .
redondant 5\ w0 5% N
), A e ; i A U J [ ,—u — A — 1 _
On note D’autre part, on a ./0 Y du ,/() e “du=[—e }0 et +1=1-F(0).
X < P(N) Hérédité : Supposons la formule vraie pour un n € N et montrons qu’elle reste
vraie pour n + 1.
A "
Démonstration : On a donc 1 — F(n) = / e ¥— dx. L’intégration par partie
Jo n!
Les p(X = k) sont clairement positifs et d’aprés le cours sur les séries, on sait que
. u=e* u =—e"
> o7 est convergente, avec v e e
A vV=— v=——
— =e", ! , !
. - k! ' donne alors " (n+1)!
d’on =0
+oo 1 A -
n+1 A n+1
ZP<X _ k) =1 1 — F(n) — |:egl; Y ' N / T X ' di
u k=0 (m+Dy  Jo (n+1)!
Modélisation : Cette loi modélise généralement une fréquentation. Or, o9 A+
. T n B )\ n
m Exemple 12 {f (”+1)'} =e WZP(X:”JFU
On compte le nombre X de clients & un guichet pendant un laps de temps 7. En Dol ’ v
général, on suppose que X < P(X), ot A est le nombre moyen de client pendant un A Lt
1=F(n)+P(X=n+1)+ —e T dx
temps T (n) ( ) '/0 (n+1)!

F(n+1) . . . N
6 — Variables aléatoires discrétes —



Ce qui donne bien 1’égalité attendue

F 1)=1- B — )
. (n+1) '/() ¢ (rz,Jrl)!”

f Remarque :

Cette fonction de répartition n’est en générale pas utilisée car pour calculer F(t), il

[t] [t]
faut faire des IPP, ce qui revient a calculer F(t) = Y. p(X = k) =e > ) ),‘c—l,c
k=0 k=0

111 Espérance et variance

# Notation :

Dans toute cette section, pour des raisons d’écriture, on supposera que X est une
variable aléatoire telle que

Supp(X) C{zr € R | k €N, avec les x 2 a 2 distincts.}

quitte & avoir en réalité un sous-ensemble A d’indices tels que que p(X = zx) =0
pour tout k € A.

m Exemple 13
Si X est une variable qui suit une loi uniforme sur {1,...,8}, on aura Supp(X) C N,
ie. z; =1 Vi€ N, mais avec

P(X=2)=0 siz=0o0uz>9

III-1  Espérance
|

Commentaires :
En mécanique, le barycentre de points pondérés est un point d’équilibre de la struc-
ture. De méme, pour une v.a.d., on peut définir la notion de barycentre a travers
lespérance.

Définition et Proposition

Si la série Y |rx| p(X = k) converge, on appelle espérance de X et on note E[X]
keN
la valeur (bien définie)

E[X] = Zxkp(X = )
keN

et cette valeur ne dépend pas de l’ordre des xy,.

Démonstration : admise. [

m Exemple 14
On admet qu’il existe a € R tel qu’on ait une variable aléatoire X vérifiant
P(X = (-1)""'n) = = VneN*
Montrons que E[X] existe. "

° Etude de la série S = > [(=1)"™n|P(X = (=1)""!n) :

Ona S =a) -5, qui est une série convergente (ezo), donc E[X] existe.
° Valeur de E[X] :
On sait alors que
+o0 +o0 +oo 1\n
E[X] =) (-1)""'nP(X = (-1)""'n) = 2(71)”*'”% =a)_ (711_2)
n=1 n=1 ' n=1
pour information (HP), on a alors
2
E[X] =a D)
Remarque :

Il est nécessaire de vérifier la convergence absolue, et ceci pour plusieurs
raisons (dont le bon fonctionnement de certaines propriétés) mais surtout, dans un
premier temps, afin que la notion d’espérance soit bien définie de fagon
unique. En effet, observons ’exemple suivant :

Soit X une variable aléatoire telle que Supp(X) = { (=1)""'n | n € N*} ainsi que,
—

(pour a = 22), B o
P(X = (-1)"*'n) = =

(on admet que ceci définit bien la loi d’une variable aléatoire.)

Alors d’une part la série des valeurs absolues :

1 1
_ _ k+1 _ .
E 2k p(X = 2x) = E [(—1) k'% =a E % diverge

kEN* kEN* kEN*
alors que d’autre part, la série "sans" valeur absolue
(_1)k+1

1
Z zpp(X = zp) = Z (—1)k+1kﬁ =« Z — — couverge

keN* keN* keN*

On pourrait donc imaginer qu’il existe quand méme une "valeur moyenne", sauf qu’il
se pose néanmoins un gros probléme : la somme totale de cette série dépend de 1'odre
dans lequel on aditionne les xxp(X = xy)!

En effet, souvenons-nous que nous avions étudié cette série graphiquement dans le
premier chapitre et nous avions constaté qu’en réorganisant ’ordre des termes de la
série, nous n’obtenions pas du tout les méme sommes totales. On obtiendrait donc
plusieurs valeurs d’espérance possible! Ce qui est tout a fait impensable.
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Commentaires :
Un des résultats les plus importants concernant le traitement des espérances est le
théoréme dit "de transfert” énoncé ci-dessous. Il permet, pour toute v.a.d. f(X), de
se ramener 4 la loi de X au liew d’avoir & calculer la loi de f(X) (pas toujours
simple.)

Théoréeme 8 de transfert

Soient
m [ un intervalle (ou réunion finie d’intervalles) contenant Supp(X)

m g: I — R une fonction définie sur Supp(X)

Alors, E[go X] existe ssi si la série Y g(xy) p(X = xx) est absolument convergente.
Alors on a

= xk)

E[go X] = ZQ Tk)p

Démonstration :

(idée de dém.) On note ¥ = g o X. Alors, par composition d’application, Y :
Q0 — R est une v.a.d. sur . Par définition, 'espérance de Y existe si la série
> yesupp(y) Y- P(Y =) cv absolument.

2. 2

yESupp(Y)  weQY (w)=y

|[go X (w)|p(w)

2. X

yESupp(Y) weR,goX (w)=y

|yl p(w) =

D

yeSupp(Y)

lyl-p(Y =y) =

mais les X (w) sont les zj. En réorganisant différemment la double somme (dont
la convergence est a prouver, ce qui est HP), cette valeur est égale a

Slgoxwlp) =X | X Igo X p(tw)) | = S lol p(X =)
wes keN \ weX 1 (xzy) 9(zx) keN
Cette somme est convergente, donc celle de départ 'est aussi et donc E[Y] = E[goX]

existe. En rétirant les valeurs absolues et en réitérant le raisonnement, on prouve
I’égalité des espérances. []

? Exercice 1
Goit X < G(p) ot p €]0,1[ et Y = . Montrer que E[Y] existe ssi p > 1 — e L.

Solution

D’apreés le théoréme de transfert, E[Y] existe ssi la série > e"P(X = n) converge. Or,

neN*
Z e"P(X = Z e"p(l— =ep Z nl = epZ(e(l -

neN* neN* neN* i€EN

n) =

Ainsi, la série converge ssi |e(1—p)| < 1, 1i.e. e(1—p) < 1, ce qui revient ensuite a p > 1—e 1.

Propriété 9

Soit X une v.a.d.

= E[X] existe si et seulement si E[ |X|] existe.

= Si E[X] existe, alors |E[X]| < E[|X]]

Démonstration :
m La fonction = +— |z| est continue. Ainsi, d’aprés le théoréme de transfert, E[|X|]

existe
ssi la série E P(X = x)|x| converge absolument,

autrement dit,

ssi la série Z P(X =

xr)|xk| converge.

On constate que c’est exactement la condition d’existence de E[X].

m Supposons que E[X] existe. Alors E[|X|] aussi. De plus, par théoréme sur les séries
absolument convergentes,

ZMP

keN

[E[X]| = = 1) E[|X]]

B <D el p(X

keN

Ny

transfert

O

Propriété 10 Cas particuliers

Soit X une v.a.d. et a,b € R (finis!)

m Si Supp(X) = {a}
m Si Supp(X) C [a,b],

alors E[X] = a.
E[X] < b.

(noté X =a p.s.),

alors E[X] existe et a <
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Démonstration :

m trivial, exercice.
m Ceci est conséquence de la propriété précédente. En effet, les variables aléatoires

constantes a et b ont des espérances qui existent. Ainsi,

a =E[a] <E[X] <E[b] =b.

m Exemple 15

Soit X une variable de support {%, n €N *} Montrer que E[X] existe.

On a Supp(X) C [-1,1]. Elle est bornée, donc son espérance existe (et d’ailleurs)
-1<E[X]<1

Propriété 11 de comparaison de variables positives

Soient X, Y deux v.a.d. positives définies sur un méme espace probabilisé. Alors :
Si X <Y et E[Y] existe, alors E[X] existe et 0 < E[X] < E[Y].

Démonstration : admise. [

Théoréme 12

Soient X, Y deux v.a.d. définies sur un méme espace probabilisé et admettant une
espérance.On a :

A. Linéarité :

(A1) E[X +Y]=E[X]+E[Y]

(A2) E[NX] = \E[X] VA eR

B. Monotonie :

(B1) X >0 — E[X] >0
(B2) X2Y — E[X] > E[Y]

(B3) X etY ont méme loi

Démonstration :

(A1) est admis. (A2) : appliquer le théoréme de transfert.
Pour la monotonie, utiliser les propriétés déja énoncées. [

Définition
| On dit qu’une v.a.d. X est centrée si son espérance existe et E(X) = 0.

I

II-2 Moments
[ |

Commentaires :

L’espérance donne une caractéristique moyenne pour une v.a.d.. Avec les moments,
on pourra déterminer la dispersion autour de cette moyenne.

Définition
Soit X une v.a.d. et r € N*. Si E[ X" ] existe, on appelle moment d’ordre r la valeur :
E[X"].
m Exemple 16

Le moment centré d’ordre 1, s’il existe, est E[X].

Propriété 13

Si la série Y a} p(X = z) converge absolument, le moment d’ordre r existe et

neN +oo
E[X"] =) 2 p(X = 1)
n=0

Démonstration :

C’est le théoréeme de transfert appliqué a g(z) = 2”. O

Théoréme 14

Soient X une v.a.d. et r € N*. Si le moment d’ordre r de X existe, alors le moment
d’ordre v’ existe pour tout v’ € {1,...,r}.

Démonstration :
Soient r € N* et 1/ € {1,...,r}.

Supposons que E[X"] existe, c’est-a-dire que la série > |xg|" p(X = 1) converge.
keN

* Si|z| > 1, alors, comme 7’ < 7, on a \;I:A¢|”/ < ag|”

* Sinon, si |zk| < 1, \J,‘;\,\”/ < 1.

Autrement dit, dans tous les cas, on a que

d’ou |2k < max(L [zx]") <1+ [a]”

lze|” p(X = 21) < p(X = a1) + |zu|"p(X = z3)

qui sont tous deux des termes généraux de séries convergentes. Par somme de séries
convergentes, la série de terme général p(X = xy)+|xr|"p(X = x1) est convergente,
. . L. N e ep L. J
puis, par comparaison de séries a termes positifs, la série Y |zp|" p(X = xy) est
keN
convergente. []
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<} Remarque :

Dans la propriété, on peut remplacer la v.a.d. X par la v.a.d. X — a pour un réel a
fixé, on obtient sous réserve de convergence absolue,

“+o0
E[(X —a)"] = p(X = a3) (zx — a)".
n=0

¢ Définition
Soit X une v.a.d. et r € R*. Si E[ X" ] existe, on appelle moment centré d’ordre r la
valeur (bien définie : admis).
E[(X —E[X])"]

III-3  \/ariance
[ |

Définition
Soit X une v.a.d.. Si E[ X?] existe, le moment centré d’ordre 2 de X existe. On
Iappelle variance de X. Elle est notée

V(X) =E[(X - E[X])*]

La racine carrée de cette valeur, notée

est appelée écart-type de la variable X.

Définition
| Une v.a.d. X est dite réduite si sa variance existe et V(X)) = 1.

Vocabulaire : Les v.a.d.

sont appelées respectivement variable centrée et centrée réduite de X.

Théoréme 15 de Kénig-Huyghens

Soit X une v.a.d.. Si E[ X?] existe, on a

V(X) =E[(X - E[X])*] = E[X?] - E[X]?

Démonstration :

Si le moment d’ordre 2 existe, alors E[X] existe également. Le reste n’est qu'un
petit calcul simple.

V(X) =E[(X - E[X])’] = E[X* - 2E[X]* + E[X]’] = E[X?] - E[X]
O
Propriété 16

Soient X une v.a.d. admetant un moment d’ordre 2, et a,b € R. Alors, on a
m X est constante (en loi) si et seulement si V(X) = 0.
s V(aX)=a?V(X).
n V(X +0b) =V(X).

Démonstration :

m * Supposons que X est constante, par exemple X = a. Alors E[X]| = «. D’on
V(X)=E[(X —E[X])=E(0)=0

* Supposons que V(X) = 0. Notons Y = X — E[X]. Montrons que Y est nulle, ce
qui montrera que X = E[X], c’est—=a—dire que X est constante.

Notons Py = Y prdy, laloi de Y. Par hypothese, E[Y?] existe et vaut 0, c’est-a-dire
que la série Y 2% converge de somme 0.
keN

C’est une série de terme positif, tous les termes sont donc nuls, i.e. la seule valeur
possible de Y est 0.

m On sait que X —E[X] admet un moment d’ordre 2. En multipliant par une constante,
on ne change pas cet état de fait. Or, d’une part,

E[e*(X — E[X])?] = ’E[(X — E[X])*] =’V (X)

et d’autre part,
Ela?(X — E[X])?] = E[(aX — ¢E[X])?] = E[(aX — E[aX])?] = V(aX)

m exercice

O
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II=-4 Exemples fondamentaux

Dans cette section, on récapitule les données obtenues sur les exemples classiques de loi
finies et disccrétes.

II1.4-a) Loi uniforme discréte

On se donne X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur {a,a + 1,...,b}, on
a,beZ,a<b.

B(X) :b+a
7122—1 ° .1 e ... o z
V(X) =" oin=b—a+1 (HP) L
n

Démonstration :
X est une variable finie. Ainsi, E[X], E[X?) (et donc V(X)) existent.
Calcul de E[X] :

b b
1
E[X = kP(X =k = k
[X] Z ( ) ~~ Z card {a,...,b}
k=a équiprobab. k=a
b b
1 1
- k - k
];l b—a+1 b—a,—&-l];l
1 b—a 1 b—a b—a
_ i T 7 1
= Ut = (LX)
j=k—a k=0 k=0 k=0
1 (b—a)b—a+1)
ba+1( 2 +alb—atl)
B b—a+ _b—a+2a a+b
- o YT T T
Le caleul de V(X)) n’est pas détaillé ici car HP.
O
Cas particulier,
* sia=1,b=neN* ona
1
E(X) — n+
2
* sia=0,b=néeN* ona
B(X) =3

II1.4-b) Loi de Bernoulli, B(p)

On se donne X une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de paramétre p. On a

P(X=0)=q et PX=1)=p, olg=1—1p

D’ou

=D
=Dq

Démonstration :
X est une variable finie. Ainsi, E[X], E[X?] (et donc V(X)) existent)
° Calcul de E[X] :

Trivialement, on a

EX]=0x P(X=0)+1xP(X=1)=p
=p

o Calcul de E[X?] :

par théoréme de transfert, on a

EX?=0*xP(X=0)+1>?xP(X=1)=p
——
=p
° Calcul de V(X)) :
Par théoréme du Huygens-Koenig, on a donc
V(X) =E[X?] ~E[X]* =p—p* = p(l - p)

O

II1.4-c) Loi Binomiale, B(n;p)

On se donne X une variable aléatoire suivant une loi Binomiale de paramétre n,p (&
valeurs dans {0,...,n}.) On a

P(X =k) = (Z)qu”"“ Vke{0,....n} oug=1-p
D’ou
E(X) =np
V(X) =npq

Démonstration :

X est une variable fini, ainsi les moments de tout ordre de X existent.

On considére une expérience a 2 issues (“succés et échec”) répétée n fois de maniére
indépendante, pour laquelle on note X; le nombre de succés a la i°™¢ répétition de

I'expérience, pour ¢ = 1,...,n. Ainsi, par définition, en notant p la probabilité de
succés a chaque étape, on a directement
X; — B(p)

n
En notant maintenant S = > X;, S devient le nombre de succes de probabilité p,
k=1
dans une série de n répétitions indépendantes d’une méme expérience. Ainsi
S < B(n,p)
11 — Variables aléatoires discrétes —



S ayant la méme loi que X, elles ont aussi méme espérance et méme variance
o Calcul de E[X] :
On sait que E[X;] = p existe pour tout i = 1,...,n, alors, par linéarité,

E[X]=E[S] =) E[Xi] =) p=np
k=1 k=1

° Calcul de V[X] :
On sait que V[X;| = p(1 —p) existe pour tout i = 1, ..., n, alors, par indépendance
des X, on obtient

VIX] =V[S]=> V[X,]=> p(1—p)=mnp(l—p)
k=1 k=1
|
IT1.4-d) Loi géométrique sur N* ou N

On se donne X une variable aléatoire suivant une loi géométrique (sur N*) de para-
métre p €]0; 1], c’est-a-dire que

On a

p(X=k)=(1-p*'p VkeN
EX) = 1
P
V(X) :Z% ong=1-p
Démonstration :

On note ici ¢ =1 — p.

e Espérance :
x Convergence absolue de Y. kP(X =k)=p > k¢t ':
kEN* kEN*
Tous les termes de la série sont positifs, la convergence absolue revient donc a la
convergence.

* Convergence et somme totale : On reconnait, a la constante p prés le terme
général de la "série géométrique dérivée" de raison ¢, avec

icqu‘l S
. .
=1 (1-q)° P

On obtient donc l'existence de I’éspérance, avec
+00 1

E[X] =) k(1-p)*p=-
k=1

p
e Moment d'ordre 2 :

12

Méthode 1 :

x Convergence absolue de Y k*P(X =k)=p > k> 1:

keN* kEN*
Tous les termes de la série sont positifs, la convergence absolue revient donc a la
convergence.

* Convergence et somme totale : Observons que, comme g # 0

> kgt > k(k—1+1)g"!

k>1 k>1
= qz k(k —1)¢" 2 + Z kgt1
k>1 k>1

Ot on reconnait deux séries géométrique “dérivée seconde” et “géométrique déri-
vée” convergentes et dont on connait les sommes totales. Alors la série converge (et
donc l'espérance existe) et on a :

+oo +oo
kaqufl _ kaqufl
k=1 k=1

+oo + oo
= pgy k(k—1)¢"2+p> k"
k=1 k=1

L

E[X?]

. 2 1 2

T (-9)3 T—q
-, 2q +p 1 2q+1—q q+1 2-p
(1-¢?® "(1-¢9?2 (-9 p? p?

Méthode 2 :
Vérifions lexistence de E[X (X — 1)] :

E[X (X —1)] existe ssi la série Y k(k—1)p(X = k) converge absolument. Tous les
kEN*
termes de la série sont positifs, la convergence absolue revient donc a la convergence.

Soit n € N. On a
n n

S k(k—Dp(X = k) = k(k = Dp(1 —p)*~

k=1 k=1

p(1—=p) Y k(k—1)(1—p)*?
k=2

S’I'L

Or, comme |1 — p| < 1, cette série converge. Ainsi, E[X (X — 1)] existe et vaut

E[X(X —1)] :iok(k—l)p(xzk) =p(1—p) 2 _2(1-p)
k=1 (1—(1-p))2 D2
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De plus, on a
X?=X(X-1)+X

L’espérance de X (X — 1) et celle de X existent, ainsi, celle de X? existe également
et de plus, par linéarité de ’espérance,
20—-p) 1 2—-p

D 4EX] = 2P =

E[X?] = E[X(X —

e Variance : X admet un moment d’ordre 2 et d’aprés la formule de Koenig-
Huyghens, on a

i _mix_ 2P (1) _2-p-1_q
. V(X) = E[X?] — E[X]? = - (p) ==

Si maintenant X est une variable aléatoire suivant une loi géométrique | sur N | de para-
metre p €]0;1[, i.e

P(X=k)(1-p'p VkeN
On a
E(X) = 1 .14
b p
_ 4 o
VX) =5 oig=1-p
b
Démonstration :
On pose Y = X + 1. Alors Y < G(p), d’ou
1 1-—
E[X]=E[Y]-1=--1=-_2_1
p p p
et
V(X)=V(Y)
O

I11.4-e¢) Loi de Poisson, P()\)
On se donne X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre A €]0; 4+o0].
On a

)\k
p(X =k)= _AF Yk eN
D’ou
EX) =X
V(X) =X
Démonstration :
/\k
x Convergence absolue de Y ke ™ — :
keN k!

13

Tous les termes de la série sont positifs, la convergence absolue revient donc a la
convergence.

AP AP AP
* Convergence et somme totale : > k’ = > k== 3 —
pen kU e K & ( - 1) ren k!
+o0 /\
On reconnait une série exponentielle de paramétre A\, avec o et
k=0 F:

On obtient donc 'existence de I'éspérance, avec

)\
Z k(f)‘ = e et =\

e Moment d'ordre 2 :

)\k
* Convergence absolue de 3 k*e™* —= :
keN* k!
Tous les termes de la série sont positifs, la convergence absolue revient donc a la
convergence.

* Convergence et somm}g totale :

2 - 2
Zkkl B Zky

keN kfl*k( 1+ 1) k
— - + S

kEN* Al\ kl A]\

= X k(k=1)75+ > ko7

keN* k' ene K

On reconnait, a 'extréme droite, la série déja étudiée ci-dessus, on sait donc que
+oo k
A A
D ko =Ae
k=0
AP 9 AP
D kk=D) =N

ke* ’ keN*

De plus,

La encore, on reconnait une série exponentielle, avec

— A¥ 2 A
> k(k—1) T = Ae
k=0
On obtient donc Pexistence de I’éspérance de X2, avec

E[X?] = A+ \?
e Variance :
X admet un moment d’ordre 2 et d’aprés la formule de Koenig-Huyghens, on a

V(X)=E[X?| —E[X? =2+ -A =]
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