INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE TD

‘ Intégration sur un intervalle quelconque — TD ’

Intégrales convergentes et intégrabilité

Exercice 1:

Justifier que les intégrales suivantes existent et donner leurs valeurs.

1 1 1

1. f In(1 +¢2)dt. 4. szrcsm(t)dt, 7. f t2x V1-t2dt.
0 0
21 Zdt Oe 1 %

2.] cos(¢)“ dt. 5. f —dt. f .
A o o 8 | In (1 + tan(x)) dx
11 T sin(f)

3. dx. 6. ——dz.

fo 1+a2 00 0 3+cos(t)?

—— Réponse
b
Toutes les intégrales sont de la forme f f(#)dt ou f est une fonction continue sur le segment [a,b] (avec a et b réels tels
a
que a < b). Donc toutes les intégrales existent.

1. On pose : YVt €[0,1], u(t) = ¢ et v(t) = In(1 + ).

Les fonctions u et v sont de classe €' sur [0,1] et : V£€[0,1], &'(£) =1 et v'(t) = littQ'
Par la formule d’intégration par parties, on a
flln(1+t2)dt: [t><1n(l+t2)]1—f1 26 dt:ln(z)—zfl i dt.
0 0 o 1+¢2 o 1+¢2
or, 1 42 1 1 1
fo litzdtzfo 1- 1jt2dt=f0 1dt—f0 1jt2 dt=1-[Arctan(v)];=1- 7.
Donc,

1 7
f In(1+¢2)dt =1n(2) -2 + 2
0

2. On linéarise :

2Zn 27 1 2t 1 27 1 in(2¢ 21
f cos(t)zdtzf + cos( )dt=§><f 1+cos(2t)dt=§x [t+s1n( )] o
0 0 0

2 2 0o

3. Arctan!!!

L1
f de=2
0o 1+x2 4

1
0,-

3|’ u(t) =t et v(¢) = Arcsin(z).

4. On pose : Vte

et:Vie ,u)=1etv'(t) =

1 1
Les fonctions u et v sont de classe €' sur 0, 3 0, 3

1
Vi-g2

Par la formule d’intégration par parties, on a

1 i —1%
1 . ) 1 3 t T 2 V4 \/g
— 2 _ _— = |- — 12 =15 -
M_[tXArcsm(t)]o fo ice "1 [ ' t]OLZL
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TD INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

1
5. Rédaction 1 : changement de variable. On applique le changement de variable u =In(#), du = n dt (la fonction In est de

classe €' sur [1,e] et a valeurs dans [0,1]). On a

e 1 e 1 1 11 1
g —xZd=| ——du=[2Vu+i] =2v2-2.
fl tx vIn()+ 1 fl N OIS, f w1 [ “r ]0 sve-2

Rédaction 2 : on repére la dérivée d’'une composée de fonctions. On a

fet;dtzp \/ln(t)+1]j=2 V2-2.
1 X

vin@®)+1
6. On a
" sin®) [ 1 costt)) | L ) aretan[- L)) - L 1)_n
, 3roosr LT \/ngrctan( \/g)o—\/gx(Arctan(\/g) Arctan( \/g))—\/gXZXArctan(\/g)—:a\/g.

Bien sfir, on peut ne pas trouver de primitive directement (comme dans la question 5). Dans ce cas, on peut utiliser le
changement de variable u = sin(#).

7. On a applique le changement de variable ¢ = cos(x). La fonction cos est de classe €' sur [0, g] et a valeurs dans [0, 1]

(on a cos(0) =1 et cos (g) =0). De plus, df = —sin(u)du. On a alors,

1 0 z
2 x V1-t2dt =f cos(u)? x v/ 1—cos(u)? x (—sin(u))du = f ’ cos(u)? x V/1—cos(u)? sin(u)du
g 0

0

Or, pour tout u € [O, g], sin(u) =0, d’ou,

cos(u)? x v1-cos(u)?sin(u) = cos(u)? x |sin(w)| sin(w) = (cos(u) X sin(u))2 = i x sin(2u)? = % x (1—-cos(4u)).

Donc,
1 z . z
9 T 21 B _1 _sm(4u) 2
Ot x V1 tdt—fo 8x(l cos(4u))du_8x u 3 O_E'
8. Ona
len(1+tan(x))dx=len(1+ s1n(x)) dx:len(w) dx=len(cos(x)+sin(x))dx—fzln(cos(x)) de.
0 0 cos(x) 0 cos(x) 0 0

Or, pour tout x € R,

cos(x) + sin(x) = V2 x (% x cos(x) + % X sin(x)) = V2 x cos (x - %)

7T
En appliquant le changement de variable u = 1 x,du =—-dr,ona

j(;z ln(cos(x)+sin(x))dx:foqln(\/§xcos (x—g)) dx:j(;iI ln(\/ﬁ) dx+f02 ln(cos(x— %)) dx = #—ﬁ;ln(cos(—u» due.

Donc,

fz In(1+tan(x))dx = T + fz In(cos(u)) du _fz In (cos(x)) dx= 1n(2)‘
0 0 A

8 8

Pour le plaisir, un programme Python pour calculer une valeur approchée de cette derniére intégrale par la méthode
des trapezes.

r—|!’ Python I

import numpy as np

1

2

3 def trapeze(f,a,b,n):

4 I=0

5 for k in range(n):

6 I=I+(b-a)/n*(f(a+k*(b-a)/n)+f(a+(k+1)*(b-a)/n)) /2
7 return I

8

9

print(trapeze(lambda x:np.log(l+np.tan(x)),0,np.pi/4,10%%5))
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INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE TD

Exercice 2 :

Déterminer la nature des intégrales suivantes et lorsqu’une intégrale converge, donner sa valeur :

oo 1 o0 Arctan(x) +00 e
1. . .| 8. t 1>0).
fo (1+et)x(1+e?) fo 1+ 22 fo cos(t) x e A1>0)
+00 e~ \/Z too ' it
2. f dt. P /+°° 1 & @ > 0 9. f sin(¢) x e (A>0).
0 vt “Ja xx(x+r) @ ’ 0

+°° In(x) r>0) fl 1
3. f d €7). 10. dz.
) o x (neZ) ] o o Vit
+0o 2 cos(2x
4. " xe tdt N). 7. f —dx
fo e (nel) 0 vsin(2x)

—— Réponse

1

L Lafonction £+t~ - on o)

est continue sur [0, +oo[ De plus, pour tout x =0, 0n a :

x x 1 -1 1% 1 1 1
tydt= | —— xeldt= == - .-
fO o fo (1+et)? e l+et|g 2 1+e¥ x—+oo 2
Donc,
+00 1 +00 1
Linté 1 — | A t - qt=-=.
n egraej(; Atehx(lte D) converge e .[0 dxehxdieD 5

e~ Vi
Vi
1 +00
des intégrales f f(@)dt etf f()dt. Je choisis ¢ = 1.
0 1
Soit x €]0,1], on a

2. La fonction f:t—

est continue sur ]0, +ool. Lintervalle est ouvert! On fixe ¢ €]0,+o0[ et on étudie la convergence

1p-Vt
x Vi

1
dt = [—2e—ﬁ] =92 V¥_92, 1 —9_9,71,
X —

X

1,-Vi
Donc I'intégrale f
gr o Vi

Soit x € [1,+oo[, on a

dt converge.

fx e_ﬂdtz [—2e_ﬂ]x Y PR Pl R P
1 \/Z 1 x—+00 :

400 g~V

Donc l'intégrale f dt converge.
1
Ainsi,
+00 o= Vi
Vi

+ooe—\/i le—\/f +ooe—\/i
dtconvergeetf dtzf - dt + dt=2-2e¢1+2e1=2
1 0 1

Lintégrale
S Vi Vi Vi

(x) .
—— est continue sur [1,+o0l.
x

3. La fonction f :x—

e Casl:n<1.0na- =
X x—+oo

1 (ln(x))
xn )

1
Or, la fonction x — — n’est pas intégrable en +oo.
x
+00
Par théoréme de comparaison, f n’est pas intégrable en +oco. Autrement dit, 'intégrale f |f(x)| dx diverge
1

+00
Comme [ est positive sur [1,+ool, 'intégrale f f(x)dx diverge.
1
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INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

e Cas2:n=22.0na

In(x) 1 . .
=o|— | (croissances comparées).
" 2
x
. 1 L s . 3
Or, la fonction x — —; est intégrable en +oo (intégrale de Riemann avec 3 >1).
x2
Par théoréeme de comparaison, f est intégrable en +oo.
+0o

Donc, I'intégrale f(x)dx converge.
1

Dans la suite, on suppose que n = 2.

1 1 1 1
On note u(x) =In(x) et v(x) = —————.Onau'(x)= - et v'(x) = —.
n—1xn"1 x x"
De plus, u(x) x v(x) Py 0 et ulx) xv(x) P 0 (croissances comparées).
x— X—+00

+00
Comme l'intégrale f f(x)dx converge, on peut appliquer la formule d’intégration par parties :
1

too 1 In(x)]*™® to 1 1 1 1 )% 1
fdx=|-——— + —— —dx=- =—0.
1 n—1x"1]; 1 n—-1lx" (n-1x(n-1)xr1]; (n—1)2
+00
. On note I, :f thetdt.
0
1
» La fonction ¢ — e~ est continue sur [0, +ool et, par croissances comparées, t" et At 0 (t_Q)
—+00

1
Or, la fonction ¢ — o) est intégrable sur [1,+o0o[ (intégrale de Riemann avec 2 > 1).
Donc, par théoréme de comparaison, ¢ — t"e™! est intégrable sur [1, +ool.

+o0o
On en déduit que 'intégrale f t"e~' dt converge absolument, donc, converge.
0

» Soit n = 1.

On note u(t)=t" et v(t)=—e ‘. Onaalors u' () =n xt" L et v'(t) =e*.

On remarque que u(t) x v(¢) Y 0 et, par croissantes comparées, u(t) x v(t) T 0.
— —+00

+00
Comme l'intégrale / t"e~t dt converge, on peut intégrer par parties et,
0

+o0o i +o0o
f t"e tdt = [—t”xe_t]ooo+n><f t" et dr.
0 0

Donc, I,,=nx1,_1.
Par récurrence, on montre que I, =n! x I.

De plus,
+00 B 1400
Iozf efdt=[-e""];7 =1
0
Ainsi,
I,=nl
Arctan(z¢
. La fonction f : ¢ — Tt;) est continue sur [0, +oc[ et, pour tout x =0,

fx Arctan(?) . Arctan(t)? ]x 3 Arctan(x)? w2
o 1+2 2 0o 2 x—+c0 8§
Ainsi,
+00 Arctan(t +00 Arctan(t 2
Lintégrale f LI;() df converge et f LI;() dt = n—.
0 1+t 0 1+¢ 8
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INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE TD

6. La fonction f :#— ———— est continue sur [0, +o0[ et, pour tout x =0,
tx(t+r)
x 1 *1 1 1 1 1 x 1 a+r a+r
—dt=| —x|-—-—|dt==x[In@®)-In(t+r)]=~In|— |+ -1 1
fa tx(t+r) fa rx(t t+r rx[n() n( r)]“ rn(x+r) rn( a )xH+00 n( a )
car 1 et la fonction In est continue en 1 avec In(1) = 0. Ainsi,
X+r x—+00
T TES 1 1 a+r
Lintégral f —d tf —dt=-1 .
intégrale L S converge e I " n( . )
cos(2t) T 1 cos(2%)
7. La fonction f : ¢ — ————— est continue sur |0,—|. On étudie la convergence des intégrales f ———dt et
! Vsin(2¢) ] 2 [ & & 0 /sin(2%)
7 cos(2t)

7T
dt (je choisis 7 on peut choisir n'importe quel point dans I'intervalle ]0, z[).

. /sin(2¢)
. b4
Soit x € ]O,Z[. On a

7 cos(21) dt=[\/m]§=1_ \/m—({l.

x sin(2t)
. 1 cos(2t) 1 cos(2t)
Donc, I'inté ale/ ————df converge et/ ———dt=1.
gt 0 Vsin(2t) & 0 Vsin(2t)
Soitxe]z E[_ Ona
4’2
" e08@D g [ sm@D)E = vein@m) -1 — 1
1 /sin(2?) 1 x=0
7 cos(2t) 2 cos(2t)
Donc, l'intégrale ————dt converge et ———dt =-1. Ainsi,
g€ ), Ven@o B ) Vemen
7 cos(2t) 7 cos(2t)
I'intégrale f ———df converge et f ———dt=0
& 0 sin(2t) g 0 Vsin(2t)

8.9. La fonction f: ¢t — el x e ** est continue sur 10, +oo[. De plus, pour tout ¢ >0,

elt Xe—/lxt e—)th.

+o0 |
Or, A >0, donc la fonction f est intégrable sur ]0,+oo[ (intégrale de référence). D’ou, I'intégrale f elt x e Mgt
0
+o00o
converge. Donc, en prenant les parties réelle et imaginaire, on en déduit que les intégrales f cos(t) x e Mt et
0

+o00o
f sin(t) x e *** convergent.
0
Soit 0 < x < X des réels, on a :
pMxt 1 X JG-xX - A)xx

-1 .

. i-A i-A

X 1
f eltXe— Xtdt:
X

D’ou en passant a la limite quand x tend vers 0, on a :

— XX
eritxeAxtdt_e(l Y 1
0 i-A i—-A
Ql—MxX | ,-AxX
De plus, - 0 (car A > 0). Do,
e plus ) ’ Al Xotoe (car ). D’ou
‘oo . 1 A+1
22 —lxtdt:_ - .
fo ¢ e i—A 1+A2
Ainsi,
+00 +oo | A +00 1 +oo | 1
/ cos(t)xe_“tzRe(f eltxe_“tdt)z et f sin(t) x e~ xt:Im(/ el x e ™Mt gt| = .
0 0 1+ A2 0 0 1+ 22
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TD INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

1
10. Intégrale de Riemann convergente car 2 <1, de plus,

S |
f ——dt=[-2V1-t];=-2 \/1—x+2—1>2.
0 x—

1-t¢
Donc,
1
f L -2
0 1-t¢
Exercice 3 :
Etudier la convergence des intégrales suivantes :
+o00o 1 +o00 +00 tll
1.[ (t—l)xsin(—)dt. 5.[ In(¢) x e~* dt. 9.[ ——d ((a,b)eR?).
1 t 0 o 1+tb
+oo t +00 t dt
b o [“ta o [
3. /+Ooe_t2dt. " [+oo&:_t)dt . o \/Z .
oo 0 t2
+00 1 +00 1 9 1 1
4. sin|— | dt. 8.[ —dt ,b) e R?). ll.f dt.
fo ' (tz) 1 tex(t-1)0 (@.0)e k% 0 sin(t)

—— Réponse

IMPORTANT!

f est intégrable sur I <= lintégrale f f(®)dt CVA <= lintégrale [ |f(t)| dt CV l'intégrale f f(t)dt CV.
I I I

1
1. » La fonction ¢ — (¢ — 1) x sin (;) est continue par morceaux sur [1,+ool.

1
» De plus, f(¢) ~ 1(carsin(u) ~ uet - ——0).
t—+00 u—0 t t—+oo

X
La fonction constante égale a 1 n’est pas intégrable en +oco. En effet, f [1|dt=x-1 +00.
1

X—+00

Donc, par théoréeme de comparaison, la fonction f n’est pas intégrable en +oo.

+o0o 1
Autrement dit, I'intégrale f (¢—1) x sin (;) dt ne converge pas absolument.

Or, pour toutt=1,ona0< - <1, donc |f(t)|=f()=0.

Ainsi,

=

+00 1
Lintégrale f (t—1) x sin (;) dt ne converge pas.
1

Remarque : attention a bien vérifier que f est positive. Le théoréeme de comparaison permet uniquement de conclure a

b
propos de la nature de f |f(®)| dt a priori.
a

2. » La fonction [ : ¢t — est continue sur [1, +oo[.

¢
1+1¢3
1

»Ona —— ~ —.
PATT oo 12

1
La fonction ¢ — ) est intégrable en +oco (intégrale de Riemann convergente car 2 > 1).

Par théoreme de comparaison, la fonction f est intégrable en +oo, donc

PSI 2025 — 2026 6 G. BOUTARD



INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE TD

Lintégral f LA
mtegrale — converge.
g 1 t3+1 g

2
3. » La fonction f :t— e~ " est continue sur R.
» Intégrabilité en +oo

2

- 1 - . _
Onat—e "' = .0 (t_2 (utiliser la croissance comparée : u x e “
—+00

—0).
u—+oo

1
La fonction ¢ — o) est intégrable en +oo (intégrale de Riemann convergente car 2 > 1).
Par les théoréemes de comparaison, la fonction f est intégrable sur en +oo.

» Intégrabilité en —oo

1
Onat—»e_t2= 0 (—)
t——00 t2

1
La fonction ¢ — o) est intégrable en —co.

Je le montre une fois ici, vous pouvez utiliser le résultat sans démonstration. Soit a > 1 un entier pair. Pour tout x < —1,

f—l 1 1 ( 1 ) 1
= X +1 .
x a-1 \xo1 =00 1-@

t@
Par théoréme de comparaison, la fonction f est intégrable en —oo.
Ainsi,

+00

Lintégrale f et dt converge.

—0o0
. (1 .
4. » La fonction f : ¢t — sin 2 est continue sur ]0, +ool.
» Intégrabilité en 0.

1
Ona f(t)= 00(1) et la fonction constante égale a 1 est intégrable sur ]0, 1], (en effet : [ [1]dt=1-x Py 1).
t— x x—

1 1
Donc, par théoréme de comparaison, la fonction f est intégrable sur 10,1], donc l'intégrale f sin (t_Q) d¢ converge.
0
» Intégrabilité en +oo.

1 1
Onaf (t)t Yoo 12 et la fonction ¢ — 2 est intégrable en +oo (intégrale de Riemann convergente en +oo[ car 2 > 1).
—+00

+00 1
Donc, par théoréme de comparaison, la fonction f est intégrable sur [1,+ool, donc I'intégrale f sin (t_z) dt converge.
1

Ainsi,
+o00o 1
Lintégrale f sin (t_Z) dt converge (en fait on a méme montré que f est intégrable sur ]0, +oc[).
0

5. » La fonction ¢ — In(¢) x e ¢ est continue sur ]0, +oo[.
» Intégrabilité en 0
Comme ¢! pry l,onaln()xe™t o In(2).
La fonction In est intégrable en 0 (intégrale de référence).
Par théoreme de comparaison, la fonction f est intégrable sur ]0,1].
» Intégrabilité en +oo

. ) _t
Par le théoreme des croissances comparées, on a [ (¢) = .0 (e 2).

—+00
1
La fonction ¢ — e~ 2 est intégrable en +oo (intégrale de référence et 3 >0).

Par théoreme de comparaison, la fonction f est intégrable en +oo.
Ainsi, la fonction f est intégrable sur ]0, +oo[, donc

+00
I'intégrable f In(t) x e~ ! dt converge.
0
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INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

6.

10.

» La fonction f: ¢ —

t
n est continue sur ]0, +ool.
et—1
» Intégrabilité en 0
On a (équivalent usuel) : f(¢) o 1. Donc f se prolonge par continuité en 0, et on pose f(0)=1.

Donc, la fonction f est intégrable en 0.
» » Intégrabilité en +oo

1
Par le théoreme des croissances comparées, f(¢) = ; (1 (t—z)
—+00

1
La fonction ¢ — 2 est intégrable en +oo (intégrale de Riemann convergente sur [1,+oo[ car 2 > 1).

Par théoreme de comparaison, f est intégrable en +oo.
D’ou, f est intégrable sur ]0, +oo[. Donc,

+00 t
f 7 dt converge.
o el—-1

In(1+¢
. » La fonction f : ¢t — ¥ est continue sur ]0, +ool.
t2
» » Intégrabilité en 0
t 1
On a (équivalent usuel) : f(¢) ~ — ~ —

t—0 t% t—0 t%
1 1
La fonction ¢ — — est intégrable en 0 (intégrale de Riemann convergente car 2 <1).
t2
Par théoreme de comparaison, f est intégrable en 0.
» Intégrabilité en +oo

1
On a (croissances comparées) : ()= o (—5)
t—+00 ti

1 5

La fonction ¢ — — est intégrable en +oo (intégrale de Riemann convergente car 1 >1).
td

Par théoreme de comparaison, f est intégrable en +oo.

D’ou, f est intégrable sur ]0, +ool. Ainsi

T In(1+¢
Lintégrale f # dt converge.
0 t2
1 1 ¢ 1 1
~ e ~ —
tex(t—10 t—1+ (¢ —1)° 2 x (¢ —1)P t—+oo pa+b
On reconnait des intégrales de Riemann, on en déduit donc que :

indication :on a

e f estintégrable en O si, et seulement si, b < 1.
e f estintégrable en +oo si, et seulement si, a +b > 1.

Dongc, f est intégrable sur ]0, +oc[ si, et seulement si,b<leta+b>1.
Comme l'intégrande est positive,

Iintégrale converge si, et seulement sib<leta+b>1.

0 t® sib>0 « t* % §ib>0
. . . . - ﬁ . _ ~ t_ . _
. indication :on a o7 o 5 sib=0 et T2 t— oo 5 sib=0

19t sib<0 t*  sib<0.

Lorsque b =0, on en déduit que 'intégrale diverge.

Lorsque b > 0, on en déduit que 'intégrale converge si, et seulement sia >-1eta—-5b6 < —1.
Lorsque b <0, on en déduit que 'intégrale converge si, et seulement sia—b>—-1eta <-1.
Indication : pour la convergence de l'intégrale sur ]0, 1], on utilise le théoréme de comparaison.
+00 eit

Pour montrer la convergence de f — dt, on utilise une intégration par parties.

1 Ve
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INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

TD

11. » La fonction ¢ —

est continue sur ]0,1].

1
sin(¢) t—0 ¢~

1
sin(t)

» On a (équivalent usuel) :

Par théoreme de comparaison, f n’est pas intégrable sur ]0,1]. Or f est positive, donc

r

dz di b
Sin® iverge

1
» La fonction ¢ — n n’est pas intégrable sur ]0,1] (intégrale de Riemann divergente sur ]0,1] car 1< 1).

Exercice 4 :
Soit (a,b) € R* x R* fixé.

+oo g—axt e—bXt
1. Montrer que l'intégrale [ — dt converge (on ne demande pas de donner sa valeur). Dans la suite
0

on note I sa valeur.
bxx ,—t

dt lim

x—=0Jaxx

bxx ,—t
. e g . . . e " —
2. Déterminer les trois limites suivantes : hr% f "
x=VJaxx

3. En déduire la valeur de I.

— Réponse

e .
—dt et lim
X—+ooJagxX

beet

¢

—axt -bxt
—e
1. » La fonction f : ¢ — dt est continue sur ]0, +oo[.
» Etude en 0.
On sait que e* = 1+u+o(u).

u—0

Donc,

f)== b-a+o(l)— b—a.
~0 t—0

D’ou, f est prolongeable par continuité en 0, et donc, f est intégrable en 0.

()

1
Or, t— 2 est intégrable en +oo (intégrale de Riemann avec 2 > 1.

» Etude en +oo.

Par croissances comparées, f(t)

t—+o0

Donc, par théoréme de comparaison, f est intégrable en +oo.
bxx o=t 1

t

dt.

. » Déterminons lim
x—0Jaxx

-t _

La fonction g : ¢ —

Donc, g est prolongeable par continuité en 0 et est par conséquent intégrable en 0.

1
On en déduit que f g(#)dt converge.
0

est continue sur ]0, 1] et, en reconnaissant un équivalent, usuel g(¢) ey 1.

D’ou,
bxx o=t _1 1 —t_1 1 “t_1 1 1
f ¢ =f ¢ dt—f ¢ dt———»f g(t)dt—f 2(t)dt = 0.
axx t axx t bxx t x—0 Jo 0
bxxe t
» Déterminons lim —dt.
x—=0Jgxx ¢
Ona:
bxx bxx 1 bxx ,—t bxxl bxx _1 N bxx 7t_1 b
f A f +—dt:f ¢ f lat- f c dt+[ln(t)]bxx:f e dt+ln(—).
t axx axx axx a
Donc,
bxx ,—t b
f e—dt———»ln(—).
axx t x—0 a
G. BOUTARD 9 Lycée GAY-LUSSAC
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bxX e—t
» Déterminons lim —dt
—+o0JagxX t

~t
e 1

La fonction A : ¢ — — est continue sur [1,+ool et A(£) = o (—)
t t—+o00 t2

Comme précédemment, on en déduit que A est intégrable en +oo.

D’ou,
bxX bxX aXX +00 o= -t +00 o t
[ s o [ e [ e [T s
axX X—>+oo

. Soit0<x < X.

Ona:

X ,—axt —bxt X ,—axt X ,-bxt
e —e e -1 e -1
f —dtzf —dt—f —dt.

Dans la premiére intégrale, on applique le changement de variable u =a x¢. On a :

axX ,-u

e -1

f du.
axx u

Dans la deuxiéme intégrale, on applique le changement de variable u =b x¢. On a :

bxX ,-u

e -1

f du.
bxx u

Donc,
X ,—axt —bxt axX ,-u bxX o bxx ,—U axX ,—u
e —e e ¥ -1 e ¥ — e -1
f —dt:f du_f du.
x t axx u bxx bxX u
Donc,
X ,—axt —bxt bxx ,~u axX ,-u axX bxx ,~u axX
e —e e -1 e 1 e ¥ — e
[ttty [, La- [ L)
x t a u bxX U bxX U bxX U b

On fait tendre x vers 0, puis X vers +oo, par Q2, il vient :

I:-ln(%)zln(g)

PSI 2025 — 2026 10 G. BOUTARD



INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE TD

Exercice 5 :

1. Montrer que la fonction x — In (sin(x)) est intégrable sur ]0, g]

z
2

2. On pose I :filn(sin(x))dx et J =[ In (cos(x)) dx.
0 0

Montrer que I =J.
3. En déduire la valeur de I.

—— Réponse

1. » La fonction x — In (sin(x)) est continue sur ]O, g]

» On sait que :
sin(x) = x+ o(x).
x—0

D’ou,
In(sin(x)) = In(x+o(x)) = Inx) +In(1+0(1)).
x—0 x—0 N~ [ ——
e
Donc,
In (sin(x)) = In(x) + o(In(x)), puis  In(sin(x)) ~ In(x).

Or, In est intégrable en 0 (intégrale de référence), donc, par théoréeme de comparaison,
. . . T
la fonction x — In (sin(x)) est intégrable sur ]0, E] .

2. Ona:

I:fogln(sin(x))dxzfogln(cos(g—x))dx.

T 7
La fonction x — 2 — x est strictement décroissante et de classe €' sur ]0, 5]

7 /2
Donc, on peut utiliser le changement de variable u = 3 —x.0nax= ol u,dx=-du et %‘7

D’ou,

DR O
ool

0 s
I =f In ((cos(u)) x (~1)du =f2 In ((cos(u)) du.
z 0
2
Remarque : comme I est convergente, le théoréme de changement de variable assure que I'intégrale obtenue apres

changement de variable est convergente.
Ainsi,

3. » Par linéarité des intégrales convergentes,
I+dJ :fz In (sin(x) x cos(x)) dx.
0

sin(2x)

Or, sin(x)cos(x) =
D’ou,
7 % 1n(2)

z v [
I+dJ= f In(sin(2x)) - In(2)dx = f In (sin(2x)) dx — 3
0 0

Légalité Z mérite une justification. En effet, on applique ici la linéarité de I'intégrale, ce qui fait apparaitre deux

b4 b4

2 2
intégrales : f In (sin(2 x)) dx et f In(2)dx ; sont-elles convergentes ? Pour la deuxiéme, aucun probléme, on integre
0 0
une constante sur un segment. Pour la premiére, on peut remarquer que :

sin(2x)

In(sin(2x)) =1n ( ) +1n(2),

G. BOUTARD 11 Lycée GAY-LUSSAC



TD INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

in(2 b3
ou f ’ In ( sm(z x)) dx converge (elle est égale a I +J) et f ’ In(2)dx converge (intégrale de sup). Donc, par linéarité
0 0

des intégrales convergentes, f ’ In (sin(2 x)) dx converge.
0

» On applique le changement de variable u = 2x ol x — 2x est strictement croissante et de classe €. On a du = 2dx
x|0 Z

etuO ot

Donc, par la relation de Chasles

P/

2

thJMn@xndx:%jwhﬂmnwndu:%(fzhﬂﬁnWDdu+jwhﬂﬁnmﬂdu):%(I+fHM(mmu»wJ.
0 0 0 z

2

7T 7
Dans la seconde intégrale, on applique le changement de variable v = u — 3 (owur—u- 3 qui est strictement croissante

b4
et de classe €1) avec dv = du et %‘—(z)—z
2

On a alors : . .
. x .
[0 (sin@) du = [ *1n(sin (5 +)) do = [ *In(costw)do = =1
% 0 2 0
Donc,
thﬂﬁn@xﬂdx=%U+I)=L
0
Or I =4, donc,
oI =1+ =1~ 2@
2
Ainsi,
O 221 C)
2

Remarque : on trouve un résultat négatif, c’est cohérent, I'intégrande est négative et les bornes sont dans le bon ordre.

Exercice 6 :

+oo 1
Pour tout n € IN*, on pose I, :f
0

——dt

(1+2)"

1. Soit n € N*. Justifier 'existence de I,,.

2. Soit n € N*. Exprimer I,,,1 en fonction de 7 et de I,,.

3. En déduire la valeur de I,, pour tout n € N*.

— Réponse

1. La fonction f, : t — est continue sur [0, +ool.

1
(1+22)n
1

De plus, 5 (%) \oo 2

1
Or, t— an est intégrable en +oo (intégrale de Riemann avec 2n > 1).
Donc, par théoreme, f,, est intégrable sur [0, +ool.

Donc,

+o00o 1
fo m dt converge.

2. Ona:

+00 1
I, = 1x ———d¢t.
n /0 “aren

PSI 2025 — 2026 12 G. BOUTARD
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TD

1
On note u(t) =t et v(t) = (1+2)n
2txn
Ona:u'(t)=1etv'(t)= (1 + 2yl

De plus, u(t) x v(t) Py 0et u(t)x v(t)

Par intégration par parties,

Donc,
3. Ona:
[ 2n-3 B
n_Z(n—l) n—-1-=
Or,

oo 27T moteo ——0(car2n—-1>0).

1 +oo +00
= EX ———— + tx
[ (1+t2)”] .[0

+00
= 2n
f (1+t2)”+1

/+°° 1+¢2 1
= 2n
0

- dt
(1+t2)n+1 (1+t2)n+1
+00 1 1
= 2 - dt
n](; (1+t2)n (1+t2)n+1

2txn
(l+t2)”+1

Par linéarité de I'intégrale (les intégrales en jeu convergent), on a :

I,=2nxU,-1,41).
2n-1
I= 90 I.
2n-3 2n-5 2n-3 2n-5 1
X n-9 = X X oo _Il'
2(n-1) 2(n-2) 2(n-1) 2(n-2) 2x1

I fm 1 4 = [Arctan(n)]i® = 7
= —_— = n
) 1+ e 2

De plus, en multipliant numérateur et dénominateur par : (2n—-2)x(2n—-4)x---x2=2(n—1)x2(n—-2)x---x2x1, on
a:
2n-3 y 2n-5 y 1 (2n 2)x2n-3)x2n—-4)x-- x2x1 2n-2)!
2(i-1 2(m-2)  2x1_ (2(n-1)x2(n—2)x - x2x 1) (27 1x(n—1N)?
Ainsi,
2n-2)! 7
Iy = — %=
2 1x(n-11)* 2
Exercice 7 :
. t-1 L 1
1. Montrer que la fonction f :#— ————— est intégrable sur |—,1]|.
t x1In(t) 2
xZ
t—1
2. Montrer /
x txIn() x—1-
x2
3. Montrer f ——In(2
x ln(t) ).

Réponse

1. La fonction f est continue sur

1|
~.1].
2

G. BOUTARD

13 Lycée GAY-LUSSAC



TD INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

De plus,
t—1

f(t)t:l 1x(¢-1) P

Dongc, f est prolongeable par continuité en 1, donc, f est intégrale en 1 (faux probléme).
Ainsi,

1
[ est intégrale sur [5, 1 [

2. Par la relation de Chasles, on a :

2 2
¥ op-1 * -1 ¥ op-1
—_—dt=— | — —dz.
fx txln(t)dt f; txln(t)dﬂ—f; t xIn(t)

1
De plus, par la question précédente, 'intégrale f
1 tx In(2)

* -1 1 ¢t-1
dt dz.
f; txIn(t) x—1 f; t x In(%)

Or, x2 Py 1, donc, par composition des limites,
xXx—

dt converge, c’est-a-dire,

2

-1 I ¢-1
dt dt.
f; txIn(t) x—1 f; t x In(t)

Ainsi, par opération sur les limites,
2

-1 L 1 1 ¢-1
dt 0 - dt ——dt=0.
j,; txIn(t) x—1- 2x—1 fl t x In(t) +fé t x In(z)

2

3. Ona , ) , )
| P o141 1 |
ﬁ EE&"ﬁ tumn&_ﬁ tMMﬂ&+£ i) &
[ —
e
De plus,
x2 1 2

f txln(t)dtz[ln(lln(t)l)]x = In([In(x?)| )~In (IIn(x)|) = In (2 In(x)| )~In (/In(x)]) = In(2)+In (In(x)| )~In (In(x)|) = In(2)]
Donc,

2

» 1

Exercice 8 :
1
Vit—t3

Justifier que F est bien définie et déterminer la limite F en O et en 1.

x2
Soit F : x — f dt la fonction définie sur ]0, 1[.
X

Réponse

» Soit x €]0, 1[. La fonction f : ¢t — 5 est continue sur le segment [x2,x], donc F(x) existe. Donc,

t—t

PSI 2025 — 2026 14 G. BOUTARD
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F est bien définie.

1 1 1
» La fonction f : ¢t — est continue sur ]0, 1[. De plus, pour tout ¢ €]0, 1[, f(¢) = .Dou, f(t) ~ —
i t—¢3 PSP f VixA=D)x1+0) f t=0 \/t
et f(t) ~ ———
05 Vi-t

est

1 1 1
La fonction ¢ — — est intégrable sur ]O, —] (intégrale de Riemann convergente car — < 1) et la fonction ¢ —
: 2 2 Vi-t

1 1
—,1| (Riemann avec — < 1).
2 2

intégrable sur

Par théoréme de comparaison, f est intégrable sur |0, % et sur %, 1|. Donc, f est intégrable sur 10, 1[. D’ou, les intégrales
f P 1 dt et f Pl dt convergent.
0 Vi3 I V-3
Par la relation de Chasles, pour tout x €]0,1[, on a F(x) = v dt —fx ! dt = —/é ! dr +f§ ! dz.
} Vice s et T e Ve T Vise

D’ou,
1

1o 1o 31 1
Fo— | - | =0 et Fo)—-[ i+ [P =0
=1 )y Vi-t3 3 Vi-t? =0 Jo Vi-¢3 0 Vi—t3

Les limites de F' en 0 et 1 sont nulles.

Exercice 9 :
sin(¢)
t2

+00
On consideére la fonction F : x — f dz.
X

1. Déterminer ’ensemble de définition de F'.

cos(x) ( 1 )
+ .

x2

2. Montrer que F(x) = 5
Xx—+00 g
sin(t)—¢

3. Montrer que la fonction g : ¢ — 2 est prolongeable par continuité sur [0, 1] et déterminer la limite de

1 .
f 51?2(” d +1n(x) en 0 .
X

4. En déduire un équivalent simple de F' au voisinage de 0.

— Réponse N

1

in(¢
sin(?) < ok Or, la

t2

sin(z)
tZ

1. Soit x > 0. La fonction f : ¢ —

sont continue sur [x,+oo[ et, pour tout ¢ € [x,+oo[, on a :
1

fonction ¢t — o) est intégrable sur [x,+oo[ (intégrale de Riemann convergente sur [x,+ool car 2> 1 et x > 0). Par

théoreme de comparaison, la fonction f est intégrable sur [x, +oo[. Donc, F(x) existe.

1 1
Supposons x = 0. Dans ce cas, f continue sur ]0,1] et f(¢) o T Or, la fonction ¢ — — n’est pas intégrable sur ]0,1]

(intégrale de Riemann avec 1 = 1). Par théoréme de comparaison, f n’est pas intégrable sur ]0, 1]. De plus f est positive

1q; t
sur ]0,1], donc I'intégrale f 51?2( )dt diverge et F' n’est pas définie en 0. En en déduit que F n’est pas définie sur
0
]—00,0].
Ainsi,

Lensemble de définition de F est R} .

1
2. Soient X > x > 0 des réels. Pour tout ¢ € [x,X], on pose u(t) = —cos(t) et v(t) = ok Les fonctions u et v sont de classe €'

G. BOUTARD 15 Lycée GAY-LUSSAC
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6 sin(¢ 6 sin(¢ 1
De plus, la fonction ¢ — S;:( ) est continue par morceaux sur [x,+ool et vérifie S;:( ) =0 (t_4) ou la fonction
—+00
1 6 sin(¢
¢t — — est intégrable sur [x, +ool (intégrale de Riemann). On en déduit que ¢ — ! 4( ) est intégrable sur [x, +ool, et
ona: t
+00 ; +00 ; +00 ; +00 ; +00 X
f 2 c03s(t) g = _2 s1n(x)+ 6 sin(t) " f 6 s111(t) sf 6 |51f11(t)| it s[ Edt < lim 2 < ls
+20 6 sin(t) 1 2 sin(x) 1 ) .
Donc,fx " —xaqroo(x—2).De plus, v —x_groo(ﬁ).Dou,
Flx) cos(x) N 2 sin(x) * 6 sin(t)
x)= -
- %l2)
Donc,
F=2, , (1)
X x—+00 xz
t+ o (12—t
. La fonction g est continue sur [0, 1]. De plus, g(¢) = % = too(l) Donc, g(t) Y 0. Donc,

2
sur [x,X], et pour tout ¢ € [x,X], on a u'(¢) = sin(¢) et v'(¢) = 3 D’ou, par la formule d’intégration par parties,

sm(t)
fx 2

La fonction cos est bornée, donc

—cos(t) 1X X 2 cos(t) cos(x) cos(X) X 2 cos(t)
- dt = - - / dt
t3 x2 X2 x t3

X 2 t
cos(X) 0. De plus, la fonction ¢ — C;): u

est continue par morceaux sur
X —+o00

1
[x, 400l et est négligeable au voisinage de +oo devant la fonction ¢ — n qui est intégrable sur [x, +oo[. On en déduit

2 cos(t
que t — t3( ) est intégrable sur [x,+oo[, et on a :

t gin(¢)  cos(x +0 2 cos(t *20 2 cos(t *0 2 |cos(t too 2 1]*° 1
f (): ()_f ()dt ot / ()dtsf | ()ldt f —dt\[—— <t
o 2 x2 x ¢3 P 3 x 3 2], x2
. +o0 2 cos(t) 1 1 ; )
ZUT'!!! Cette majoration montre que d= O et nous voulionsun o |—|... Cest reparti pour
x t3 x—+00 x2 x—+00 x2

une intégration par parties pour augmenter la puissance de n dans lintégrale !

Ona:

fX 2 cos(t) &= [2 sin(z)

X X _gsin() 2sin(X) 2 sin(x) X 6 sin(z)
- / dt = + f dz
t3 t3 x X X

t4 TX3 48 t4

sin(X)

Or, e
X3 X—+o0

g est prolongeable par continuité en 0.

Par linéarité de 'intégrale, on a : pour tout x €]0, 1],

1
f Sm(t)dt 1(x)_f sm(t) dt j‘ Sm(t)dt f ldt fg(t)dt

De plus, g est intégrable sur ]0, 1] (car continue sur ]0, 1] et prolongeable par continuité en 0). Donc,

f Sm(t)dt In(@) — f g(t)dt.
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TD

1 o3 +00 o1
4 Ona:F(x)= f Sin® 4 4 f sin(®) o
1

PR 2 t2
. 1 sin(?)
+00 gin(¢ Jo B dr
Or, f *) dt € R et d’apres la question précédente, on a : z ! -
1 t2 —In(x) x—0

1« t
Dot f S0 g ~ -In(x). Done,
x t x—0

F(x) ~ —In(x).
x—0

Exercice 10 :

+00 1
1. Déterminer 'ensemble de définition de la fonction f définie par f(x) = f m
X

2. Calculer f(1).

1
3. Montrer que, pour tout x >0, f(x+1)+ f(x) = —.

x
4. Déterminer la limite de f en +oo.
5. Donner un équivalent de f en +oo.

— Réponse
+00 1
1. Soit x € R. Déterminons les valeurs de x pour lesquelles 'intégrale f ———— dt converge.
1 A+t xt*
La fonction g : # — ————— est continue sur [1, +ool.
1+t x>

De plus, g(¢) A

—too gx+l’
1
Or, t— presy est intégrable en +oo si, et seulement si, x > 1 (intégrale de Riemann).

Donc, g est intégrable sur [1,+oo[ si, et seulement si, x > 1.
Comme g est positive, I'intégrabilité équivaut a la convergence de I'intégrale. Donc,

[ est définie sur ]0, +ool.

oo 1 1 t
f(”‘fl rmdt‘[ln(m)

3. Soit x > 0. Par linéarité de 'intégrale,

f( +1)+f()—f+00 ! + 1 dt—fﬁo;x
¥ = 1 A+pxextl A+ xex )1 A+t)xtx

+00
=1n(2).
1

4. Méthode 1 : Soit 0 <x < y. Pour tout ¢ = 1, In(¢) = 0, donc, x x In(¢) < y x In(z).

Par croissance de 'exponentielle, 0 < t* <#”.
1

= .
O vt Artyx ey
Par croissance de I'intégrale (les bornes sont en bon ordre), f(x) = f(y).

Do

Donc, ‘ f est décroissante.

De plus, 'intégrande est positive, donc, par positivité de I'intégrale, | f est positive.
Par le théoreme de la limite monotone, f posséde une limite finie ¢ en +oo.

En passant a la limite quand x — +oo dans I’égalité de Q3, il vient : 2¢ =0, donc, ¢ =0.
Ainsi,

f(x) 0.

xX—+00

1 to ]
;-i—l)dtz‘[1 txﬁdt—

r]te 1

—X

1 x

G. BOUTARD 17
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Méthode 2
1

Pour toutt=1,0< <1,
+1

1
1 1
dot, 0 ——— < —.
(L+8)xt8 &
1

Par croissance de I'intégrale, 0 < f(x) < T
x—

D’ou, par théoréme d’encadrement,

flx)——0.

xXx—+00

5. Par Q3 et décroissance de f (méme en ayant utilisé la méthode 2 dans la question précédente, on a besoin de montrer
la décroissance de f ici),

1
—=fla+ D+ @) <2f ().

De plus, pour tout x > 1,

1
—=f@)+flx-1)=2f(x).
x—1

Donc,
1 1
— x) <
2x fe 2(x—1)
1 1
r, ——— ~ —.
2(x—1) x—+00 2x
Donc, par théoréeme d’encadrement,
1
APt
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Exercice 11 :
1
SoitI:f t{lJ dz
0 t

2x+1 a b c
1. Trouver trois réels a, b et c tels que : Vx e R}, =

— =4+ — 4 )
x(x+1)2 x x+1 (x+1)?2

2. Lintégrale I converge-t-elle ?
3. Calculer I.

— Réponse

1. On multiplie ’égalité demandée par x et on évalue en 0, on trouve a = 1.
On multiplie I’égalité demandée par (1 + x)? et on évalue en —1, on trouve ¢ = 1.

Ona:
1 b 1 (@+D?+bxxx(x+1)+x

+ + = .
x x+1 (x+1)2 A+b)xx2+Q2+b)xx+1

En identifiant, on prend b = —1.
Donc,

2x+1 1 1 1
e —
x(x+1)2 x x+1 (x+1)2

1
2. La fonction ¢ :— ¢ {;J est continue sur ]0,1].

De plus, pour tout ¢ €]0, 1],

1
Donc, ¢ {—J — 1.
t] t—0

1
La fonction ¢ :— ¢ {?J est prolongeable par continuité en 0, donc intégrable en 0.

Donc,
I'intégrale I converge.
3. Soit N e IN.
Ona: .
1 1 N-1 p1 1
fl tx {—J dt = fo tx[—J dt.
# t h=1d 5 t
O te 1 1 k<1<k+1D
I, r =1, on - n
, pou i1 F ,ona: ” onc,
i 1 i Eo(1 1 1 2k+1
f tX{—Jdt:f t><kdt=—><(—2— 5| =3 % 5
= ¢ ~ 2 \k? (k+1) 2 kx(k+1)
Donc, par Q1,
1 1 1N=11 1 1=t 1 N 1 1 Y1
[ S Y R S T
* t 2/ 5k k+ (k+1)2 2\i;ik kR+1 [ (k+1) 2 N [k
1 +o0 1 2
Or, on sait que la série Z 7z converge et 72 = —, dong, en faisant tendre N vers +oo, on a
k=1

Exercice 12 :
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+00 dx
Soit,pourn;l:]n:f _
o (1+x%H)n
1. Démontrer l'existence de I, et trouver sa limite quand n — oo .
+00 1 442

1+ut

1 1 1
2. En posant u = —, montrer que I; = 5/ du. Puis, en posant v = u — —, calculer I;.
x 0 u

3. Calculer I,,.

— Réponse N

1 . 1
e est continue sur [1,+oo[ et fn(x)x—:—oo i

1
Or,n=1,donc,4n>1etx— —, est intégrable en +oo (intégrale de Riemann).
x
Par théoreme de comparaison, f, est intégrable en +oo.

1. » La fonction f;, : x —

Donc,

I'intégrale I,, converge.

0 six>0
» Pour tout x =0, fn(x)m 1 six=0
[ S ——
=f(x)
De plus, 1 +xt> 1, dong, pour tout n=1et x =0, |, (x)] = fr(x) < Tt
X
f1(x)
La fonction f7 est continue, positive et intégrable sur [1, +ool.
Par théoréme de la limite monotone,
+oo
I, —— f f(x)dx.
n—+oo Jy

+o0o +00
Or, f fx)dx = / 0dx, donc,
0 0

1
2. La fonction x — — est strictement décroissante et de classe € sur 10, +ool.
x

1 1 1 0 +
On peut appliquer le changement de variable u = —, autrement dit, x = — avec dx = ——; du et X ‘ >0
x u u? u ‘ +00 0
Dou,
0 1 1 +00 2
Ilz_f 1 X_Qdu:f —Z du
too 14+ U o u*+1

D’ou, par linéarité des intégrales convergentes et en utilisant les deux expressions de /1, 0n a :

+00 1 +oo u2 +°°1+u2
I1+1;= d +f d :f du.
1T fo 1+ut “ 0 1+ut “ 0 1+ut “

Donc,

1 [+ 1+yu?
11:_f 2 du.
2Jo 1+ut

1
La fonction u — u — — est strictement croissant et de classe € sur 10, +ool.
u

1 1 1+u? 0 +
On peut appliquer le changement de variable v=u —— avecdv =1+ — du = 2u du et ZL ‘ s
u u

u ‘—oo +oo

1. A traiter apres le cours sur les intégrales paramétrées.
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Ona: , \ , , ,
1 (t>®1+u u 1+u 1™ u 1+u
I, =- X X du = — — x " du.
! 2/0 1+ut 1+u? u? 2[0 1+ut u?
1) 1 1+u*
Deplus,vzz(u——) w2y — 9% o
u u? u?
Donc,
1+ 1 171 N R T
11=—f dv=—[—Arctan(—)] =,
2J) 0 2+0v2 2 \/§ \/i o 2V2

3. SoitneIN*.Ona: 4 4
+00 1 oo ] +x% —x
I, 1 :L dezfo (1+x4)ntl dx.

Par linéarité des intégrales convergentes (je vous laisse vérifier que les deux intégrales obtenues sont bien conver-

gentes) :
+00 x4 +00 x3
In+1=In—j(; dezln—‘/(; xxmdx

o . 1 , , x®
On integre par parties : u(x) = x et v(x) = —Em Onau(x)=1letv'(x)= —(1 ey
1 1
On a: u(x) x v(x)x_:roo “in x P

On en déduit que :

1 1 +oo ‘oo ] 1 1 4n-1
I,,1=1I,- _— - ————dx=I,——1I,= I,.
i T Aty | fo An(Ltat T T gy T Ty
=0
Donc,
4n-5 (4n-5)4n-9) (4n-5)4n-9)x---xTx3
n= -, XIp-1-= Xlp-9g=r‘"= xI7.
4(n-1) 42(n-1x(n-2) 4 1(p -1 x(n-2)x2x1
Donc,

(4n-5)4n—-9)x---x7x3 b4
I, = X .
47=1(n - 1) 22

Intégrabilité (exercices théoriques)

Exercice 13 :

Soit f € ([0, +ool, R) telle que f et f' sont intégrables sur [0, +ool.
Montrer que f tend vers 0 en +oo.

—— Réponse

Pour tout x=0,0n a:

fx)= fo ' dt+ £(0).

+00
Or, f' est intégrable sur [0, +ool, donc I'intégrale f f'(t)dt converge.
0

+00
D’ou, f posséde une limite finie en +oo et cette limite est £ = f f'(t)dt + £(0). On en déduit que |f| tend vers |¢| en +oo.
0

¢
Montrons que ¢ = 0. Par ’'absurde, on suppose || > 0. Dans ce cas, il existe A =0 tel que, pour tout x = A, |f(x)| = ?l > 0.
D’ou, pour tout x = A, on a : f |[f(®)dt = |2—|dt = % x(x—1) - +o0. (car |Z] > 0). On en déduit que I'intégrale
1 1 X—+00

+00
|f(®)| dt diverge. Contradiction car f est supposée intégrable sur [0, +ool.

0
Ainsi, £ =0. On en déduit que
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f tend vers 0 en +oo.

+o0o
Remarque : on a aussi montré que f f'@dt = -£(0).
0
Remarque 2 : autre rédaction. Si ¢ # 0, alors f (t)t ~ ¢.Or la fonction constante égale a ¢ n’est pas intégrable sur [0, +ool.
(0]

—+

Contradiction car f est supposée intégrable sur [0, +ool.

Exercice 14 :
Soit f € €pm(10,+00[,R) une fonction décroissante.
1. On suppose que [ est intégrale sur ]0,1]. Déterminer la limite de x x f(x) quand x tend vers 0.

2. On suppose que [ est intégrale sur [1, +oo[. Déterminer la limite de x x f(x) quand x tend vers +oo.

— Réponse

1. La fonction f est décroissante, donc, pour tout ¢ €]0,x] on a : f(x) < f(¢).

Par croissance de 'intégrale (les intégrales convergent car f est intégrable sur ]0, 1] et les fonctions constantes sont
intégrables sur I'intervalle bornée ]0,1]), on a :

X X
f Fl)d < f fod
0 0
=xxf(x)
De méme, pour tout ¢ € [x,2x], f(£) < f(x).
Par croissance de I'intégrale, on a :
2x 2x
foas [ e
X X
=xxf(x)
x 1 1
Or, f est intégrable sur ]0,1], donc f f@d = f f@)ydt — f f(@)de 0 0. Dou,
0 0 X x—0*

0. Ainsi, par théoreme d’encadrement,

+

2x 0 2x
f f(x)dtzf fx)dt + A f(x)dt

x—0

x % f(x) 0.

x—0%

2. Comme dans la question précédente, on utilise la décroissance de f pour montrer que : pour tout x =1,

2x X
FOd<xxflx)< 2ﬁ f(t)dt.
2

X

2x 2x x +00 +00
La fonction f est intégrable sur [1, +ool[, donc f@)dt :f f(@)dt —f f@)dt = f f@)dt —f f()dt=0.
1 1 x—+o0 J1 1

X

X
De méme, f f(@#)dt —— 0.
% x—+00

Par théoréme d’encadrement, on a :

Exercice 15 :

+00
Soit f € €(R,R) telle que f f(t)dt converge et f posséde une limite finie ¢ en —oo.
0

+00

Montrer que I'intégrale f(t+1)—f(¢)dt converge et donner sa valeur.
—00
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—— Réponse

» Soit x = 0. Par linéarité, on a :

foxf(t+1)—f(t)dt=f0xf(t+1)dt—f0xf(t)dt.

X x+1 x+1
Le changement de variable u = ¢+ 1 donne : f f&+1)dt =f f(u)du =f f@)dt.
0 1 1
D’ou,

foxf(t+1)—f(t)dt=f1x+lf(t)dt—f0xf(t)dt=—folf(t)dt+foxﬂf(t)dt—foxf(t)dt.

+o00o
Or, [ f(#)dt converge, donc,
0

x 1 +00
f f(t+1)—f(t)dt———*—f f®de+ f®dt - f(t)dt— f f@)dt.
0 xr—+oo 0 0 0
+00 +oo 1
D’Ofl,f f(t+1)— f(t)dt converge etf f(t+1)—f(t)dt:—f f(@)de.
0 0 0

» Soit x < 0. Comme ci-dessus, on a :

0 x+1 1
ff(t+1)—f(t)dt=—f f(t)dt+f0 F@)dt.

Soit € > 0. Comme f(¢) ;

Dans la suite, on suppose que x < A — 1. Alors, pour tout £ € [x,x+1],on a : ¢ < A. Donc,

x+1 x+1
_ 'z sf |f(t)—[|dtsf cdi<e.
X x

/4, il existe A =0 tel que, pour tout t<A,ona: |f(t)—¢|<e.
—00

x+1

D'ow, f fd——¢.

Doncf f+1)- f(t)dtconvergeetf f@+1D)—-f@)dt = —€+f f(@)de.
+00 +

Ainsi, f(&+1)—f(¢)dt converge et oof(t+1) f@)dt = —l+f f@&)dt — /f(t)dt

Changements de variable et intégrations par parties

Exercice 16 :

+00 1
Soient p et g deux réels tels que p? < q. Calculer f _—
tent pret g denx uep <4 bl t24+2pxt+q

— Réponse

1
Pour tout teR,ona:t?+2pxt+q=(t+p)’>+q—p>>0car p?<q. Donc la fonction f : t— ————— est continue
2+2pxt+q
sur R. De plus,
1 1
f@& ~ = e f@® ~ =

t—+oo t2 t——00 t2
1
Or la fonction ¢ — 2 est intégrable sur [1,+oo[ et ] —o0o,—1] : intégrale de Riemann convergente car 2 > 1. Donc

+00 1
f —————dt converge et on a :
oo 24+2pxt+gq

+00 1 1 +00 1
e e ] et
—0o t*+2pxt+q qg-p ) ( t+p ) +1
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+ +
On applique le changement de variable u = P : la fonction ¢ — P est de classe € et strictement crois-
q-p? q-p?
1 too 1
sante (fonction affine). De plus, du = ———— d¢t. Comme l'intégrale f 5 df converge, par la formule de
q- pz —co 12+ 2p xt+ q

changement de variables, on a :

-, [Arctan(u)] "% =

f+00 1 1 +00 1
dt = x[ du .
—00 t2+2pxt+q ,/q—pz —00 u2+1 ,/q_pz q—pz

Exercice 17 :
1

Soit n € IN. Calculer f (x x In(x))" dx.
0

— Réponse N

» La fonction f :x — (x x 1n(x))n est continue sur ]0,1]. De plus, par croissances comparées, x x In(x)

5 0. Donc, on
x— +
peut prolonger f par continuité en 0. Ainsi, I'intégrale étudiée existe. On note I, sa valeur.

n+1

» Pour tout x € [0, 1[, on pose u(x) = et v(x) = (ln(x))n. Les fonctions u et v sont de classe €7 sur 10,1].

De plus, u(x) x v(x)

" 0 (croissances comparées) et u(x) x v(x) p— 0. Donc, par intégration par parties :
x—0 x—

n+l 1

X n
In: n+1 x(ln(x))

1
‘#fo *" x (In(@))" ' dt = -
0

1 -1
f x™ x (In(x))" " dt.
0

n+1

~

=0

On remarque que la puissance sur In(x) a diminuée de 1. On intégre par parties jusqu’a obtenir In(x)°.
n+1

1 et vi(x) = (ln(x))n_l. Les fonctions u et v sont de classe €1 sur 10,1]. De plus,

» Pour tout x € [0, 1[, on pose u(x) =

u(x) x v(x) o 0 et u(x) xv(x) Py 0. Donc, par intégration par parties :
x—07* x—

1 n+l 1 -1 1 -1 1
fo " x (In(x))" " dt = T (In(x))" . —Z+ 1[() " x (In(x))" 2 dt = —h A " x (In(x))" % dt.
=0
D’ou,
nx(n-1) 1 -2
"SR o ¥ ()T
» On a alors 1) L '
nx(n—1)x---x 0 n!
In =17 (n+1)" j;) " x (In())" dt = (-1)" x (n+1)n+t
Exercice 18 :
+00
Soit n € IN. Calculer f x" x e *dx.
0
— Réponse
. _ . . . _ 1
» La fonction f :x— x" x e™* est continue sur [0, +oo[. De plus, par croissances comparées, x" x e * = 2 (—2) Or, la
ool x

1
fonction x — — est intégrable sur [1,+oo[. Donc f est intégrable sur [1, +oo[, donc, comme f est continue, f est intégrable
x

sur [0, +ool.

On note I,, = f+oo x" x e *dx. Pour n =0, on a Iy = 1 (intégrale de référence).

» Soitn = 1. Pgur tout x € [0, +oo[, on pose u(x) = x" et v(x) = —e~*. Les fonctions u et v sont de classe €1 sur [0, +ool. De
plus, par croissances comparées, u(x) x v(x) = 0 et on a u(0) x v(0) = 0. L'intégrale j(; " x" x e”* dx converge. Donc, par
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TD

intégration par parties :
+00
Ip = [+" (—e*x)];""—f nxx" x(—e M) dv=nxI, 1.
[ ———— 0
=0

D’otl, par récurrence, pour tout n e IN*, ona I, =nx(n—1)x---x2x Iy =n!. Cette égalité est encore vraie pour n = 0.

Exercice 19 :

1
Calculerf m .
o (x+1)2

— Réponse

In(x)

» La fonction f : x— m

est continue sur ]0,1]. De plus, f(x) o In(x) et la fonction In est intégrable sur ]0, 1[. Par
x—
L . o s 1 In(x)
théoreme de comparaison, f est intégrable sur ]0,1]. Donc l'intégrale f m dx converge.
o (x

» Pour tout x €]0,1], on pose u(x) = — et v(x) = In(x). Les fonctions u et v sont de classe €' sir 10,1]. Or,
X

+1

u(x) x v(x) = +00.

AIE!!! On ne peut pas appliquer le théoréme d’intégration par parties pour les intégrales généralisées. Pour contourner ce
probleme, on va se ramener a une intégrale sur un segment puis on passera & la limite aprés avoir intégré par parties sur
ce segment.

Soit € €]0, 1]. Par intégration par parties sur le segment [¢,1], on a :

Uln(x) ., [-In() l_fl -1 dx_ln(s)+f1 L
e x+12 | x+1 e Je xx(x+1) T+l Jo xx(x+1)
De plus,
1 1 11 1 1
f—dx:f — - ——dx = [In(x) - In(x + 1)], = —In(2) - In(e) + In(e + 1).
e xx(x+1) e x x+1 €
Donc,
1 —
In@ 4 _10® o mE+mesr =29 102+ Ine+ 1),
e (x+1)2 e+1 e+1

D’ou, par croissance comparée, en passant a la limite quand € tend vers 0, on a :

Dinx) |
j; m dx = —1H(2)
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