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Extrait du programme

B - Réduction des endomorphismes et des matrices carrées

La réduction des endomorphismes et des matrices carrées permet d’approfondir les notions étudiées en premiére année.
11 est attendu des étudiants qu’ils maitrisent les deux points de vue suivants :

— laspect géométrique (sous-espaces stables, éléments propres);

— Dlaspect algébrique (utilisation de polynémes annulateurs).

Létude des classes de similitude est hors programme ainsi que la notion de polynéme minimal.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Eléments propres

Droite stable par un endomorphisme.
Valeur propre, vecteur propre (non nul), sous-espace propre d’'un
endomorphisme.

Spectre d’'un endomorphisme en dimension finie.

La somme d’une famille finie de sous-espaces propres d'un endomor-
phisme est directe.

Si un polyndéme P annule u, toute valeur propre de u est racine de P.
Valeur propre, vecteur propre, sous-espace propre et spectre d’'une
matrice carrée.

Equation aux éléments propres u(x) = Ax.

Si u et v commutent, les sous-espaces propres de u sont stables par
v.
Notation Sp(u).

La notion de valeur spectrale est hors programme.

Toute famille finie de vecteurs propres associés a des valeurs propres
distinctes est libre.

Si u(x) = Ax, alors P(u)(x) = P(A)x.

Equation aux éléments propres AX = AX.

b) Polyndome caractéristique

Polyndme caractéristique d’'une matrice carrée, d'un endomorphisme
d’un espace vectoriel de dimension finie.

Les valeurs propres d'un endomorphisme sont les racines de son
polyndéme caractéristique.

Multiplicité d’'une valeur propre. Majoration de la dimension d'un
sous-espace propre par la multiplicité.

Théoreme de Cayley-Hamilton.

Par convention le polynéme caractéristique est unitaire.
Notations y 4, Xu-

Coefficients de degrés O et n — 1.

Spectre complexe d’'une matrice carrée réelle.

Deux matrices semblables ont le méme polyndéme caractéristique,
donc les mémes valeurs propres avec mémes multiplicités.
La démonstration n’est pas exigible.

c) Diagonalisation en dimension finie

Un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimension finie est
dit diagonalisable s’il existe une base dans laquelle sa matrice est
diagonale.

Une matrice carrée est dite diagonalisable si elle est semblable a
une matrice diagonale.

Un endomorphisme d’un espace vectoriel E est diagonalisable si et
seulement si la somme de ses sous-espaces propres est égale a E.
Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement si la somme
des dimensions de ses sous-espaces propres est égale a la dimension
de l'espace.

Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement si son po-
lynoéme caractéristique est scindé sur K et si, pour toute valeur
propre, la dimension du sous-espace propre associé est égale a sa
multiplicité.

Un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimension n admettant
n valeurs propres distinctes est diagonalisable.

Une telle base est constituée de vecteurs propres.

Interprétation en termes d’endomorphisme.

Application au calcul des puissances d’'une matrice diagonalisable, a
des exemples de systémes différentiels a coefficients constants.
Dans la pratique des cas numériques, on se limite a n =2 ou n =3.
Exemple des projecteurs et des symétries.

Traduction matricielle.

Traduction matricielle.

Polynome caractéristique scindé a racines simples.
Traduction matricielle.




DIAGONALISATION DES ENDOMORPHISMES ET DES MATRICES CARREES

Dans tout le chapitre K désigne R ou C et E est un K-espace vectoriel.

Position du probleme

» Létude de systémes récurrents linéaires ou de systemes différentiels linéaires se raméne a I’étude d’'un endomor-
phisme f ou de sa matrice A dans une base 4 =(eq,...,e,) de E.

» On peut alors étre amené, ou bien a déterminer les puissances de A, ou bien a déterminer I'inverse de A. Il est
important de bien choisir la base 2 de sorte que les calculs soient les plus simples possibles.

» Le cas idéal est celui ou la matrice A est diagonale :

A1 0 - 0
A= (_) Az
S
0 - 0 A,

ou Ay,...,A, sont des scalaires. Dans ce cas : pour tout i € [1,n], on a : f(e;) = A;.e;. Autrement dit, pour tout i € [1,n],
les droites vectorielles Vect(e;) sont stables par f, c’est-a-dire : f(Vect(e;)) = Vect(f(e;)) < Vect(e;).
» Les calculs sont alors trées simples : soit x € E qu'on décompose dans la base 28. On a alors :

n n
o x= Z xp.ep et f(x)= Z Xp.Ap.ep.

k=1 k=1
P
A0 0
n 0 /1p
o Plus généralement, pour tout p € IN, fP(x)= )_ xk./li.ek et AP = 2
k=1 : .0
0 -~ 0 AP
e Si les scalaires A1,...,1, sont non nuls, alors f est un automorphisme et A est inversible.
1
£ 0 - 0
| 0o +
De plus, f_l(x) = Z Xp.—.ep et Al= A .
k=1 /lk : . .. 0
1
0 - 0 +

» Lobjectif de ce chapitre est de donner des conditions nécessaires et suffisantes a I’existence d'une telle base 2 et de
déterminer les vecteurs qui forment cette base.

G. BOUTARD 3 Lycée GAY-LUSSAC



I. ELEMENTS PROPRES DIAGONALISATION DES ENDOMORPHISMES ET DES MATRICES CARREES

I. Eléments propres

I.1.Eléments propres d’un endomorphisme

—— {2 Définition 5.1 — Valeur propre, vecteur propre et sous-espace propre d’'un endomorphisme ——

Soit f € Z(E) un endomorphisme de E.

On dit qu'un scalaire 1 € K est une valeur propre de f lorsqu’il existe x € E tel que x est non nul et f(x) = 1.x.
De plus, on dit qu’un tel x est un vecteur propre associé a la valeur propre A.

Soit A € K une valeur propre de f. Le sous-espace propre de f associé a la valeur propre 1 est :

E)(f)=Ker(f - A1dg) = {x € E| f(x) = A.x}.

Z® Remarque 5.1
On a aussi : Ej(f) =Ker(A.Idg — /).

‘9- Exemple 5.1 - Homothéties

Soit A une homothétie de E, c’est-a-dire, h = A.Idg avec 1 € K.
Tout vecteur x # 0 est un vecteur propre de & pour la valeur propre A et E(h)=E.

‘9" Exemple 5.2 - Projections et symétries
On suppose que E =F &G ou F # {0g} et G # {0g}.

Soit p la projection sur F parallelement a G.
Les vecteurs non nuls de F' sont des vecteurs propres de p pour la valeur propre 1 : en effet,

Vxe F\{Og}, p(x)=x=1.x.
Les vecteurs non nuls de G sont des vecteurs propres de p pour la valeur propre O : en effet,
Vx e G\ {0g}, p(x) =0 =0.x.

De plus, E1(p) =Ker(p —Idg) =Im(p) = F et Eo(p) = Ker(p) =G.

Soit s la symétrie par rapport a P parallelement a D.
Les vecteurs non nuls de F' sont des vecteurs propres de s pour la valeur propre 1.

Vxe F\{0g},s(x)=x=1.x
Les vecteurs non nuls de G sont des vecteurs propres de s pour la valeur propre —1.
Vxe G\ {0g},s(x)=—x=(-1).x

De plus, E1(s)=Ker(s—1dg)=F et E_1(s) = Ker(s +1dg) =G.

PSI 2025 — 2026 4 G. BOUTARD



DIAGONALISATION DES ENDOMORPHISMES ET DES MATRICES CARREES I. ELEMENTS PROPRES

/® Remarque 5.2

» Les sous-espaces propres de f sont des sous-espaces vectoriels de E (car noyaux d’'une application linéaire). De
plus, si 1 € K est une valeur propre de f, alors E (f) est 'ensemble composé du vecteur nul et des vecteurs

propres de f associés a la valeur propre A.
» Léquation f(x) = A.x d'inconnue x € E et 1 € K est appelée équation aux éléments propres.
» Il existe une infinité de vecteurs propres associés a une valeur propre.
Soit A € IK une valeur propre d'un endomorphisme f € £(E).
On considere x un vecteur propre de f associé a la valeur propre A. On a donc, f(x)=A1.x
Pour tout @ € IK\ {0}, on a, a.x # O et, par linéarité de f : f(a.x) = a.f(x) = a.(A.x) = 1.(a.x)
Dong, le vecteur a.x est un vecteur propre de f associé a la valeur propre A.

» Un vecteur propre est associé a une unique valeur propre.

Soit [ € Z(E). Supposons que x soit un vecteur propre de f associé a la valeur propre A et la valeur propre u :

autrement dit, x #0g, f(x) =A.x et f(x) = u.x.
Dou, (A —p).x =A.x—p.x=f(x)— f(x)=0g. Or, x # Og. Donc, 1 = .

» Soit f € Z(E). Les sous-espaces propres de f sont stables par f et pour toute valeur propre 1 de f,

Pendomorphisme de E;(f) induit par f est une homothétie de rapport A.
En effet, ’'endomorphisme f — A.Idg est un polynéme en f donc commute avec f. Donc, E y(f) est stable par f.
De plus, pour tout x € E5(f), on a fg,(r)(x) = f(x) = A.x. Lendomorphisme induit fg, () est une homothétie de
rapport A.

» Les vecteurs propres d'un endomorphisme f sont :

¢ soit les vecteurs non nuls du noyau de f,
» soit les vecteurs non nuls qui ne changent pas de direction sous I’action de f.

~— @ Théoréme 5.1

Soient f € L(E) et xg € E non nul. On note D = Vect(x(). La droite vectorielle D est stable par f si, et seulement
si, xo est un vecteur propre de f.

Démonstration

(=) Supposons la droite D stable par f.

On a xg € D, donc, f(xqg) € D = Vect(xg). Donc, il existe 1 € K tel que f(xg) = 1.xg. Comme xg # O, on en déduit que xg est un vecteur
propre de f.

(<) Réciproquement, supposons que xq est un vecteur propre de f. Il existe alors A € K tel que f(xg) = 1.xg.

Soit x € D = Vect(xg). Alors x = pr.xg ou p € K. Par linéarité de f, on a f(x) = f(u.xg) = p.f (xg) = (A x p).xg € D. Done, f(D) < D. Done, D
est stable par f. o

— Y Exercice 5.1
Soit E = ¢*°(RR,R). Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de D € £(E) défini par :

VfeE,D(f)=f

Résolution

Soit A€ C.Ona:
D(f)=Af < f'=Mf < feVectley)
ouey: R — C . Lafonction e n’est pas la fonction nulle, donc A est une valeur propre de D et e est un vecteur propre associé
Axt
t — e

a la valeur propre A.

Tout complexe A est valeur propre de D et E 3 (D) = Vect(e ).

G. BOUTARD 5 Lycée GAY-LUSSAC



I. ELEMENTS PROPRES DIAGONALISATION DES ENDOMORPHISMES ET DES MATRICES CARREES

L.2. Propriétés

— R Proposition 5.1

Soient f € L(E) et 1 € K. On a les équivalences :
Le scalaire A est une valeur proprede f <= Ker(f—A.1dg)#{0g} <= [ —A.Idg est non injectif.

En particulier, 0 est valeur propre de f si, et seulement si, Ker(f) # {Og} si, et seulement si, / est non injectif.

Démonstration

» La seconde équivalence a été montrée dans le chapitre 1.

» Montrons la premiére.

(=) Supposons que A est une valeur propre de f. Alors il existe un vecteur x # Og tel que f(x) = A.x. D’ou, (f — A.Idg)(x) = 0g. Donc,
Ker(f —AIdg) # {0g}.

(<) Réciproquement, supposons que Ker(f — 1.Idg) # {Og}. Alors il existe un vecteur x # Og tel que (f —A.Idg)(x) = 0g. D’ou, f(x) = A.x.
Comme x est non nul, x est un vecteur propre de f associé a la valeur propre A. o

~— &) Théoréeme 5.2

Soient f € Z(F) et 1 € K une valeur propre de f.

Si g est un endomorphisme de E qui commute avec f, alors E 4(f) est stable par g.

Démonstration

Soit x € E ) (f). Montrons que g(x) € E 4 (f).

Comme f et g commutent, on a: fog(x)=go f(x) = g(f(x)).

Or, x € E»(f), donc f(x) = A.x.

Par linéarité de g, on a donc f o g(x) = g(1.x) = 1.g(x). D’ou, g(x) € E 4 (f). Donc, g(E,l(f)) c E)(f). Ainsi, E y(f) est stable par g. O

~— @) Théoréeme 5.3

Soient f' € Z(E) et A1,...,A, des valeurs propres de f deux a deux distinctes.
Les espaces propres E, (f), .. .E ,11,( f) sont en somme directe.

Pour tout i € [1, p], on considére u; un vecteur propre de f associé a la valeur propre A;. La famille (u1,...,up)
est libre.

Démonstration

» Par récurrence sur p. On note Hp, : «si A1,...,Ap sont des valeurs propres de f deux a deux distinctes, alors les espaces propres
E/ll(f), .. .,E,lp(f) sont en somme directe. »

Initialisation. p = 1. Il n’y a rien a faire.

Hérédité. Soit p € IN* fixé. On suppose H p vraie et on montre H,, 1. Soient 11,...,Ap,1,+1 des valeurs propres de f deux & deux
distinctes. Montrons que la somme E',11(f) +.-- +E',11J ) +E',1p+1(f) est directe.

Soit (u1,...,up,up+1) €EQ, (f) x - XE/lp(f)XE/’Lp+1(f) tel que uy +---+up+upi1 =0g.

On applique f a cette égalité, il vient : f(u1)+---+f(up)+f(up+1) = f(0g) =0g.

D’oti, par définition de E, (f), .. .,E;Lp(f), ona:Aj.ui+-+Ap.up+aApiiups1 =0g. Or,

Maug+-+Apup+Api1Upr1 =Ar.u1+-+Apup —Apr1.(ur+---+up)=QA1 - Apyur+-+Up —Ap41).up.

Donc, (A1 = Ap+1).ur+---+(Ap —Ap+1).up = 0g. Or, par hypothese, la somme Ej, (f) +--- +E,1p(f) est directe.

Donc, (A1 —Ap11)-u1 =-+-=Ap —Ap+1)-up = 0g. Or, les A;, sont distincts deux a deux. Donc, uy =---=up =0g.

Don, upyy=ui+---+up+ups1=0g.

Ainsi, la somme E, (f)+--- +E1p ) +E1p+1(f) est directe. Donc, Hj 1 est vraie. Ce qui achéve la récurrence.
p

» Les vecteurs uj € E,(f),...,up EE/lp (f) sont non nuls et la somme @E/li(f) est directe, donc la famille (u1,...,up) est libre. O
i=1

PSI 2025 — 2026 6 G. BOUTARD



DIAGONALISATION DES ENDOMORPHISMES ET DES MATRICES CARREES I. ELEMENTS PROPRES

— Y Exercice 5.2
Soit A1,...,A, des complexes distincts deux & deux. Pour tout 1 € C, onnote e : R
t

Montrer que la famille (ey,,...,e /1,,) est libre.

Résolution

Appliquer le théoreme précédente : e, est associé a la valeur propre 1.

— R Proposition 5.2

Soit f € £(E). On suppose que E est de dimension finie n = 1.
Alors, f posséde au plus n valeurs propres distinctes.

Démonstration

Soient A1,...,Ap des valeurs propres deux & deux distinctes de f et u1,...,up des vecteurs propres associés. Alors la famille (u1,...,up)
est libre. Donc p <n. o

Z® Remarque 5.3

On affinera ce résultat plus tard.

1.3. Eléments propres d’'une matrice

@ Définition 5.2 — Valeur propre, vecteur propre et sous-espace propre d’'une matrice

Soit A € 4/, (IK) une matrice carrée.

Un scalaire 1 € K est une valeur propre de A lorsqu’il existe X € .4, 1(IK) tel que : X est non nul et
AxX=1X.
De plus, on dit qu'un tel X est un vecteur propre associé a la valeur propre 1.

Soit A € K une valeur propre de A. Le sous-espace propre de A associé a la valeur propre A est :
E;(A)=Ker(A-A1.1,).

4@ Remarque 5.4

» Enidentifiant vecteurs de IK" et matrices colonnes de .4, 1(IK), on remarque que les éléments propres de A sont les

éléments propres de 'endomorphisme canoniquement associé a A : c’est-a-dire I'application ., 1K) — .4, 1(K)
X -~ AxX

» Un scalaire A est une valeur propre de A si, et seulement si, Ker(A — 1.1,,) # {0}. Ce qui est équivalent a dire que

la matrice carrée A — 1.1, n’est pas inversible.

» Soit A € 4,(R). Lensemble des valeurs propres de A vue comme une matrice a coefficients réels est

inclus dans ’ensemble des valeurs propres de A vue comme une matrice a coefficients complexes.

Soit A € R est une valeur propre de A et soit X € .4, 1(IR) non nul tel que A x X = 1.X. Cette égalité est encore vraie

dans C. On en déduit que A est une valeur propre de A vue comme une matrice de .#,(C).

G. BOUTARD 7 Lycée GAY-LUSSAC



I. ELEMENTS PROPRES DIAGONALISATION DES ENDOMORPHISMES ET DES MATRICES CARREES

— R Proposition 5.3

Soit A € ., (IR) une matrice a coefficients réels.

En voyant A comme une matrice a coefficients complexes, on a I’équivalence : A est une valeur propre de A si,
et seulement si, A est une valeur propre de A.

Démonstration

On suppose qu’il existe A € C tel que A soit une valeur propre de A, vue comme une matrice de .4, (C).
Soit X € .#;,,1(C) non nul tel que A x X = 1.X. Alors, en conjuguant cette égalité, on a :
AxX=AxX.

Comm_e les coefficients de A sont réels, on a A x X = A x X. De plus, X # 0 donc X #0.
Donc A est une valeur propre de A vue comme une matrice de My (C). La réciproque est claire (appliquer ce qui précéde avec A
remplacé par ). O

— R Proposition 5.4

Soient A€ 4,(IK) et Le K.On a:

A est valeur proprede A <— det(A.I,-A)=0 <= rg(A.I,—-A)<n.

Démonstration
Il suffit de nier les équivalences bien connues :

A, -AeGL,(K) <= Ker(A.I,-A)={0} <= det(A.[,-A)#0 <= rg(A.I,—-A)=n.

/® Remarque 5.5 - Cas d’une matrice diagonale

n

Si A =diag(ay,...,a,), alors det(1.,, —A) = H(/l —a;).
i=1

Donc, les valeurs propres de A sont a1,...,a,.

Les valeurs propres d'une matrice diagonale se lisent sur sa diagonale.

“® Remarque 5.6 — Cas d’'une matrice triangulaire

aig *x ... X
. 0 as . . . . . L. z
SiA= est une matrice triangulaire supérieure alors det(1.I,, —A) = H(/l —a;).
N i=1
0 - - ap

Donc, les valeurs propres de A sont ay,...,a,.
Si A est une matrice triangulaire inférieure, on trouve le méme résultat.

Les valeurs propres d’'une matrice triangulaire se lisent sur sa diagonale.

PSI 2025 — 2026 8 G. BOUTARD



DIAGONALISATION DES ENDOMORPHISMES ET DES MATRICES CARREES

I. ELEMENTS PROPRES

— Y Exercice 5.3

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

1. Déterminer les éléments propres de la matrice

1 -+ 1
J=|: | e (K.

2. Soit (a,p) € IK2. Déterminer les éléments propres de la matrice A = a.J + B.I,.

Résolution

1. Calculons det(1.1,, — /).

Ona:
A-1 -1 -1
-1 n-1
det(A.I, —J)= =---=(A-n)x A .
. .- _1
-1 -1 1-1
Donc, les valeurs propres de J sont 0 et n.
X1
On résout les équations aux éléments propres. Onnote X =| . [.Ona:
Xn
-1 -1 -1
1 0 0
0 1 0
JxX=0X — X=x9.| 0 |+x3.| 0 [+ +xn-| .
: 0
0 0 1
Donc,
-1\ (-1 -1
1 0 0
0 1 0
Eo(J)=Vect|| o |, 0 |,--->] .
: 0
0 0 1
1
JxX=nX = X=ux1.|:
1
Donc,
1
E,(J)=Vect
1

2. Soit AcKetXeK". Ona:

AxX=1X <= (aJ+pI[)X=1X = aJxX=1-p)X

Casl:a#0.0Ona:

AxX=1X < Jxxz(ﬂ).x.
a

On en déduit que A est valeur propre de A si, et seulement si,

P opou b,

A—
Dong, les valeurs propres de A vérifient ——

est valeur propre de /.

=0ou

a a
Dong, les valeurs propres de A sont A=fet A=axn+p.

G. BOUTARD 9
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I. ELEMENTS PROPRES DIAGONALISATION DES ENDOMORPHISMES ET DES MATRICES CARREES

D’autre part, les équivalences précédentes montrent que :

-1 -1 -1

1 0 0

0 1 0 1
Eﬁ(A):EO(J)zVect ol.lols---| . et Eaxmﬁ(A):En(J):Vect

: : 0 1

0 0 1

Cas 2: a=0. Dans ce cas, A = $.I,, est diagonale. La seule valeur propre de A est alors f et Eg(A) =Ker(A - f.I,) = K".

~—— ©) Théoréme 5.4

On suppose que E est de dimension finie n = 1. Soient f € L(E), x € E et 98 une base de E.
On note A = Matg(f) et X = Matg(x).

Un scalaire A est une valeur propre de f, si et seulement si, A est une valeur propre de A.

Le vecteur x est un vecteur propre de f pour la valeur propre A si, et seulement si, X est un vecteur propre de
A pour la valeur propre A.

Démonstration

Par théoréme, on a :
xeE)Nf) <= fx=1lx < AxX=1X <= XecE, A).

0
De plus, x # 0g si, et seulement si, X # :

0
On en déduit que A est une valeur propre de f, si et seulement si, A est une valeur propre de A. De plus, x est un vecteur propre de f
pour la valeur propre A si, et seulement si X est un vecteur propre de A pour la valeur propre A. o

—— Corollaire 5.1
Deux matrices semblables ont les mémes valeurs propres.

Démonstration

Deux matrices semblables A et B semblables représentent le méme endomorphisme dans des bases différentes. Donc, par la proposition
précédente A est valeur propre de A si, et seulement si A est valeur propre de f si, et seulement si, A est valeur propre de B. o

“® Remarque 5.7 —- Rappel : matrices semblables
On dit que deux matrices A et A’ de .#,(IK) sont semblables lorsqu’il existe P € GL,(K) telle que A’ =P~ x A x P.

Deux matrices semblables ont méme trace, méme déterminant et méme rang. La réciproque est fausse (voir exemple
ci-dessous).

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n = 1 et A et A’ deux matrices de .#,(IK). Les matrices A
et A’ sont semblables si, et seulement si, il existe % et %’ bases de E et f € L(E) telles que A = Matg(f) et
A/ = Mat@/(f).

Si A et A’ sont semblables, alors, pour tout A € K, les matrices A—A.I,, et A'—1.I,, sont semblables. En effet, dans ce
cas il existe P € GL,,(K) telle que A’ =P ' x AxP. Do, A'= A1, =P ' x AxP-P 'xA.I,xP =P ' x(A-A.I,)xP.
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DIAGONALISATION DES ENDOMORPHISMES ET DES MATRICES CARREES I. ELEMENTS PROPRES

‘9- Exemple 5.3

1 -1 1 111
» LesmatricesA=[-2 1 1|etA'=|0 1 1|nesontpassemblables. En effet,det(A—I3)=1+#0=det(A'-I3):
-1 0 1 0 01

1 n’est pas valeur propre de A mais est valeur propre de A’. (Remarque : on a det(A) =det(A) =1, rg(A) =rg(A) =3
et Tr(A) =Tr(A)=3).

0 10 01 0
» Montrons que les matrices A= 0 0 1|etA'=|0 0 -1]sontsemblables.
-1 00 1 0 O

On considere f € L@R?) canoniquement associé a A. Autrement dit, en notant % = (e1,e9,e3) la base canonique de
IR3, ona:A=Matg(f) et donc, f(e1)=—es, f(eg) =eq et f(e3) =eq.
Soit B’ = (e, e}, e4) la famille de vecteurs définis par e = eg, e;, = e3 et e = e;1. La famille 98’ est bien une base de

01 0
R3. De plus, Matgz(f)=|0 0 -1|=A’. Ainsi,les matrices A et A’ représentent le méme endomorphisme dans
1 0 O

deux bases différentes, donc A et A’ sont semblables.

— R Proposition 5.5

Soient A € ./, (IK) et A1,...,1, des valeurs propres de A deux a deux distinctes.
Les espaces propres E,(A), ...,E} (A) sont en somme directe.

Pour tout i € [1, p], on considere X; un vecteur propre de A associé a la valeur propre A;. La famille (X7,...,X,)
est libre.

Démonstration

On note f4 'endomorphisme de IK" canoniquement associé & A. On a par définition, E 1(A) = Ker(A - 1.I,,) = Ker(f4 —A.1d £a) =EA(fa).
11 suffit donc d’appliquer le théoréme 5.3 page 6 & f4. O

— R Proposition 5.6

Soit A € 4, (K).
Alors, A posséde au plus n valeurs propres distinctes.

Démonstration

Méme démonstration que la proposition 5.2 page 7 o

“® Remarque 5.8

On affinera ce résultat plus tard.

G. BOUTARD 11 Lycée GAY-LUSSAC



II. RAPPELS SUR LES POLYNOMES DIAGONALISATION DES ENDOMORPHISMES ET DES MATRICES CARREES

II. Rappels sur les polynomes

I1.1. Définitions

Définition 5.3 — Polynome

On appelle polynéme a une indéterminée a coefficients dans K, toute expression de la forme :
n
Y ap X,
k=0
ou n € IN, pour tout % € [0,n], ar € K et X est un symbole formel appelé indéterminée du polynome.
Les éléments ay,...,a, sont appelés les coefficients de P.
L'ensemble des polyndémes a une indéterminée a coefficients dans IK est noté IK[X].

Deux polynémes sont égaux si, et seulement si, ils ont les mémes coefficients.

“® Remarque 5.9

» En identifiant les éléments A de KK aux polynomes AX°, on a I'inclusion K c IK[X]. Les polynémes 1X°, avec
A €K, sont appelés polynomes constants.

» Comme R cC, on a R[X] < C[X].

» Le polynome nul est le polynéme dont tous les coefficients sont nuls. On le note 0.

Définition 5.4 - Addition de polynomes

n m
Soient P = Z ar X et Q= Z by X* deux polynémes de IKK[X]. Quitte a compléter le polynéme P ou @ avec
k=0 k=0
des coefficients nuls, on peut supposer que n = m.

On définit la somme de P et @ par :

n
P+Q=) (ap+bp) X"
k=0

Définition 5.5 - Multiplication par un scalaire

n

Soient Ae K et P = Y} ajX". On définit le produit de P par le scalaire 1 :
k=0

n
AP=Y AxapX*
k=0

Définition 5.6 — Multiplication de polynomes

n m
Soient P = Z ar X et @ = Z by X* deux polyndémes. On définit le produit de P et @ par :
k=0 k=0

n+m
PxQ = Z cka
k=0
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DIAGONALISATION DES ENDOMORPHISMES ET DES MATRICES CARREES II. RAPPELS SUR LES POLYNOMES

a) X bk—l-
0

ck= ) aixbj=
o<isn l
0sjsm

i+j=k

k

“® Remarque 5.10 - Puissance de polynomes

On pose P = 1 et on définit par récurrence la puissance k-ieme de P, avec k € IN, par : Pl _ptypP Ona:
PF=px...xP,
—_—
k fois

— R Proposition 5.7

Soient P et @ deux polynomes de IK[X] et n € IN, alors

(P+Q)* = Z (Z).Pk x Q" *  (Formule du binéme de Newton)
k=0

et
n-1
Pn _Qn — (P_Q) x Z Pk x Qn_l_k-
k=0

Démonstration

La formule de binéme de démontre par récurrence. La factorisation de montre en développant le membre de gauche de 'égalité (un
télescopage apparait). o

Définition 5.7 - Composition de polynéomes

n m
Soient P = Z aka et @ = Z by, X*. On définit 1a composée de P par @ par :
k=0 k=0

Po@ = Z ak.Qk.
k=0

/® Remarque 5.11

Le polynome composé P o @ est aussi noté P(Q).
On écrira alors aussi P(X) pour désigner le polynome P et préciser qu’il est exprimé avec 'indéterminée X.

Définition 5.8 — Degré d’un polynome

n
Soit P = Z ar X* un polynoéme non nul.
k=0
» On appelle degré de P le plus grand indice & tel que a; # 0. On note cet indice deg(P).
On adopte la convention : deg(0) = —oco.
» Le coefficient ageg(p) est appelé coefficient dominant de P.
» Lorsque le coefficient dominant de P est 1, on dit que P est un polynéme unitaire.
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II. RAPPELS SUR LES POLYNOMES DIAGONALISATION DES ENDOMORPHISMES ET DES MATRICES CARREES

— R Proposition 5.8 - Degré et opérations sur K[ X]

n m

Soient P = Z arX® et Q= Z by, X* deux polyndmes et 1 € IK.

k=0 k=0
» On a : deg(P + Q) < max (deg(P),deg(®)).
» Si deg(P) # deg(Q), alors deg(P + Q) = max (deg(P),deg(®)).
> Si deg(P) = deg(Q) et adeg(P) + bdeg(p) # 0, alors deg(P + Q) = max (deg(P),deg(Q)).
> Si deg(P) = deg(Q) et @ deg(p) + baegp) = 0, alors deg(P + Q) < max (deg(P),deg(®)).
» Si A #0, alors deg(A.P) = deg(P).
» On a: deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q).
» Si deg(®) = 1, alors deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q).

Définition 5.9 - Polynéme dérivé

n
Soit P= Y ai X* un polynéme de IK[X]. On appelle polynéme dérivé de P le polynome P’ défini par :
k=0

n 1
P'=Y kxap X" 1=Y (k+1D)xap1 X"
k=1 k=0

Définition 5.10 - Dérivée d’ordre supérieur
Soient P € IK[X] et £ € IN. On définit par récurrence le polynéme dérivé d’ordre % de P par :

PO=p et VkeN,P*D=(p®)

— R Proposition 5.9 - Formule de Taylor

Soient P € IK[X] et a € K, alors en notant n le degré de P,on a :

n (k)
P=Y L k’(a) (X -a)k.
k=0

I1.2. Divisibilité et division euclidienne dans K[X]

Définition 5.11 - Diviseur

Soient A et B deux polynomes de K[X].
On dit que B divise A, ou que B est un diviseur de A, ou que A est un multiple de B, lorsqu’il existe C € K[ X]
tel que A = B x C. On note alors BJ|A.

~—— &) Théoréme 5.5 - Division euclidienne

Soient A et B deux polynomes de K[X] avec B # 0.
Il existe unique couple (®,R) de polynémes de IK[X] tel que :

A=BxQ@Q+R et degR)<degB).

On appelle @ le quotient et R le reste de la division euclidienne de A par B.
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DIAGONALISATION DES ENDOMORPHISMES ET DES MATRICES CARREES II. RAPPELS SUR LES POLYNOMES

Démonstration

» Existence : Si A est le polynéme nul alors (®,R) =(0,0) convient.
On montre le résultat pour les polynémes A non nul en procédant par récurrence. Pour tout n € IN, on note H,, : « pour tout polynéme
de degré n, il existe un couple (,R) € IK[X] x IK[X] tel que A =B xQ + R et deg(R) < deg(B) ».

m
On note B = Z bp X k ou b m # 0 est le coefficient dominant de P.
k=0

Hérédité. n = 0. Soit A un polynéme de degré inférieur a 0.
e Sideg(B)=1, alors (®,R)=1(0,A) convient.

A
o Sideg(B)=0, alors m=0 et B=b,, e K*. Do, (Q,R) = (E’O) convient.
Donc, H est vraie.
Hérédité. Soit n € IN. Supposons Hy,...,H vraie et montrons que H, ;1 est vraie. Soit A un polynoéme de degré n + 1.

o Sideg(A) < deg(B), alors (@,R) =(0,A) convient.
e Supposons deg(A) = deg(B). On note a, 1 le coefficient dominant de A. Le polynoéme :

a
A-— ﬂ_+1Xn+17m < B
m

est de degré inférieur ou égal a n. Par hypothése de récurrence, il existe, (@1,R1) € K[X] x K[X] tel que :

A—a:—“X’”l*’" xB=Q1xB+R1.

m
avec deg(R1) < deg(B). Ainsi, en posant R=R; et @ = Q1 + al;L—r:lX”H_m, ona
A=BxQ+R et deg(R)<deg(B).
» Unicité : Soient (@1,R1) € K[X]x K[X] et (R9,R2) € K[X]x KK[X] tels que :
A=BxQ1+Rq, A=BxQ2+Ro, deg(R1)<deg(B) et deg(R9)<deg(B).

Alors, (Q1 -Q2)xB =Rg—Rj.
Supposons par 'absurde @1 # Q2. Alors, deg(®1 — ®2) € IN et par propriété des degrés,

deg((@1 - Q2) x B) = deg(Q1 — Q2) +deg(B) = deg(B).
nelN

Or, deg((Q1 —Q9) x B) =deg(R9 —R1) <max(deg(R1),deg(R2)) < deg(B). Absurde. Ainsi @1 = ®2. Puis R1{ = Ro.

“® Remarque 5.12

» Soient A et B deux polynomes de K[X] avec B # 0. Le polynéme B divise A si, et seulement si, le reste de la
division euclidienne de A par B est nul.

» Si A et B #0 sont deux polyndomes a coefficients réels, alors les restes et les quotients de la division euclidienne
de A par B dans R[X] et dans C[X] sont les mémes.

I1.3.Racines

n
Soient P = Y aj, X* € K[X] et a € K. On note P(a)= ) _ ay, x a*.
i=0 i=0

n

Définition 5.12 - Racine d’un polynéme

Soit P un polynome de K[X] et a € K. On dit que a est une racine, ou un zéro, de P dans K lorsque
P(a)=0.
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II. RAPPELS SUR LES POLYNOMES DIAGONALISATION DES ENDOMORPHISMES ET DES MATRICES CARREES

/® Remarque 5.13

Soit P un polynéme a coefficients réels. Si a est racine de P, vu comme un polynéme de C[X], alors @ est racine
de P.

~—— ©) Théoréme 5.6

Soit P un polynome de K[X] et a € K. L'élément a est une racine de P si, et seulement si, (X — a) divise P

Démonstration

Si le polynéme P est nul, I’équivalence est claire. Dans la suite, on suppose P # 0 et on note n € IN le degré de P
(=) On suppose que «a est racine de P. Par la formule de Taylor pour les polynémes (Proposition 5.9 page 14), on a

n P(k) n  p(k) n p(k)
Z (a) Z (a)(X_ V= (X —a )XZ (a)(X_ -1
k=0 k=1 k=0 k!
eKI[X]
Donc, X — a divise P.
(<) Réciproquement, on suppose que X — a divise P. D’ou, il existe @ € IK[X] tel que P = (X — a) x . Donc P(a) = (a — @) x @(a) =0.
Donc, a est racine de P.

O

I1.4. Ordre de multiplicité d’une racine

Définition 5.13 — Ordre de multiplicité d’une racine

Soient P un polynome de IK[X] et a € K. On appelle ordre de multiplicité de a le plus grand entier m tel
que (X —a)™ divise P.

On dit alors que a est racine d’ordre m de P.

/® Remarque 5.14

Une racine de P est une racine d’ordre de multiplicité au moins 1 de P.
Lorsque m = 2, on dit que « est racine multiple de P.

Lorsque m =1, on dit que a est racine simple de P.

Lorsque m =2, on dit que a est racine double de P.

Lorsque m = 3, on dit que « est racine triple de P...

~—— ©) Théoréme 5.7

Soient P un polynéme de K[X], a € K et m € N*.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) a est racine de multiplicité au moins m de P,
(ii) X —a)™ divise P,
(iii) P(a)=P'(@)=--=P" V(a)=0.

~— ©) Théoréme 5.8

Soient P un polynéme de K[X], a € K et m € IN*. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) a estracine de multiplicité m de P,

(i) (X —a)™ divise P et (X — a)™"! ne divise pas P,
(ii1) il existe @ € IK[X] tel que P = (X — a)™ x @ et Q(a) 0,
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DIAGONALISATION DES ENDOMORPHISMES ET DES MATRICES CARREES II. RAPPELS SUR LES POLYNOMES

(iv) P(@)=P'(a)=---=P" D(a)=0 et P™(a) 0.

~— ©) Théoréme 5.9

Soit P un polynéme de R[X] et a € C.
a est racine de multiplicité m de P, vu comme un polynome de C[X] si, et seulement si, @ est racine de
multiplicité m de P.

~—— @ Théoreme 5.10

Soit P un polynéme de IK[X], n scalaires deux a deux distincts a1,...,a,, ou n € N*, et my,...,m, e N*.
n

Pour tout & € [1,n], a;, est racine de multiplicité au moins mj, de P si, et seulement si, 1_[ (X — ap)™ divise P.
k=1

Démonstration

n n
» Supposons que [[ (X —az)™* divise P. Soit I € [1,n]. On a (X — ;)™ divise [] (X —a;)™*. Par transitivité de la relation de
k=1 k=1
divisibilité, (X — ;)™ divise P. Par définition de la multiplicité d’'une racine, a; est racine de multiplicité au moins m; de P : ceci est
vrai, pour tout [ € [1,n].

» Pour montrer la réciproque, on procéde par récurrence. Soit n € IN*. On note Hj, : « pour tout P € IK[X], tous scalaires deux & deux
n
distincts aq,...,a, et mq,...,mu € IN*, si pour tout % € [1,n], ap est racine de multiplicité au moins mj, de P alors, H (X —ap)™*

k=1
divise P ».

Initialisation : si n = 1, il n’y a rien a faire : c’est la définition de 'ordre de multiplicité d'une racine.

Hérédité : soit n € N*. Supposons H,, vraie et montrons H,, 1.
Soit P € IK[X], n + 1 scalaires deux & deux distincts aq,...,ap+1 €t m1,...,mp+1 € IN* tels que, pour tout % € [1,n + 1], ay, est racine de
multiplicité au moins m de P.

n
Par hypothese de récurrence, H (X —ap)™ divise P : il existe @ € IK[X] tel que,
k=1
n
P=Q x H(X—ak)mk.
k=1

On évalue I'égalité précédente en a1 :

n
P(an+1) = Q(an+]_) X 1_[ (an+]_ - (Xk)mk.
k=1

n
Or, les @; sont distincts deux a deux, donc H (ap+1—ap)™ #0. Donc ay1 est racine de @. Notons r sa multiplicité en tant que racine

k=1
du polynéme Q. Par définition de la multiplicité, on a :

Q=X-an+1)" xQ1  avec  Qi(an+1)#0.
Donc,

n
P=X-aps1) xQ1 % H (X —ap)™*
k=1

=Q2
ou le polynéme Q9 vérifie Qo(a,+1) # 0. Ainsi, a,+1 est racine de multiplicité exactement » de P. Donc m, 11 <ret:
n+1
P=Q1x(X - ane)) ™" x [ (X —ap)™.
k=1
eKIX]
n+l
Ainsi, H (X — ap)™* divise P. Donc Hy 1 est vraie. Ce qui achéve la récurrence.
k=1
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II. RAPPELS SUR LES POLYNOMES DIAGONALISATION DES ENDOMORPHISMES ET DES MATRICES CARREES

—— Corollaire 5.2

Un polynome de degré n possede au plus n racines distinctes comptées avec multiplicité.

—— Corollaire 5.3

Si un polynéme KK, [X] posséde au moins n + 1 racines distinctes deux a deux, alors ce polyndme est nul.

°¢- Exemple 5.4

» La fonction sinus n’est pas nulle et s’annule une infinité de fois. Ce n’est donc pas une fonction polynomiale.
» Soit f et g deux fonctions polynomiales telles que f x g =0. Alors f =0 ou g =0.

I1.5. Somme et produit des racines d’'un polynéme

Définition 5.14 - Polynome scindé

Soit P un polynéome de KK[X] non constant.
» On dit que P est scindé sur K s'il existe n € IN, 1 € K* et a1,...,a, éléments de K (non nécessairement

distincts deux a deux) tels que :
P=A.X-ai)x---x(X—ay).

On dit que les a1,...,a, sont les racines de P comptées avec multiplicité.

» On dit que P est scindé a racines simples sur KK s’il scindé sur KK et si toutes ses racines sont de multiplicité
1.

Z® Remarque 5.15

Soit P € IK[X] un polynéme scindé sur K. On note A11,...,1, les racines deux a deux distinctes de P et m1,...,m,

leur multiplicité respective. On a alors
q

P=A[[X-A)™,
i=1

~— &) Théoréme 5.11

Soit P un polynome de IK[X] non nul.
Le polynome P est scindé si, et seulement si, son degré est égal a la somme des multiplicités de ses racines
dans K.

~— &) Théoreme 5.12

n
Soit P = ¥ aj, X* un polynéme de K[X] scindé sur K et de degré n :
k=0

P=a,(X—-a1)x--x(X—ap).

ou les a1,...,a, sont les racines de P comptées avec multiplicité.

Alors,
an-1 ao
a1+...+an:_n_ et alx...xan:(_l)nx—.
an Qn
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DIAGONALISATION DES ENDOMORPHISMES ET DES MATRICES CARREES II. RAPPELS SUR LES POLYNOMES

‘¢- Exemple 5.5

Soit n € IN*. On sait que X" -1 = H X-w).oulU, = {emﬁm ‘k €[0,n— 1]]} est Pensemble des racines n-éme de
wel,
T'unité. On retrouve les relations :

n-1 2ikxn n-1 2ikxn
Y w=Yen =0 et [J]o=[]er =D
welU, k=0 wel, k=0

“® Remarque 5.16 - Réécriture du théoréme 5.12

On reprend les notations de la proposition précédente. On note 11,...,1, les racines deux a deux distinctes de P et

q
mi,...,mp leur multiplicité respective. On a alors P = H(X )™ et
i=1

e Gn a a
YomixAi=-—— et [[M'=(-1"x—=.
i=1 i=1

an an

“/® Remarque 5.17 - Cas particulier d’un polynéme de degré 2

Soit P=aX?+bX +ceK[X] avec (a,b,c) € K2 et a # 0. On suppose que P est scindé sur KK et on note r1 et ro les
racines de P comptées avec multiplicité (on peut avoir r{ =rg). On a alors :

P=aX?+bX+c=ax(X-r1)x X —rs).

D’ou,

C
rit+ro=—— et riXrog=—
a a

I1.6. Polynomes irréductibles de K[X]

Définition 5.15 — Polyndmes irréductibles

On dit qu’un polynéme P de IK[X] est irréductible lorsque les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) P est non constant (deg(P) = 1).
(z7) S’il existe (A,B) € K[X]x K[X] tel que P = A x B, alors A ou B est constant.

‘9- Exemple 5.6
» Les polyndomes de degré 1 sont irréductibles.

» Siun polyndéme de IK[X] de degré supérieur a 2 possede une racine, alors il n’est pas irréductible. La réciproque

est fausse.
Le polynome X L1=(X%+ V2X + 1) x(X2- V2X +1) nest pas irréductible et ne possede pas de racine réelle.

» Un polyndome de R[X] de degré 2 est irréductible, si et seulement si, il n’a pas de racine réelle.
» Un polynéme de R[X] de degré 3 n’est jamais irréductible (théoréme des valeurs intermédiaires).

» X2+1=(X—1)x(X +i) est un polyndéme irréductible de R[X], mais pas de C[X].
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I1.7. Factorisation dans C[X]

~ @ Théoréme 5.13 - d’Alembert-GauB

Un polynéme non constant de C[X] posséde au moins une racine dans C.

~—— € Théoréme 5.14

Tout polynéme non nul de C[X] est scindé sur C.

~— @) Théoréme 5.15 - Décomposition dans C[X]

Tout polynéme P non nul de C[X] se factorise de fagcon unique, a 'ordre des facteurs pres, sous la forme :

q
P=AJ[(X-ap)™
k=1

ou1eC*, geN, ajy,...,a, sont les racines complexes deux a deux distinctes de P de multiplicités respectives
mi,...,mg.

—— Corollaire 5.4 - Polynomes irréductibles de R[X]

Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polynémes de degré 1.

I1.8. Factorisation dans R[X]

~— @) Théoréeme 5.16 - Décomposition dans R[X]

Tout polynéome P non nul de R[X] se factorise de fagcon unique, a 'ordre des facteurs pres, sous la forme :

q r
P=AJ]X-ap)™ x [[(X*+B;X +y))"
k=1 k=1

ouleR*, (q,r) € 1N2, @1,...,aq sont les racines réelles deux a deux distinctes de P de multiplicités respectives
mi,...,mg, $1,...,5, sont des entiers naturels non nuls et les polynéomes (X 7o B;jX +v;)% sont a coefficients
réels et ne possedent pas de racines réelles (/3? —4y;<0).

—— Corollaire 5.5 - Polynomes irréductibles de R[X]

Les polynomes irréductibles de R[X] sont les polynémes de degré 1 et les polyndomes de degré 2 de discriminant
négatif.

ﬁ Y Exercice 5.4

Factoriser dans R[X] le polynome X" — 1.

Résolution
» On commence par factoriser dans C[X] : autrement dit, on cherche les racines de P.
P(z)=0 <= 2z"=1.

2ikx
Les solutions de cette équations sont les racines n-iéme de I'unité : {p =e g n, avec k € [0,n — 1]. De plus, le coefficient dominant de P
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est 1. Donc,

X" 1=n]:[1(X—eW)
k=0

» Pour factoriser dans R[X], on regroupe les racines complexes (non réelles) conjuguées. On commence donc par chercher
quelles sont les racines réelles de P. Un nombre complexe non nul est réel si, et seulement si, son argument est congru a 0 modulo 7.
D’ou,

2k x T k=0 si n est impair
{reR =

=0zl = 2k=0[n] cark;[[:(),nfl]l {kZOOuk:% si n est pair

On remarque qu’il y a deux cas a traiter.

e Cas 1:n pair. On écrit alors n =2 p avec p € IN. Les deux racines réelles de P sont {g =1 et {p = —1.
Pour % € [1,p—11, ¢}, est une racine de P et_donc, comme P est a coefficients réels, a aussi. De plus, 5 =¢u p,etn—kelp+1l,n-1].
Ainsi, les n racines de P sont : 1, —1,¢1,¢1, ..., $p—1 et §»—1. Dong,

X"-1

I
o

(X—1>X(X+1>xp1:[1( )
k=1 hel
i Zikxx —2ikxn

]

2ikxn —2ikxn 2k x 1
Or,e » +e n =2cos

). Donc,

p-1
X" 1=(X-DxX+Dx [] (X2—2cos(2kxn)X+1).
k=1 n

e Cas 2:n impair. On écrit alors n =2p + 1 avec p € IN. L'unique racine réelle di Pestép=1. .
Pour £ € [1,pl, {}, est une racine de P et donc, comme P est & coefficients réels, ¢ aussi. De plus, § =¢,_p,etn—ke[p+1,n-1].
Ainsi, les n racines de P sont : 1, {1, {1, ..., {p et &p. Donc, en procédant comme dans le cas 1, on a:

2 2ikxn “2ikxn
X"—l—(X—l)xkEII((X—e " )x(X—e n ])

Donc,

] 2k
X”—l:(X—l)xH(X2—2cos( X”)X+1).
k=1 n
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IIL. Eléments propres en dimension finie

Dans cette partie, on suppose E de dimension finie n = 1.

II1.1. Recherche des valeurs propres : le polynome caractéristique

— R Proposition 5.10

Soit f € Z(E) un endomorphisme de E.
Un scalaire A € K est une valeur propre de f si, et seulement si, det(1.Idg — /) =0.

Démonstration

Comme E est de dimension fini et f est un endomorphisme de E, on a : det(A.Idg — f) = 0 si, et seulement si, A.Idg — f est non bijectif
si, et seulement si, A.Idg — f est non injectif.
Par la proposition 5.1 page 6, on a : 1.Idg — f non injectif si, et seulement si, 1 € K est une valeur propre de f. o

/® Remarque 5.18

Soit f € Z(E). On note 28 une base de E et A = (a; j)1<;,j<n 12 matrice de f dans la base %. Alors, la matrice de
AIdg — f dans la base B est A.I,,—A et

A-a11  —aip —ai,
— /’t _
det(A.Idg — f) =det(A.I,, —A) = a.2,1 ag2
‘ —Qn-1,n
—Qn,1 N —Qn,n-1 A—an’n -

On s’intéresse alors a 'application A — det(A.Idg — f).

— R Proposition 5.11

Soit f € ZL(E). Lapplication x — det(x.Idg — f) est une fonction polynomiale sur K de degré n et :

Vxe K, det(x.Idg — f) = 2" = Tr(f) x " L+ -+ (=1)" x det(f).

Démonstration

» On commence par montrer que : pour tout (A,B) € 45 (IK) x 4, (IK), la fonction x — det(x.B — A) est polynomiale de degré inférieur n.
On procede par récurrence sur n.

Initialisation. n =1. On a B=(b) et A =(a) ou a et b sont dans K. Alors det(x.B—A) =x x b —a et le résultat est vrai.

Hérédité. On suppose la résultat vrai au rang n— 1€ IN*. Soient A = (aj j)1<i,j<n €t B =(b; j)1<i j<n deux matrices de ./, (IK). On
développe le déterminant det(x.B — A) par rapport a la premieére ligne, on a :

n .
det@.B-A)= Y (D™ x(xx by j—ay ;) x Ay j(x).
j=1

ou Ay j(x) est le déterminant de la matrice obtenue en supprimant la premiere ligne et la j-eéme colonne de x.B — A. Par hypothése de
récurrence, les fonctions Ay j,...,A1 , sont polynomiales de degré inférieur a n — 1. Donc, x — det(x.B — A) est polynomiale de degré
inférieur n. Ce qui acheve la récurrence.

» Montrons par récurrence sur n que : pour toute matrice A € 4, (IK), la fonction x — det(x.I,, — A) est polynomiale de degré n et que
les coefficients devant x™ et x™ ! sont respectivement 1 et —Tr(A).

Initialisation. n=1.On a A =(a) ou a € K. D’ou det(x.I, —A) =x—a et Tr(A) = a. La propriété est vraie au rang 1.

Hérédité. On suppose la résultat vrai au rang n —1 € IN*. Soit A = (@i j)1<i,j<n une matrice de .4, (IK). On développe le déterminant
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det(x.I,, — A) par rapport a la derniére ligne, on a :

n—1 .
det(x.Iy —A) = (x—ann) x Mpn@+ 3 (~1* x (=a, ) x Ay (). 6N
=1

ol A, j(x) est le déterminant de la matrice obtenue en supprimant la derniére ligne et la j-eéme colonne de x.I, — A.

o Soit j€[1,n—1]. Pour tout x € K, A, ;(x) est le déterminant d’une matrice dont la j-éme ligne ne dépend pas de x. En développant
Ay j(x) par rapport a la j-éme ligne et en appliquant le premier point de la démonstration, on déduit que A,, ; est polynomiale de
degré inférieur a n — 2.

* On note A1 la matrice obtenue en supprimant la derniére ligne et colonne de A. On a, pour tout x € K, Ap, 5 (x) = det(x.f,,_1 —A1).
Par hypothese de récurrence, la fonction A, ; est polynomiale de degré n — 1 et les coefficients de 1" et x" 2

let —-Tr(Aq).

De (1), on déduit alors que x — det(x.I,, — A) est polynomiale de degré n et les coefficients devant x” et x

sont respectivement

71 sont ceux de :

(x—ann)x @ =Tr(A1) xx""2) = 2" —(ann + Tr(A1D) x "L+, , x Tr(Aq) x 2.

Or, an n +Tr(A1) =Tr(A). Ce qui achéve la récurrence.

» Soit %8 une base de E. On note A la matrice de f dans la base 28. Par définition, pour tout x € R, det(x.Idg — f) = det(x.I,, — A). En
appliquant le point précédent, on déduit que la fonction x — det(x.Idg — f) est polynomiale de degré n et que les coefficients de x™ et
x"~1 sont respectivement 1 et —Tr(A) = —Tr(f).

» Le coefficient constant de x — det(x.Idg — f) est 1a valeur en 0 de cette fonction et on a : det(0.Idg — f) = det(—f) = (=1)" x det(f). O

Définition 5.16 — Polynome caractéristique d’'un endomorphisme

Soit f € £(E). Le polynome caractéristique de ’endomorphisme f est le polynome :
xr(X) =det(X.Idg - f).

Le polynéme y(X) est unitaire et,

X)) =X"=Tr(H)X" 1+ +(=1)" x det(f).

~— @) Théoréme 5.17 - Caractérisation des valeurs propres d’'un endomorphisme
Soient f € L(E) et A € K. On a I'équivalence :
A est une valeur proprede f <= x7(1)=0.

Autrement dit, 'ensemble des valeurs propres de f est ’ensemble des racines du polynéme caractéristique de

f.

Démonstration

Ona:

A est une valeur proprede f <= 3Jxe€E\{0g},f(x)=A.x

— JxeE\{0g},(AIdg - f)x)=0g

< Ker(A.Idg - f) #{0g}

<= AJldg - f est non injective.

Or, A.Idg — f est un endomorphisme de E et E est de dimension finie. Donc, 1.Idg — f est non injective si, et seulement si, A.Idg — f est
non bijective. Ce qui est équivalent a det(A.Idg — f) = 0. Ainsi,

A est une valeur propre de f <= x,(1)=0.

Définition 5.17 — Spectre d’un endomorphisme

Soit f € Z(E). Le spectre de f est 'ensemble des valeurs propres de f. On le note Sp(f) (ou parfois Spy (f)).
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— R Proposition 5.12

Soit f € Z(E). Le spectre de f est 'ensemble des racines du polynéme caractéristique ys dans IK.

Démonstration

Conséquence du théoréeme 5.17 page 23. o

“/® Remarque 5.19

Comme yr est de degré n, on retrouve que f ne peut posséder plus de n valeurs propres distinctes.

— Y Exercice 5.5

On suppose que E =F &G ou F et G sont des sous-espaces vectoriels de dimension respectivesr=1etqg=1
(on a donc dim(E)=n=r+q).

» Déterminer le polynéme caractéristique de la projection p sur F' paralléelement a G.

» Déterminer le polynéme caractéristique de la symétrie s par rapport a F parallelement a G.

Résolution

» Dans une base % adaptée a la décomposition E=F &G, on a :

1 0 o« v o 0
0
1
Matg(p) =
0
: . .0
0 -+ - - 0 0
Le nombre de 1 (respectivement de 0) sur la diagonale est égal a la dimension de F (respectivement de G). D’ou
X-1 0 el o0
0
el .oX-1 o1y X9
. ° . X ° . .
: . -0
0 . 0 X -
» Dans une base 2 adaptée a la décomposition E=F &G, on a :
1 0 - e e 0
0
1
Matg(p) =
-1
: .0
0 -+ v w0 -1
Le nombre de 1 (respectivement de —1) sur la diagonale est égal a la dimension de F (respectivement de G). D’ou
X-1 0 0
0
=l oX-1 . : X 1) X (X4 D).
. N . X + l N . .
: . . 0
0 0 X+1
(n)
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Remarque : Les expressions de y, et x5 trouvées sont encore valable lorsque 7 =0 ou g = 0.

@ Définition 5.18 — Polyndme caractéristique d’une matrice

Soit A € .4,(IK). Le polynome caractéristique de la matrice A est le polynéme caractéristique de ’endo-
morphisme canoniquement associé a A. Autrement dit,

1A =det(X.I,—-A).
Le polynome y4(X) est unitaire et,

1A =X"-Tr(A) X" 1+ +(-1)" x det(A).

Z® Remarque 5.20 - Cas particulier d’'une matrice carrée de taille 2

b

) _|a
SmtA—(c d

) € M3(IK).On a:
X-a -b

_ _ oy _x2_ B
—c X_d‘_(X a)x(X-d)-bxc=X (a+d)X+axd—-bxc

-
=Tr(A) =det(A)

Définition 5.19 - Spectre d’'une matrice

Soit A € 4, (IK). Le spectre de la matrice A est ’ensemble des valeurs propres de A. On le note Spy(A).

— R Proposition 5.13

Soit A € 4, (KK). Le spectre de A est 'ensemble des racines de y4 dans K.

Démonstration

En notant f 'endomorphisme de K" canoniquement associé 28 A. Ona: yq = Xr et donc Sp(A) = Sp (f). Ainsi, d’apres la proposition
5.12 page 24, le spectre de A est I’ensemble des racines de y 4 dans K. o

“/® Remarque 5.21 - Prudence!

2 5 0
» SoitA=|-2 -1 1|Ona:
-2 2 3
X-2 -5 0
xa=det(XI,-1)=| 2 X+1 -1 |=-=(X-2xX%2-2X+5)=(X-2)x(X-1-2i)x (X —1+2i)
2 -2 X-3
Ainsi,

Spr(4)={2} et Spp(A)={2,1+2i,1-2i}.

Il faudra faire attention si dans ’exercice on travaille dans R ou dans C. Le spectre de A peut changer en fonction
du cas ou on se trouve.
» Plus généralement, si A € #,(R), alors A € .#,(C). Donc Spr(A) < Sp(A) et I'inclusion peut-étre stricte.
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—— Corollaire 5.6

Lorsque K = C,
¢ Tout endomorphisme posséde au moins une valeur propre.

¢ Toute matrice posséde au moins une valeur propre.

Démonstration

¢ Le polynome yr est de degré supérieur a 1 et, par le théoréme de d’Alembert-GauB, tout polyndome de C[X] posseéde au moins une
racine dans C. Une telle racine est une valeur propre de f.

e On ade méme yy4 € C[X]. |

— R Proposition 5.14

Deux matrices semblables ont le méme polynéme caractéristique.
En particulier, deux matrices semblables ont le méme spectre.

Démonstration

Soient A et A’ deux matrice semblables.

Par définition, il existe P € GL,(K) tel que A’ =P 1 x A xP. D'ott, X I, — A’ =P~ 1 x (X I, — A) x P. Les matrices X I, — A’ et XI,, - A
sont donc semblables, et elles ont donc le méme déterminant.

Donc, y4r =det(X I, —Ah=det(XI,-A)= XA-

De plus, le spectre de A (respectivement de A’) est ensemble des racines de y4 (respectivement de y4/). Donc, A et A’ ont le méme
spectre. O

“/® Remarque 5.22 - Prudence!

1 00
La réciproque est fausse. Prenons A=I3et B=|0 1 1|. Les matrices A et B ne sont pas semblables (dans le
0 01

cas contraire, les matrices A —I3 =03 et B—1I3 # 0 sont semblables, ce qui n’est pas) etona y4 = yp =X — 1)3 et
Sp(A) =Sp(B) = {1}

— R Proposition 5.15

Une matrice de .#,(IK) et sa transposée ont le méme polynéme caractéristique.

Démonstration

Ona(XI, -A)T = XI, . D’ou, det((X I, A= det(X I, -AT. Or, une matrice et sa transposée ont le méme déterminant.
Donc,)(A:det(XIn—A):det(XIn—AT):XAT. O

II1.2. Ordre de multiplicité d’une valeur propre

Définition 5.20 — Ordre de multiplicité d’'une valeur propre

Soit [ € L(E) (respectivement A € .4, (IK)). Lordre de multiplicité d’'une valeur propre A de f (respective-
ment de A) est son ordre de multiplicité en tant que racine du polynéme caractéristique de f (respectivement
de A).
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Z® Remarque 5.23

Soit A une valeur propre de f € £(E) ou de A € .4, (K).

» Sil’ordre de multiplicité de A est 1, alors on dit que A est valeur propre simple.
» Sil’ordre de multiplicité de A est 2, alors on dit que A est valeur propre double.
» Sil’ordre de multiplicité de A est 3, alors on dit que A est valeur propre triple.

~— @) Théoréme 5.18 - Cas particulier des matrices triangulaires ou diagonales

Soit A € ., () une matrice triangulaire ou diagonale.
Les coefficients diagonaux de A sont ses valeurs propres apparaissant avec leur multiplicité.

Démonstration

» Soit A une matrice triangulaire supérieure. C’est-a-dire une matrice de la forme :

a1 ai2 0 ain
0
A =
. : An-1,n
0 0 ann
Le polyndme caractéristique de A est alors :
X-a11 -aig - —ain
0 n
XA = = H(X_al i)
—QAn-1,n i=1
0 0 X-ann

On en déduit que le polyndome caractéristique d'une matrice triangulaire supérieure est scindé et que les valeurs propres de A sont ses
coefficients diagonaux.

» Si A est triangulaire inférieure alors AT est triangulaire supérieure. Or les polyndomes caractéristiques de A et AT sont les mémes
donc, le polyndme caractéristique d'une matrice triangulaire inférieure est scindé et les valeurs propres de A sont ses coefficients

diagonaux.
» Une matrice diagonale est triangulaire supérieure. Donc, le polyndme caractéristique d'une matrice diagonale est scindé et les
valeurs propres de A sont ses coefficients diagonaux. o

~— &) Théoréeme 5.19

Soit £ un endomorphisme de E ¢ (respectivement A € ./, (IK)).
L'endomorphisme f (respectivement la matrice A) admet au plus n valeurs propres comptées avec multiplicité.

a. On rappelle que E est dimension finie 7.

Démonstration

Lensemble des valeurs propres de f (respectivement A) est 'ensemble des racines de yy (respectivement y4) et la multiplicité de
chaque valeur propre A est la multiplicité de A en tant que racine de yy (respectivement y 4). Il suffit alors d’appliquer le corollaire 5.2
page 18. |

4@ Remarque 5.24

Soit A € 4,(R), alors A € M, (C). On suppose qu’il existe A € C\ R une valeur propre de A.
Alors, A est racine de y4 de méme multiplicité.

On note m la multiplicité de la valeur propre A. On sait alors A est racine de y4 de multiplicité m. Or, comme A est
a coefficients réels, le polynéme y4 est aussi a coefficients réels. Donc, A est racine de y4 de multiplicité m.
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~— &) Théoréeme 5.20

Soit f € ZL(E). On suppose que le polynome caractéristique ys de f est scindé sur KK : cest-a-dire, il

existe 11,...,1, des scalaires deux a deux distincts et m1,...,m, des entiers naturels non nuls tels que :
P

= H(X—)Li)mi

i=1
Alors,
p

p
Tr(f)=) m;xA; et det(f)=1_[/1;n".
i=1 i=1

Autrement dit,
o La trace de f est égale a la somme des valeurs propres de f comptées avec multiplicité.

o Le déterminant de f est égal au produit des valeurs propres de f comptées avec multiplicité.

Démonstration

Appliquer le théoreme 5.12 page 18 et utiliser la définition 5.16 page 23 o

Z® Remarque 5.25 — Réécriture de la proposition précédente a I’aide de Spy (/)

Soit f € Z(E). On suppose que le polynome caractéristique y; de f est scindé sur K. Autrement dit :

v= T &-um
AeSpk(f)

ou, pour tout A € Sp(f), m, est la multiplicité de la valeur propre A. Alors,

Tr(f)= > maxA et det(f)= [J] A™.
AeSpi(f) AeSpi(f)

%) Théoreme 5.21

Soit A € 4, (IK). On suppose que y4 est scindé sur K. Alors,
e La trace de A est égale a la somme des valeurs propres de A comptées avec multiplicité.

o Le déterminant de A est égal au produit des valeurs propres de A comptées avec multiplicité.

“® Remarque 5.26 - Prudence!

» Tout polynéme sur C est scindé. La proposition précédente peut donc toujours étre appliquée lorsque K = C.
» Lorsque K = R, 'hypothése «le polynéme caractéristique est scindé » est fondamentale!

.. . [cos(0) —sin(6) Notation A e .
Soit A = sin(0)  cos(0) avecH e {xeRlx#0[nl} " =  R\nZ. Le polynéme caractéristique de A est :
xa=X2-2cos(@)X +1=(X-e%)x (X -e?),
On a donc :

Spr(A)=2 et Spc(Ad)={el?, e},

e Lorsque K =1R, ya n’est pas scindé et le spectre de A est vide.

e Lorsque K =C, ya est scindé, les valeurs propres sont ¢'¥ et e7'? et on a bien :

Tr(A)=2cos(@) =e'? +e7¢ et det(A)=1=e'? xe Y,
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II1.3. Polynome caractéristique et sous-espace stable

— R Proposition 5.16

Soient f € £(E) et F un sous-espace stable par f (avec F # {0g}). On note fr 'endomorphisme de F induit par
f.

Alors, le polyndéme caractéristique yz, de fr divise le polyndme caractéristique de yr de f. Autrement dit,
XrelXF-

Démonstration

Si F = E, alors le résultat est clair (fg = f). Dans la suite, on suppose F # E.
On note p € [1,n — 1] la dimension de F'.
Soit B = (%41,%PBs) une base adaptée a F (c’est-a-dire, %B1 est une base de F). On sait que la matrice M de f dans la base & est de la
forme
A B

=5 o)
ou A € 4p(K), Be Mppn—pK) et C ety p(K). De plus, A = Matg, (fg). Par la formule du déterminant d'une matrice triangulaire
supérieure par blocs, on a :

XI,-A -B

Xf:XM:det(X.IdE_M): 0 X.In—p_C

‘ =det(X.Ip-A)xdet(X.Ipn-p—-C) =y xdet(X .In—p—C) = xfp xdet(X.Ipn—p - C).

Donc, XF; divise yr. O

/#® Remarque 5.27

En particulier, le spectre de f7 est inclus dans le spectre de [ :

Spi (fr) < Spk (f).

Attention! En général, I'inclusion réciproque est fausse...

‘9- Exemple 5.7

2 2 1
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3, 28 = (e1,e9,e3) unebase de E et f € L(E) tel que Matgz(f)=|-2 1 2].
1 -2 2

On considere I'(hyper)plan d’équation x; + x3 = 0 dans la base 8. On le note F'. Les vecteurs ey et e; — e3 appar-
tiennent a F et ne sont pas colinéaires (car la famille (e1,eg,e3) est libre). La famille (eg,e1—e3) est donc une famille
libre composée de 2 = dim(F') vecteurs de F'. C’est donc une base de F'.

De plus, par lecture de la matrice, f(eg) =2e1+e9—2e3 et f(e1—e3) =e;—4eg—e3. On en déduit que f(ez) e F et
f(e1—eg)e F.Dou, f(F)= f(Vect(eQ,el - e3)) =Vect(f(e2),f(e1—e3)) F. Donc, F est stable par f et la matrice de

fr dans la base %1 = (eg,e1 —e3) est (; _14). D’ou,

X-1 4

m:‘ Ly X_1’:(X—1)2+8:X2—2X+9.

D’au autre co6té,

X-2 -2 -1 0 2X-6 (X-3)x(X-1) X6 (X—3)x(X-1)
rr=| 2 X-1 -2| = 0 X+3 2X-3) |=(-Dx|% 2% —3)
-1 2 x-oMpER sl 9 X -2
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III. ELEMENTS PROPRES EN DIMENSION FINIE DIAGONALISATION DES ENDOMORPHISMES ET DES MATRICES CARREES

Pour obtenir la derniére égalité, on a développé le déterminant par rapport a la premiére colonne. Or,

2X-6 (X-3)x(X-1)
X+3 2(X-3)

2X-3) X-1

_ _ _ _wv2_ — _ _v2 _
X 43 9 =(X-3)x4X-12-X"-2X+3) =X -3)x(-X"+2X-9).

:(X—3)x‘

Donc, x ¢ =(X-3)x(X2-2X +9) et on a bien XfelXr-

~— @) Théoreme 5.22

Soient f € L(E) et A € IK une valeur propre de f de multiplicité m ,. Alors,

1< dim(E,l(f)) <mj.

Démonstration

» D’aprés la remarque 5.2 page 5, l'endomorphisme f de E 2(f) induit par f est une homothétie de rapport A.
La matrice de f dans n’importe qu’elle base de E(f) est donc 1.1 ou p est la dimension de E(f). D’ot, XF= (X -7,

Par la proposition précédente, on a : Xf= (X - 1)P divise y¢. D’ow, p <my. Donc, dim(E;(f)) = p <m,.
» De plus, A est une valeur propre de f, donc E(f) # {0g}. Donc, 1 < dim[E,l(f)). m}

/® Remarque 5.28 — Le sous-espace propre d’une valeur propre simple est de dimension 1

Dans le cas ou A est valeur propre simple de f, alors, par définition, A est racine simple de y;. Donc, par la
proposition précédente, dim(E 1(f)) = 1.

/¢ Remarque 5.29 - Prudence!

Linégalité dim(E 1(f)) < m, peut étre stricte!

-3 -3 2
SoitAz(l 1 —2)€M3(]K).Ona:
2 4 -4
X+3 +3 -2 0 Xx(X+2) 2+ 1 o o o o ¥ )
a=| -1 X-1 +2 - 1 X-1 w2 =T x T EERx k) X'
—2 -4 X+4|/MEIED 0 _ax+n X

Donc, y4 = (X +2) x (X2 +4X +2)=(X +2)°. On en déduit que Sp(A) = {—2} et —2 est racine de multiplicité 3 de A.
De plus, par le théoréme du rang,
dim(E_3(A)) =3 -rg(A +213).

1 -3 2
Or,A+2I3= (1 3 —2). On a L; =-Lg et les lignes Ly et L3 sont non colinéaires, donc rg(A + 213) =2, donc
2 4 -2

dim(E_3(A)) =1<3.

II1.4. Recherche des vecteurs propres

On vient de voir que la recherche des valeurs propres revient a étudier le polynéme caractéristique. Une fois les
valeurs propres déterminées, on s’intéresse a la recherche de vecteurs propres.

Soient f € £(E) et A une valeur propre de f. Un vecteur propre de f pour la valeur propre A vérifie I'’équation
linéaire :

f(x)=A.x.
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En dimension finie, on peut traduire matriciellement cette équation et on est alors ramené a I’étude du systéme
linéaire homogene :

AxX=1X.

4@ Remarque 5.30

D’apres le théoreme du rang,

dim(E(A)) = dim(Ker(A — 1.1,)) = n—rg(A - 1.I,).

‘9" Exemple 5.8 - Notre premiére réduction (vraiment ?)

Soit f ’endomorphisme de R? canoniquement associé a la matrice

1 2
A e

» Ona:
xa=X-2)x(X-3).
Donc,
Spr(A) =1{2,3}.
» Déterminons 11 un vecteur propre de f pour la valeur propre 2.
Pour cela, résolvons le systéeme : A x X =2X ou X = (;)
Ona:

AxX=2X @{:iigi - = x-2y=0

Il
o o

Prenons par exemple u1 =(2,1).
Remarque : on a en fait montré que Eo(f) = Vect(u1).
» Déterminons us un vecteur propre de f pour la valeur propre 3.

Pour cela, résolvons le systéme : A x X =3X ou X = (;)
Ona:

Il
=]

AxX=3X < {—2x+2y — x-y=0.
—x+y

Il
[e)

Prenons par exemple uo =(1,1).
Remarque : on a en fait montré que E3(f) = Vect(ug).
» D’apres le théoreme 5.3 page 6, la famille (u1,u2) est une famille libre de ]R2, qui est de dimension 2. La famille
PB =(u1,us) est une base de R2. De plus, f(u1)=2u1 et f(ug) =3ug
La matrice de f dans la base 28 est donc :
2 0
b= (0 3)

» Remarque : par la formule de changement de base, on a: D =P~ x A x P ou P est la matrice de passage de la

2 1
base canonique de R? 4 la base % : autrement dit, P = ( 1 1) .
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IV.Diagonalisation

Dans toute cette partie E est supposé de dimension finie n = 1.

IV.1.Endomorphisme diagonalisable

Définition 5.21 - Endomorphisme diagonalisable

Soit f € L(E).
» On dit que f est diagonalisable lorsqu’il existe une base 24 de E dans laquelle la matrice de f est diagonale.
» Diagonaliser f, c’est cherche une telle base 23, et calculer la matrice de f dans cette base.

— R Proposition 5.17

Soit f € L(E).

» L'endomorphisme f est diagonalisable si, et seulement si, il existe une base % de E formée de vecteurs
propres de f.

» On suppose [ diagonalisable et on note 98 une base formée de vecteurs propres de f, Alors, les coefficients sur
la diagonale de la matrice de f dans la base 98 sont les valeurs propres de f apparaissant avec leur multiplicité.

Démonstration

» (=) Supposons f diagonalisable. Par définition, il existe 28 =(e1,...,e,) une base de E telle que

A1 0 - 0
A
Matg(f) = 2
: . .0
0 - 0 A,
On en déduit que, pour tout & € [1,n], f(ep) = Ap.ep. De plus, les vecteurs eq,...,e; sont non nuls (car la famille (eq,...,e,) est libre).

Donc la base 2 est formée de vecteurs propres de f.

(<) Supposons qu’il existe une base B = (eq,...,e,) de E formée de vecteurs propres de /. Alors, pour tout % € [1,n], f(ep) est colinéaire
a ey,. Donc, la matrice de f dans la base 9 est diagonale.

» Si f est diagonalisable, alors la matrice de f dans une base de E est

A4 0 - 0
0 2 :
Matg(f) = 2
)
0 - 0 Ay
n
Dou, xr = 1_[ (X = Ap). Or les racines de y sont exactement les valeurs propres de f comptées avec multiplicité. m}

k=1

‘¢- Exemple 5.9 - Les endomorphismes remarquables sont diagonalisables

» Les homothéties sont diagonalisables.

Soit A € K et A ’homothétie de rapport A. Pour toute base 98 de E, on a :
Matg(h)=A.1,.

La matrice Matg(h) est diagonale, donc & est diagonalisable.
» Les projecteurs sont diagonalisables.
Soit p un projecteur (c’est-a-dire p € Z(E) et pop = p). On sait qu’alors E = F @G ou F = Ker(p —Idg) et G = Ker(p).

o Si F ={0g}, alors p est 'endomorphisme nul et est diagonalisable (homothétie de rapport 0).
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IV. DIAGONALISATION

e Si F =E, alors p est I'identité et est diagonalisable (homothétie de rapport 1)

e Si F #{0g} et G #{0g}, alors en considérant 98 une base adaptée a la décomposition E=F & G.On a :

1 0
0

Matg(p) =

0 - v o 0

0

0
0

La matrice Matg(p) est diagonale, donc p est diagonalisable et le nombre de 1 (respectivement de 0) sur la

diagonale est égal a la dimension de F' (respectivement de G)

» Les symétries sont diagonalisables.

Soit s une symétrie (c’est-a-dire s € L(E) et sos = s). On sait qu’alors £ = F&G ou F = Ker(s—1dg) et G = Ker(s+1dg).

e Si F ={0g}, alors s est 'endomorphisme —Idg et est diagonalisable (homothétie de rapport —1).

e Si F =FE, alors s est I'identité et est diagonalisable (homothétie de rapport 1)

e Si F#{0g} et G #{0g}, alors en considérant 98 une base adaptée a la décomposition E =F &G.On a :

1 0 0
0
Matg(s) = 1
-1
: . .0
0 -+ o o 0 -1

La matrice Matg(s) est diagonale, donc s est diagonalisable et le nombre de 1 (respectivement de —1) sur la

diagonale est égal a la dimension de F' (respectivement de G)

IV.2. Caractérisations des endomorphismes diagonalisables

~—— & Théoréeme 5.23

Soit f € L(E). Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. L'endomorphisme [ est diagonalisable.
. Il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est diagonale.

2
3. Il existe une base de E formée de vecteurs propres de f.
4

E= @ EuN.

AeSpi ()

5. dmE)= Y dim(Ea(f)).
AeSpi (1)

Démonstration

» Léquivalence (1) < (2) est la définition d’« endomorphisme diagonalisable ».
» On a déja montré les équivalences (2) <= (3) dans la proposition 5.17 page 32.

P, le nombre de valeurs propres distinctes de f, est inférieur a n = dim(E)) .

» Montrons la chaine d’implication (3) = (4) == (5) == (3). On note Sp (f) ={A1,...,Ap} (es A1,...,1, sont deux a deux distincts et
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¢ On suppose (3). Par le théoréme 5.3 page 6, on sait déja que la somme Z E),(f) est directe. Il reste & montrer que E Z E),(f)
k=1 k=1
(Pautre inclusion est claire).

Par (3), il existe une base % =(eq,...,e,) de E formée de vecteurs propres de f.
Soit x € E. On décompose x dans la base 9B : x = aj.e1 + -+ ap.ep ol (ay,...,a,) € K™, De plus, pour tout & € [1,n], e, est un
vecteur propre de f, donc appartient & un des sous-espaces propres E ), (f),E,(f),....E ;Lp(f ). On en déduit que x est une somme

P )4
de vecteurs appartenant 4 un des sous-espaces propres E;Ll(f),E)L2 f),... ,E;Lp (f). Donc, x € Z E/Ik (f). Ainsi E = @ E/lk (f) et (4)
k=1 k=1
est montrée.

¢ On suppose (4). Comme E = EB Eﬂk(f) et la somme @ Elk(f) est directe, on a :
k=1 =1
p
dim(E) = ) dim(E,(f)).
k=1

Donc (5) est montrée.

p
¢ Supposons (5). On considere pour tout € [1, p] une base %, de E,, (f). Comme la somme @ E,(f) est directe, la famille 2
k=1

obtenue en concaténant les base %;,...,%)p est une famille libre de E. De plus, elle est composée de Z dim(E am(f )) = dim(E)
k=

vecteurs. Donc, 98 est une base de E. De plus, par définition de sous-espaces propres, les vecteurs de la base 9 sont des vecteurs
propres de f. Ainsi (3) est montrée.

,_ Y Exercice 5.6

Soit f € Z(E) un endomorphisme diagonalisable. On suppose que Spy(f) = {1}.
Montrer que f est 'homothétie de rapport A.

Résolution
On sait que f est diagonalisable et posséde comme unique valeur propre A. Par le théoréme 5.23 page 33, on a :
E =E(f)=Ker(f - A.1dg).
Autrement dit, pour tout x € E, (f — A.Idg)(x) = 0. Or, (f — 1.Idg)(x) = f(x) — 1.x. On en déduit que, pour tout x € E, f(x) =

Ainsi,

f est ’'homothétie de rapport A.

~— &) Théoréeme 5.24

Soit f € £(E) ou E est de dimension n.
Si f possede n valeurs propres distinctes deux a deux (autrement si y est scindé a racines simples), alors f
est diagonalisable.

Démonstration

n
Notons A1,...,A, les différentes valeurs propres de f. Par le théoréeme 5.22 page 30, on a alors Z dim[E,lk () = n. Or, la somme

k=1
n n n n
EB E ), (f) est directe. Donc, dim(@ E,, (f)) = Z dim(Elk(f)) = n. On en déduit que E = EB E),(f). Par le théoreme précédent, f
k=1 k=1 k=1 k=1
est diagonalisable. O

/@ Remarque 5.31

Dans ce cas, pour tout % € [1,n], dim(E Af )) =1, donc les sous-espaces propres de f sont des droites vectorielles.
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“# Remarque 5.32 - Prudence!

La réciproque du corollaire est fausse. Lapplication identité est diagonalisable mais posséde 1 comme unique valeur
propre.

~— @ Théoreme 5.25

Soit f € L(FE). Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. I'endomorphisme [ est diagonalisable.

2. xr est scindé sur KK et, pour tout A € Spi(f), la multiplicité de la valeur propre A est égale a la dimension
du sous-espace propre E;(f).

Démonstration

On note Spi (f) ={A1,...,Ap} (les A1,...,Ap sont deux a deux distincts et p <n ou n = dim(E)). Pour tout & € [1,p], on note m;, la
multiplicité de la valeur propre 1.

p
Le polynéme caractéristique de f est degré n (ou n est la dimension de E). On a alors I'inégalité Z mp, < n. De plus, on a I'égalité
k=1

P
Z mp, = n si, et seulement si, Xr est scindé sur K (théoreme 5.11 page 18).
k=1
Or, par le théoréme 5.22 page 30, pour tout & € [1,n], on a : dim(E , (f)) < my. Donc,

p p
Y dim(Ey, ()< ) mp<n.
k=1 k=1

p
Ainsi, d’apres le théoréeme 5.23 page 33, on a I’équivalence : f est diagonalisable si, et seulement si, n = Z dim(E 1 (f )) si, et
k=1

p
seulement si, n = Z my, et, pour tout k € [1,n], dim(EAk(f)) =my,. Ce qui est équivalent a : xf est scindé sur KK et, pour tout % € [1, p],
k=1
dim(E,lk(f))ka. m}

IV.3.Matrices diagonalisables

Définition 5.22 — Matrice diagonalisable

Soit A € 4, (IK).

» On dit que la matrice A est diagonalisable lorsqu’elle est semblable 4 une matrice diagonale. Autrement dit,
une matrice est diagonalisable sil existe deux matrices P € GL, () et D diagonale telle que D =P 1 x A x P.
» Diagonaliser A cest chercher deux matrices P € GL,(KK) et D diagonale telle que D =P ! x A x P.

/¢ Remarque 5.33

Une matrice est toujours semblable a elle-méme. Une matrice diagonale est donc diagonalisable.

— R Proposition 5.18

Soient % une base de E, f € L(E) et A € 4,(IK). On suppose que A = Matg(f).
La matrice A est diagonalisable si, et seulement si, f est diagonalisable.

Démonstration

(=) On suppose A diagonalisable.
Comme A est diagonalisable, il existe D une matrice diagonale semblable a A. Par la formule de changement de base, A et D
représentent f dans deux bases différentes. Autrement dit, il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est diagonale. Par
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définition, f est diagonalisable.

(<) On suppose que f est diagonalisable. Par définition, il existe ' une base de E telle que D = Mat/(f) est diagonale. Les matrices
A et D représentent f dans deux bases différentes, donc A et D sont semblables. Comme D est diagonale, on en déduit que A est
diagonalisable. o

— Corollaire 5.7

Soit A € ., (K) et f4 'endomorphisme de K" canoniquement associée a A.
La matrice A est diagonalisable si, et seulement si, 'endomorphisme f4 est diagonalisable.

Démonstration

Appliquer le résultat précédent avec E = IK" et 98 la base canonique de IK". o

/¢ Remarque 5.34

Soit A € ., (IX) une matrice diagonalisable et f4 I’endomorphisme de K" canoniquement associé a A.

Par définition, il existe deux matrices P = (Cl Cn) € GL,(K) et D = diag(14,...,A,) diagonale telle que
D=P 'xAxP.

On note (eq,...,e,) la famille de IK” dont la matrice dans la base canonique de K" est P. Comme P est inversible,
la famille (eq,...,e,) est une base de K" et, par la formule de changement de base, 1a matrice de f4 dans la base
(e1,...,en) est D. De plus, les vecteurs de la famille (ey,...,e,) sont des vecteurs propres de f4 et les coefficients
diagonaux de D sont les valeurs propres de f4 apparaissant avec multiplicité. Donc,

Vie[l,n],AxC;=21;.C; et fale;)=A;.e;.

~— &) Théoréeme 5.26

Soit A € 4, (IK). Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. La matrice A est diagonalisable.

2. A est semblable a une matrice diagonale.
3. K"= @ E;(A).

A€Sp(A)
4. n= Z dim(EA(A)).
A€Sp(A)
Démonstration

On sait que A est diagonalisable si, et seulement si, f4, 'endomorphisme de IK"” canoniquement associé & A, est diagonalisable. Il
suffit d’appliquer le théoréme 5.23 page 33 a f4. o

~— @) Théoréeme 5.27

Si A une matrice d’ordre n posséde n valeurs propres distinctes deux a deux (autrement dit, si y4 est scindé a
racines simples), alors A est diagonalisable.

Démonstration

On sait que x4 = xr, ou f4 est 'endomorphisme de K" canoniquement associé & A. Il suffit d’appliquer le théoréme 5.24 page 34 a
fa- o
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“# Remarque 5.35 - Prudence!

La réciproque du corollaire est fausse. La matrice identité est diagonalisable (car diagonale) mais possede 1 comme
unique valeur propre.

/® Remarque 5.36

Dire que A posséde n valeurs propres distinctes deux a deux est équivalent a dire que ya est scindé a racines
simples.

‘¢- Exemple 5.10

La matrice

1 2 3
A=(0 2 -1|e.#3(R)
0 0 3

est triangulaire supérieure. Son polyndome caractéristique est donc :
1A =X -1 x (X -2)x (X -3).

Il scindé a racines simples. On en déduit que Spr(A) = {1,2,3} et que A est diagonalisable. Autrement dit, il existe
P € GL3(KK) telle que :

100
PlxAxP=|0 2 0
0 0 3

— € Théoréeme 5.28

Soit A € 4, (IK). Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. La matrice A est diagonalisable.

2. xa est scindé sur K et, pour tout A € Sp(A) la multiplicité de la valeur propre A est égale a la dimension du
sous-espace propre E;(A).

Démonstration

On sait que A est diagonalisable si, et seulement si, f4, 'endomorphisme de IK"” canoniquement associé & A, est diagonalisable. Il
suffit d’appliquer le théoréme 5.25 page 35 a f4. o

“® Remarque 5.37 - Méthode pour déterminer si une matrice est diagonalisable

Soit A € 4, (K)

1. On commence par calculer y4. Si y4 n’est pas scindé alors A n’est pas diagonalisable. Sinon on en déduit Spy(A)
et la multiplicité des différentes valeurs propres.

2. Pour chaque valeur propre A, on détermine la dimension de E3(A) (soit en cherchant une base de E;(A), soit en
cherchant le rang de A — 1.1, et en appliquant le théoreme du rang). S’il existe une valeur propre A telle que la
dimension de E (A) est strictement inférieure a la multiplicité de A, alors A n’est pas diagonalisable.

3. Sinon, en juxtaposant les bases des différents sous-espaces propres de A, on obtient une base % de .4, 1(IK)
formées de vecteurs propres de A. De plus, en notant P la matrice de passage de la base canonique de ./, 1(KK) a
la base % :

e Les colonnes de P sont les vecteurs propres de A.
e« D=P7 ! x A xP ou D est une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de A

G. BOUTARD 37 Lycée GAY-LUSSAC



IV. DIAGONALISATION DIAGONALISATION DES ENDOMORPHISMES ET DES MATRICES CARREES

écrites dans le méme ordre que les vecteurs propres et chaque valeur propre apparait autant de fois que sa
multiplicité.

— Y Exercice 5.7

Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables?

4 1 5 -1 -1 1 -1 0 -1
A=|-6 -1 -10 B=|4 4 -2 et C=13 1 2
0O o0 1 0 1 1 4 0 3
Résolution
A rédiger

IV.4. Applications de la diagonalisation

Calcul des puissances d’une matrice

—— Lemme 5.1

Soient A et B deux matrices de .#,(IK). On suppose qu’il existe P € GL,(KK) telle que B=P ! x A x P. Alors,
pour tout k2 € IN, Bt=p1xA*kxpP.

Démonstration

Récurrence. Faites-la! Je vous laisse de la place.

/#® Remarque 5.38

Avec les notations du lemme, A est inversible si, et seulement si, B est inversible. Dans ce cas, pour tout % € Z,
Bf=p~lx Ak xP.
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/® Remarque 5.39 — Application aux cas des matrices diagonalisable

Soit A € 4, (IK) une matrice diagonalisable.
Il existe alors une matrice P € GL,,(IK) et A’ une matrice diagonale telle que A’ =P ! x A x P. Par le lemme on a :

VkeN, Ak =P x A x P71,

A0 - 0 Mleo...()
A .
On note, A’ = 0 Az . On a alors, pour tout £ € IN, (AN = 0 A . La matrice A” est alors
0 - 0 A, 0 - 0 A
donnée simplement par :
Ao 0
k .
Ab=px| 9 A2 xP7L,
- 0
0 0 A

n

‘¢- Exemple 5.11

2 4
Ona ys =X2-5X +6=(X-2)x(X —3). La matrice A est de taille 2 et posséde 2 racines distinctes, donc A est
diagonalisable.

On sait de plus que E9(A) et E3(A) sont de dimension 1.

Or, A-213= (—2 1 ; 1) et A—3I3= (—22 —11) On en déduit que (_11) € E5(A) et (_12) € E3(A).

Soit A = (1 _1) € Mo(K).

Une base E3(A) est donc ((_11)) et une base E3(A) est donc ((_12))

1 1
En notant P = (_ 1 _ 2), on sait alors que (

2 1
-1 _
P _(_1 _1).

Ainsi, pour tout £ € IN,

k k E+1 ok ok+l _ k
L (zexp_lz(l 1)X2 0 (2 1):2k 8t 2t1-2x3h)
0 3 -1 -2 0 3 -1 -1 -2"+3 —2"+2x%x3

0):P_1xAxP.D’oﬁ,A:Px(2

2 -1
0 3 0 3) x P7*. De plus, on trouve que

Résolution d’un systéme de suites récurrentes (sur un exemple)

On définit le suites (©,),eclN et (Vn)neN par

uo=2 Un+l = Un—VUn
vnelN
{ vo=1 et n ’{ Un+1 = 2u,+4v,

u .
Pour tout n € IN, on pose X, = (vn) Le systeme précédente se réécrit :

n

X():(?) et VnEIN,X,H_l =A ><Xn,
. 1 - . .
ou A= (2 4 ) On montre par récurrence (faites la!) que :

VnelN, X" =A" x X,.
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IV. DIAGONALISATION DIAGONALISATION DES ENDOMORPHISMES ET DES MATRICES CARREES

On s’est alors ramené au calcul des puissances de A", ce qui a été fait dans ’exemple précédent. On en déduit que,
pour tout n € IN,

“l-2"+3" —27+2x3") (1) | -2"t1412x3" 2" +2x 3"

= X =
Un

Ainsi,
VnelN,u,=3x2""1-4x38" et VnelN,v,=-3x2"+4x3"

Résolution d’un systeme différentiel a coefficients constants (sur un exemple)

On considere le systéeme : pour tout ¢ € R,

x'(t) = x(t) — y(2)
(5) { ¥ (#) = 2x(8) + 4 y(2).

On remarque que les solutions de ce systéme sont de classe € sur R.

/
Pour tout ¢ € R, on pose X(¢) = (;ﬁg) et pose Y () = (;;Eg)
Le systeme se réécrit alors Y(¢) = A x X(¢) ou A = (; —41)

On sait que A est diagonalisable et A = P x (3 g) x P71

On a alors, P lxy@®)= (i g) x P71 x X(¢).
On a

P = [ZHOH0)

—x(2) — y(¢)

Pour tout ¢ € R, on pose u(t) = 2x(t) + y(¢) et v(t) = —x(¢) — y(¢t). De plus, on a, pour tout ¢t € R, x(¢) = u(t) + v(t) et
y(t) = —u(t) — 2v(t). On en déduit que x et y sont dérivables et, et seulement si u et v sont dérivables. De plus, pour
tout t € R,

Plxy()= (Zx ®M+y (t)) _ (z/f:;)

—x'(t) - y'(¢)

o ) u'(D)) (2 0)_ (u®)_(2u®) P . .
Ainsi, on a : pour tout t € R, (v’(t)) = (O 3) X (v(t)) = (3v(t)) . On en déduit que x et y vérifient (S), si et seulement

u' =2u
v'=3u

Ce systéme est équivalent a : il existe (1, ) € R? tel que, pour tout t € R,

si, u et v vérifie :

{ u(t) = A x e?t
v(t)=px el

Or, on sait que (;22) =P x (z((:))) Ainsi, 'ensemble des solutions de (S) sont les fonctions de la forme :

x(t) = Axe2l+puxed

y(£) —Axe?t—2uxedt

Vte]R,{

out (A, ) € R2.
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DIAGONALISATION DES ENDOMORPHISMES ET DES MATRICES CARREES V. ANNEXE

V.1.A la fin de ce chapitre,...

1. ... je connais la définition de «valeur propre », de « vecteur propre », d’« élément propre » et de « sous-espace
propre »;

. je sais relier la notion de valeur propre a la notion d’injectivité;
. je connais les deux caractérisations de multiplicité d'une racine;
. je connais la propriété particuliére vérifiée par les racines complexes d’'un polynéme a coefficients réels;

. je connais les relations coefficients-racines;;

A

. je sais encadrer la dimension d’'un sous-espace propre, et je connais la conséquence de cet encadrement pour les
valeurs propres simples;

7. ...]je sais utiliser la division euclidienne de polynémes pour calculer les puissances d'une matrice;
. je connais les 5 caractérisations pour qu'un endomorphisme soit diagonalisable;
. je connais les 4 caractérisations pour qu'une matrice soit diagonalisable;
10. ... je connais une condition suffisant pour d'un endomorphisme/une matrice soit diagonalisable et je connais un
contre-exemple a la réciproque :
11. ... je sais montrer qu'un projecteur est diagonalisable, et en déduire que le rang d’un projecteur est égal a sa trace;
12. ... je sais montrer qu'une symétrique est diagonalisable.
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V. ANNEXE

DIAGONALISATION DES ENDOMORPHISMES ET DES MATRICES CARREES

V.2. Testons I'A sur ce chapitre

Enoncé.

On considére les matrices "2x2" dont les coefficients sont des 0 et des 1. Parmi ces matrices, lesquelles sont
diagonalisables ? Affiche la réponse sous la forme d’une liste.

Solution proposée par I'A.

n° | Matrice | Diagonalisable? | Remarque
0 0 . .
1 0 0 Oui Matrice nulle
0 0 . e 1
2 0 1 Oui Déja diagonale
0 0 . .
3 10 Oui Valeurs propres réelles
00 . . L.
4 11 Oui Valeurs propres distinctes
01 . . . .
5 0 0 Oui Nilpotente, diagonalisable
01 . en g . .
6 0 1 Oui Déja triangulaire diagonale
01 .
7 10 Oui Valeurs propres : £1
01 .
8 11 Non Une seule valeur propre double (non diag.)
10 . .
9 0 0 Oui Déja diagonale
10 . . o
10 01 Oui Matrice identité
10 .
11 10 Oui Valeurs propres : £1
10 . .
12 11 Non Valeur propre double, 1 seule direction
11 . .
13 0 0 Oui Valeurs propres réelles
11 . .
14 0 1 Non Valeur propre double, non diagonalisable
11 . . .
15 10 Oui Valeurs propres distinctes réelles
11 . .
16 11 Non Valeur propre double, 1 seule direction

Qu’en pensez-vous ?
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