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& Partie B - Calcul de sommes

Séries entieres

Feuille d’exercices #09

* Exercice 5 — Trouver le rayon de convergence des séries entieres suivantes,
calculer leur somme et, s’il y a lieu, étudier la convergence aux bornes.

& Partie A - Rayon de convergence 2n+1

X x" x"

ZZn(2n+1); 2 ch(ma”; Z(Zn)!; by

2n+1
* Exercice 1 — Déterminer le rayon de convergence des séries entieres de terme

général a,x", pour : ** Exercice 6 — Déterminer le rayon de convergence et préciser la somme de :
2 2
1 n" ) 2 x" n“+n+l , n“+2n-1 _, 2n+1 ,
_ . _ . _ . _ . _ o(n+1)* _ (n-1)"., ; x"; —  x": x"-
an—\/ﬁ, ap=ch(n); ap,=cos(n); an= T an=e e ; Zn(n+2) 2 " 2 n+ ! 22n+3
) 2nm ch(n) x3n (-n"
sin(na 1 1 it on. n. A 4n-1
an =1In(n!); an:%; an:arccos(l——z); an:f 1+ 5" dt ZCOS( 3 )x DY w7 Z(gn)!’ 2 an -
n 0
+00 (_ )n—l +00 (—l)n
i . . . . N * Exercice 7 — Calculer Z —et Z .
* Exercice 2 — Déterminer le domaine de convergence des séries entiéres : n=1 I n=o2n+1
+00 n!
—1)"x" Vint+n * Exercice 8 — Soit f la fonction définie par f(x) = 2n+l
> X" > L; Y arctan(n®)x"; ). f sin(¢?) dt | x" ! par f ,;0 1-3-5---2n+1)
neN n=2 n(n-1) neN neN nm

Préciser le domaine de convergence de la série entiere puis expliciter f(x).

. . - - *x Exercice 9 —
* Exercice 3 — Soit }_ a,z" une série entiére de rayon de convergence R > 0. n

z
On note R’ la rayon de convergence de ¥ b,,z", o1 'on a posé : 1. Déterminer le domaine de convergence de la série entiere Z -
neN*
+00 rn i
VneN, b,= _n 2. Pour r € [0,1[ et 6 €]0,2x], calculer ¢(r) = )| —e',
1+ |ayl =1
L. 1 cos(nd 0 t®sin(nf) n-0
1. Comparer |ay| et |by|. En déduire que R’ = max(1, R). 3. En déduire que Z # = —ln (2 sin(z)) et Z # = >
- - n
2. Endistinguant les cas R’ =1 et R’ > 1 et en exprimant |a,| en fonction de n=1 n=1

/I _
|by|, prouver que R’ = max(1, R). n

* Exercice 10 — Soit (1) ,en Une suite réelle bornée. On pose S, = Z Uk
*x Exercice 4 — Soit }_ a, z" une série entiere de rayon de convergence R > 0.

k=0
P . L. N L . Un n
Déterminer le rayon de convergence des séries entieres : 1. Quel est le rayon de convergence des séries entieres Z —x" et Z —x"?
n=0 1 n=0 1
an On note f et g leurs sommes respectives.
Y anZ et Y izt et Y "
| 3 / !/
=0 n>0 nso0 2. Donner une relation entre f'(x), g(x) et g'(x).
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** Exercice 11 — Soit A € .#,(C). Déterminer le rayon de convergence de

)" Tr(A™)z" puis exprimer sa somme en fonction de y 4.
n=0

an
et

2
* Exercice 12 — Soit (a,) sen 1a suite définie par la relation a2 = an+1 + —
n

ap = a; = 1. On note f la somme de la série }_ a, x".
1. Prouver que le rayon de convergence de la série entiere ) a, x" vaut 1.
2. Montrer que f est solution de (1 - x)y'(x) — 2x+ 1) y(x) = 0.

* Exercice 13 — Soit (ay) ey Vérifiant pour tout n €N, a, = a,-1 + ap—2 — An-3.
1. Déterminer a et M > 0 tels que pour tout n €N, |a,| < Ma”.
2. En déduire que le rayon de convergence de Y a,z" est strictement positif.

3. Calculer la somme de la série entiere et en déduire I’expression de aj,.

*x Exercice 14 — Nombres de Catalan

n
Soit (u,) la suite d’entiers définie par 1y = 1 et, pourtout n € N, 141 = Z UpUp_f.
+00 k=0

Donner al'aide de f(x) = Z u,x" une expression simple de u, en fonction de n.
n=0

** Exercice 15— Nombre de dérangements
Soient n € N* et dj, le nombre de permutations de [1, n] sans point fixe.
+00

On convient que dy = 1 et on considere la fonction f définie par f(x) = Z
n=0

n
—x".
n!

1. Montrer que f est définie sur ] —1,1[.

" (n
2. Prouver que pour tout n € N*, n! = Z (k) dp—r.
k=0
3. En déduire f(x) puis exprimer d,, en fonction de n.

**x Exercice 16 — Nombre de partitions
Pour tout n € N, on note d, le nombre de partitions de 'ensemble [1, n], avec,
comme convention, dyp = 1.
n +o0 1.n
n ) 1 k
1. Montrer que pour tout neN, d,1 = Z dippuisqued,=-) —.
i=o\k € jzo k!

. dn
2. Déterminer le rayon de convergence de ) | —'x" et calculer sa somme.
n!

L

*x* Exercice 17 — Nombre d’involutions
Pour n € N*, on appelle involution de [1, n] toute permutation o € &, telle que
o oo =1id. On note i, le nombre d’involutions de [1, n]. Par convention, iy = 1.

i - L1y
1. Montrer que le rayon de convergence de Z —n'x" est supérieur ou égal a 1.
n=0 v
2. Montrer que pourtout n=2, iy =ip_1+(n—1)i,_2.
+00 7

. Calculer, pour x €] - 1, 1], f(x) = )_ l_n.xn'
= nl

w

oo . In
4. Déterminer lim — en +oo.
n—+oo p!

*xx Exercice 18 — Nombre de surjections
Pour n, p € N*, on note s, , le nombre de sujections de [1, ] dans [1, p].

+00
On considere alors la fonction génératrice S, définie par S,(z) = Z p—'z”.
n=1 1

1. Donner la valeur de s, , pour p > n et trouver un majorant simple de sy, .
Quel est le domaine de définition de S, ?

k
k=1
3. En déduire que pour tout p e N*, S,(z) = (e* - 1)”.

" (n
2. Montrer que pour tous 1, p e N*, 5,11, = Z ( Sp,n—k-

& Partie C - Comportement au bord
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+00 (_l)n
* Exercice 19 — Soit f:x— ) ————x"
ns n(n—1)

Préciser le domaine de définition de f et exprimer f al’aide de fonctions usuelles
sur]—1,1[. Calculer f(1) et f(—1).

+00 n
* Exercice 20 — On pose, sous réserve d’existence, f(x) = Z 7 pour x € R.
n=1VvVn

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére définissant f.
2. Ftudier la convergence de la série entiére en 1 et en —1.

3. FEtablir la continuité de f en —1.
4

. Déterminer al’aide d’'une minoration la limite de f en 1.
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. . N 1
** Exercice 21 — On consideére la série entiere Z In (1 + —) x".
n=1 n

1. Déterminer son domaine de convergence.
2. Montrer que la série converge uniformément sur [—1,0]. Qu’en conclure?

3. Ftudier la limite en 1~ de (1 — x) f(x), ou1 f désigne la somme de la série.

+00 1
*x Exercice 22 — On définit, sous réserve de convergence, f(x) = Z sin (7) x".
n=1 n

1. Donner le domaine de définition de f puis étudier la continuité de f.

2. Justifier que (1 - x) f(x) T ¢ o ¢ est un réel a déterminer.
PR

+00 oo
*+ Exercice 23 — Calculer f(x) = ) H,x" et prouver que f(x) = In(n)x".
n=1 I |

*x Exercice 24 — Théoréme de convergence radiale d’Abel - cas complexe
Soit } a,z" une série entiere complexe de rayon de convergence égal a 1.
On suppose que }_ a, converge.

1. On fixe 6y € [0, 1/2[. Représenter 'ensemble :
Ny, ={z€Cllzl<1et3r>0,30 € (00,00, z=1-re}
Représenter graphiquement I'ensemble Ag, .

2. Soit z € C tel que |z| < 1. On note R, le reste aurang n de Y a;,.

+00 +00
Montrer que f(2)— )_ an=(z—1) )_ Rpz".
n=0 n=0

0 |lz—1] 2
3. Montrer que pour z=1-re"” € Ay, < .
1-]z| 2cos(@g)—r
+00
4. En déduire que lirr{ f@=) an.
Y n=0

ZEAgo

* Exercice 25 — Soit (a;,) ;e une suite réelle telle que Y |a,+1 — an| converge.

1. Justifier la convergence de (a;) ,en Vers une limite notée par la suite ¢.

Qu’en déduire au sujet du rayon de convergence de Y a,x"?
+00
2. Montrer que linll 1-x) Z a,x"="¢.
= n=0

L
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** Exercice 26 — Un autre théoreme taubérien
Soit (@) nen € CV. On suppose le rayon de convergence de ¥ a,x” égal a 1 et on

note f sa somme. On suppose de plus que S(x) ¢ eRetque ay =0 (l)

—+oc0 ‘N

x—1-
1. Montrer que pour tous x€ [0,1[ et n €N,

n
1
s(l—x)ZklakH—- sup klagl

Y ak—f)
k=0

k=0 n(l—=x) kept1
+00

2. Justifier la convergence de ) a, et montrer que ¢ = Z a.
n=0

*~ Exercice 27 — Soit }_ a,x" une série entiére de rayon de convergence égal a 1.
On note S la somme de la série et on suppose que S(x) eR.

x—1-
1. Lasérie ) a, est-elle nécessairement convergente?
2. On suppose que (a,) ,en est a valeurs positives. +oo

Prouver la convergence de Y a, et montrer que ¢ = Z an.
n=0

*+ Exercice 28 — Soient (1,) neny, (Vn) nen € (RN telles que un ~ Un
—+00

On suppose que le rayon de convergence de ) v, x" vaut 1 et que }_ v, diverge.
1. Par un découpage judicieux et en revenant a la définition de la limite,

+00 +00 +00
montrer que Y v,x" +oopuisque Y upx" ~ Y vux".
n=0 x—1" n=0 =17 020
+00
2. En déduire un équivalenten 1~ de Z In(n)x".
n=1

** Exercice 29 —

1. Soit f: R} — R, une fonction décroissante supposée intégrable.
Montrer que pour tout h > 0, Z f(nh) converge et que :

n=1

+00 +oo
mnhmem=f f(ode
h—0* n=1 0

+00 n
2. Enposant x = e, déterminer un équivalent de Z — lorsque x — 1™
n=1

]
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& Partie D - Développements en série entiere

* Exercice 30 — Donner le développement en série entiére de :

fx) = ln(;t—i) ;i gx)=sh(x)cos(x); h(x)=In*(1+x);

. xv2 | _ 1 ) B .
](x)—arctan(l_ 2), k(x)——x2+x+1, I(x) = arcsin(x)

* Exercice 31 — Donner le développement en série entiére de :

f(x)=In(x*-5x+6); gx) = ln(g al ) ; h(x) =cos(x)ch(x) ;

—x2
k(x) = arctan(L) . l(x) _ arcsin x Lm0 = ln(l——x) .
- 1+x ’ - ‘/]._xz ’ - x_]_ )
* . de
_ 2 . _
p(x) —fo cos(t9) dt; r(x)_/_oom

b8
~ Exercice 32 — Pour @ € ]0, > [, donner le développement en série entiére de :

) 11—cost xsinf
x—sh(arcsinx); x~— ——dt et x— arctan|—
X t 1-xcos6
+00
*+ Exercice 33 — Soienta€]—1,1[et f:x— )_ sin(a”x).
n=0

1. Montrer que f € €®°(R) et que pour x € Ret p e N*, | fP (x)| < ial
—la

2. En déduire que f est développable en série entiere sur R.

* Exercice 34 — Soit f € €1 (R) telle que pour x € R, f'(x) = f(x)+ f(Ax). (I1A| < 1)
1. Montrer que f est de classe € puis que pour tous ke Net a >0,

L% o caa < A+ IADE 1 ool aa

2. En déduire que f est développable en série entiere sur R.

L
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*x Exercice 35 — Inverse d’'une série entiere
+00

Soient f(x) =1+ Z anx" et R >0 le rayon de convergence de Y a, x".
n=1
1. On suppose dans cette question I'existence d'une série entiere }_ b, x" de
rayon de convergence R’ > 0 et dont la somme g(x) vérifie f(x)g(x) = 1.
Exprimer alors b, en fonction de a,.

2. a) Prouver I'existence d’'un réel a > 0 tel que pour tout n € N*, |a,| < a”.
b) En déduire I'existence de la série entiére introduite dans la premiére
question. On vérifiera en particulier que pour tout n € N*, |b,| < 8"

pour un certain réel g > 0.

*x Exercice 36 — Principe des zéros isolés

1. Soit f une fonction a valeurs dans C. On suppose de plus développable en
série entiere sur D(0, R), ou R > 0. Montrer que si f s’annule une infinité
de fois au voisinage de 0, alors f est nulle.

2. Retrouver le principe d'unicité du développement en série entiére.

3. Soient ) a,x" et }_ b,x" deux séries entieres de rayons de convergence
strictement positifs. On suppose que :

+00 +00
Ir>0, VzeD(,r), (Z anz”) . (Z bnz") =0
n=0 n=0

Montrer que 'une des deux séries est nulle.

*x Exercice 37 — Analycité de la somme d’'une série entiére
Soit Y a,z" une série entiere de rayon de convergence R > 0 et de somme f.
Montrer que pour tout 2y € D(0, R), il existe une suite (by) ;¢ telle que :

+00
VzeD(zo,R—120l), f(2)=) bnlz—2z0)"
n=0

** Exercice 38 — Critere de développabilité en série entiere
Soit f € €°(R,R). Montrer I'équivalence entre :

(i) f estdéveloppable en série entiere au voisinage de 0

(ii) ilexistea >0, M >0eta>0tqpourtousneN, x € [-a, al, If(")(x)l < Ma"n!

]
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*xx Exercice 39 — Limite uniforme d’une suite de fonctions dév. en série entiere
On note respectivement D et Dy les disques unités ouvert et fermé de C. Soit
(fn)nen une suite de fonctions continues sur D¢ et développables en série entiere
dans D. On suppose que la suite de fonctions converge uniformément sur D¢ vers
une fonction notée f. Montrer que f est développable en série entiere dans D.

& Partie E — Intégration terme a terme

+00
« Exercice 40 — Calculer I = f cos(xt)e_t2 dz.
0

Les 5/2 proposeront deux méthodes distinctes.

Ax+In(1-x
* Exercice 41 — Soit a €]0,1[. On pose I, =f x+Inll =0 dx
0

2
; ax+In(l1-x to g
1. Etablir la convergence de I, et1'égalité f % dx=- Z .
0 X o h(n+1)
Lx+In(l-x
2. En déduire la convergence et la valeur de f x—(z) dx
0
+oosin(¢
*x Exercice 42 — On pose f(x) :f (0 dr.
X

1. Donner le développable en série entiére de f.
too l)k 2k+1

) dt) T2 Z C2k+1DI2k+1)

+00 gin(t
3. En déduire la valeur de f t( )
0

/2
2. Prouver que Re (f exp (—xe”
0

dz.

n
*** Exercice 43 — On considere la série entiere Z —
n=1

, de somme notée f.

1 2n
1. Montrer que Dy = R et que pour tout x =0, f(x) = —f g?vxeos® gg
T Jo

2. En déduire un équivalent de f(x) en +oo.

* Exercice 44 — Inégalité de Cauchy
+00

Soit f(z) = Z anz" la somme d’une série entiere de rayon de convergence R > 0.
n=0

L
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2n . .
1. Calculer, pour r € [0,R[etneN, l’intégrale/ f(re’g) e~ im0 4.
0
( )

En déduire que |a,| <

ou M(r) = sup | f(z)|.

|lzl=r
2. Montrer que si R = +oo et f est bornée sur C, alors f est constante.

* Exercice 45 — Soit (a;) ,en Une suite complexe bornée.

P . Anp
1. Déterminer le rayon de convergence de Z —'x".
n=0 M-

2. Ennotant f la somme de la série, montrer que pour tout x € D¢(0,1),
f fxpe "dr= Z anx"

** Exercice 46 — Soit (a,),en Une suite complexe.

)’ . an

On pose, sous réserve d’existence, f(t) = — "
n!
n=0 ’*

+00 +00
1. On suppose (a,) sommable. Montrer que/ fe tder=) ap.
0 ne

+00
2. On suppose Z a, convergente. On pose alors, pour tout n € N, R, = Z ay.
k=
. +00 8
a) A l'aide d’'une équation différentielle vérifiée par g: ¢t — Z yn
=0
+00 X "
montrer que e *g(x) = )_ ay —f f(te~"dt pour tout x = 0.
n=0 0
b) Montrer que le résultat de la question 1 subsiste.
+00
** Exercice 47 — Soit f(z) = ) a,z" la somme d’une série entiére de rayon de
n=0

21 Im(f(reie))

r—ze-i0 a0-

convergence R > 0. Soitr e Rtelque 0 < r < R. On pose g(z) = f
0

1. Montrer que g est développable en série entiere et exprimer g(z) en fonc-
tion de f(z) et f(0).

2. Qu’en déduire pour une fonction f qui ne prendrait que des valeurs réelles
sur (0, r) pour un certain réel r >07?

]
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