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Objectifs du chapitre

e Définir une matrice, ses types (carrée, identité, nulle, symétrique, triangulaire).

e Maitriser les opérations : addition, multiplication scalaire et produit matriciel.

e Calculer le déterminant d'une matrice 2x2 et 3x3 (regle de Sarrus).

e Calculer la matrice inverse par la méthode de Gauss-Jordan.

e Résoudre un systeme linéaire par la méthode de Gauss et par la méthode de Cramer.
® Interpréter le rang d'une matrice et les conditions d’existence des solutions.

e Calculer les valeurs propres et vecteurs propres d'une matrice 2x2 et 3x3.

e Appliquer les matrices a l'analyse de réseaux électriques et aux transformations

géométriques.

Situation professionnelle

Analyse d'un réseau électrique par les lois de Kirchhoff

Un électrotechnicien doit déterminer les courants circulant dans un réseau
comportant trois mailles indépendantes. En appliquant les lois de Kirchhoff
(conservation des courants aux nceuds, somme des tensions dans les mailles), il obtient
un systeme de trois équations linéaires :

Ryl + RipIr + Rz I3 = E;

Ry I} + Ry Iy + Ro3 I3 = Ey

R3111 + R3z Is + R33 I3 = E3
Ce systeme s’écrit sous forme matricielle RI = E, ou R est la matrice des résistances.
Pour trouver I, on calcule l'inverse de la matrice R. Ce chapitre présente tous les

outils nécessaires pour résoudre ce type de probleme.



1. Définitions et types de matrices

Définition

Une matrice A de taille m x n (ou m lignes et n colonnes) est un tableau rectangulaire

de réels :
a1 a2 -+ Gln
a1 Q2 - Q2
A = (aij)i<icm =
1<j<n
aAml Gm2 - QAmn

L'élément a;; est a la ligne 4 et a la colonne j. On note M, ,(R) 'ensemble de ces

matrices.

1.1 Types remarquables de matrices

Types de matrices

Nom Condition Exemple (2x2 ou 3x3)
. % 57 1 2
Matrice carrée d’ordre n m=mn 3 4
L S 3.0
Matrice diagonale aij=0sii#j 0 -1
1 00
Matrice identité I,, a; =1,a;; =00 # j) 010
0 0 1
. . . 0 0
Matrice nulle O Tous coefficients nuls 0 0
1 2 3
Triangulaire supérieure aij=0sii>j 0 4 5
0 0 6
2 3
Symétrique aij = aj 2 45
3 5 6




1.2 Matrice transposée

Définition

La transposée de A = (a;;)mxn €St la matrice AT = (@ji)nxm obtenue en échangeant

lignes et colonnes.

1 2 3 L4
A:<45 6>:>AT: 2 5
3 6

Propriétés : (AT)T = A, (A+ B)T = AT + BT, (AB)T = BT AT.

Une matrice est symétrique si A7 = A.

2. Opérations matricielles

2.1 Addition et multiplication scalaire

Propriétés

Pour A = (a;;), B = (b;;) de méme taillem x net A € R:

Addition : (A 4 B);i;j = ai; + bij (composante par composante)
Scalaire : (AA);; = Aay;
* Commutativité: A+ B=B+ A

e Elémentneutre:A+0=A

Exemple 1 — Addition et scalaire
1 -1 1
A = 5 B = 3
0 2 -2 0



2.2 Produit matriciel

Définition

Le produit C' = AB est défini si le nombre de colonnes de A €gale le nombre de lignes

de B:si Aestm X pet Bestp X n, alors C est m X n avec:

P
Cij = E aik, br;
k=1

C’est le produit ligne par colonne : le coefficient ¢;; est le produit scalaire de la ligne ¢ de

A par la colonne j de B.

B (3x2)
1 2
0 | -1
3 0
1 0 2 7 2
-1 3 1 2 -5
A (2x3) C=AB

Produit ligne par colonne:¢c;; =1 x14+0x0+2x3=7.Laligne1de A (en bleu) et la colonne 1 de

B (en bleu) déterminent le coefficient vert de C.

Attention

Le produit matriciel est en général non commutatif : AB # BA (méme quand les deux

produits existent et ont la méme taille). Cependant : Al = A = A.




Exemple 2 — Produit 2x2

T

g (L8127 1-6+2.8) (19 22
~\3.5+4.7 3.6+4-8)  \43 50

-1 . -2 -4 2 4
BA— 5-1+6-3 5-2+6 _ 3 3 £ AB
7-148-3 7-248-4 31 46

Exemple 3 — Produit 2x3 par 3x2

1
1 0 2
A= ( ), . B=lo -
-1 3 1/,.3 3

0 3x2

Ag_ ((1+0+6 24040 (7 2
D R g o SR A 2R =

Exemple 4 — Systeme é€lectrique (matrices des résistances)

Dans un circuit, les courants I sont liés aux tensions V par V = RI :
V1 N 10 5 I - Vi = 1011 + 515
) \2 8)\IL Vo =211 + 81,

2.3 Puissance d'une matrice carrée

Définition

Pour A carrée dordrenetk € N: A =1, Al = A, A¥ = A - A" ! (produit itéré).




I 3. Déterminant d’'une matrice carrée

3.1 Déterminant 2x2

Exemple 5

3 -1
det(2 5):3-5—(—1)-2:15+2:17

3.2 Déterminant 3x3 — Reégle de Sarrus

Regle de Sarrus

Pour une matrice 3 x 3, on répete les deux premieres colonnes a droite et on somme les

produits en diagonale :

a b c\
det {d e fl =aei+bfg+cdh—ceg—afh—bdi

\ghi}

Diagonales descendantes (+) : aei, bfg, cdh

Diagonales montantes (-) : ceg, afh, bdi

Exemple 6 — Déterminant 3x3

2o 1 =l
A=11 3 2
-1 1 3

det(4)=2-3-3+1-2-(-1)+(-1)-1-1—(-1)-3-(-1)—2-2-1-1-1-3
=18-2-1-3-4-3=5



Exemple 7 — Développement par cofacteurs (colonne 1)

Méthode alternative : développer selon la premiere colonne.

3 2 1 -1
der() =2} 7 -1

1 3 1 3
=209-2)—13+1)+(-1)(2+3)=14—-4-5=5 v

3.3 Propriétés du déterminant

e det(AB) = det(A) - det(B)

o det(AT) = det(A)

e det(AA) = A" det(A) pour A d'ordre n

® Permuter deux lignes (ou colonnes) change le signe.

® Siune ligne est nulle ou si deux lignes sont égales : det(A) = 0.

® A estinversible si et seulement si det(A4) # 0.

4. Inverse d'une matrice

Définition

Une matrice carrée A est inversible si et seulement si det(A4) # 0. Son inverse A~}

vérifie :

AA = ATA =T,

4.1 Inverse d’'une matrice 2x2




Exemple 8 — Inverse 2x2

3 1 L, 1 (5 -1
A_<2 5):>det(A)_15—2_13:>A _1—3(_2 3)

1 /3 1 5 -1 1 /13 0
/e -ﬁ . . -1 — — e
Vérification : AA 3 <2 5) (_2 3 > 13 (0 13> I,V

4.2 Méthode de Gauss-Jordan (inversion par pivotage)

Méthode — Gauss-Jordan

Pour inverser une matrice A d’ordre n, on écrit le tableau augmenté [A | I,,] et on
applique des opérations elementaires sur les lignes pour transformer A en I, : la partie

droite devient alors A~L.
Opérations autorisées :

1. Multiplier une ligne par un scalaire non nul.
2. Ajouter a une ligne un multiple d"une autre ligne.

3. Echanger deux lignes.




Exemple 9 — Gauss-Jordan sur une matrice 3x3

Calculer I'inverse de A =

e e =
S = N
N W O

Etape 1: tableau augmenté

0 0 1 0 0 1/2

1 2 0 1 0 0

0 1 0 0 1 -3/2

0 0 1 0 0 1/2

0 1 0 0 1 -3/2

0 0 1 0 0 1/2




I 5. Systemes linéaires

5.1 Ecriture matricielle

Définition

Un systeme de m équations a n inconnues s’écrit :

7 b1
AX =B avec AEMm,n,X:(E\,B:(E\l
o)\

Si A est carrée et inversible, la solution unique est X = A1 B.

5.2 Rang d'une matrice et conditions d’existence

Définition

Le rang d'une matrice 4, noté rg(A), est le nombre maximal de lignes (ou colonnes)
linéairement indépendantes. Il se calcule en réduisant A par opérations élémentaires

(forme échelonnée).

Théoréme de Rouché-Fontené

Le systeme AX = B (A de taille m x n) admet :

® Aucune solution sirg(A) # rg(A|B) (systeme incompatible).
® Une solution unique sirg(A) = rg(A|B) = n.

e Une infinité de solutions sirg(A) = rg(A|B) < n (systeme sous-déterminé).




5.3 Méthode de Gauss (pivot de Gauss)

Méthode — Gauss (résolution dun systeme 3x3)

1. Ecrire la matrice augmentée [A|B].
2. Par opérations élémentaires sur les lignes, transformer A en forme triangulaire
supérieure : éliminer les éléments sous chaque pivot.

3. Remonter (back-substitution) : résoudre de la derniere ligne vers la premiere.




Exemple 10 — Systeme 3x3 par Gauss

2c +y—2=28
Résoudre: { -3z —y+ 2z = —11
—2z+y+2z=-3

Matrice augmentée :

2 1 =il 8
3] =1l 2 -11
2 1 2 =8

Lz(—L2—|—%L1:(0, %, %, 1)
L3(—L3+L1:(0, 2, 1, 5)

0 1/2 1/2 1

L3(—L3—4L2:(0, 0, —1, 1)

0 1/2 1/2 1

Remonter :

Ly:—2=1 — z=-1

Ly:iy+i(-1)=1 = y=3
Li:22+3—-(-1)=8 = 2z =4 — z=2

Solution : (z,y,2) = (2,3,—1)

Vérification:2(2) +3 - (-1) =8V, —-3(2) -3+2(-1)=-11V,
—-2(2)+3+2(-1)=-3V



5.4 Méthode de Cramer

Formules de Cramer

Si A est carrée d'ordre n et det(A) # 0, alors la solution unique de AX = Beest:

B det(Ak)

=— - k=1,...
xk det(A), ) 7n

ou Ay est la matrice obtenue en remplacant la k-ieme colonne de A par B.

Exemple 11 — Cramer 2x2

Résoudre =1
x+2y=4
3 1 7
A= B = det(A)=6—1=
(1 2), (4) et(4) =615
7 1 3 7
det(Al):‘4 2‘:14—4:10, det(Az):‘1 4‘:12—7:5



Exemple 12 — Cramer 3x3 (circuit de Kirchhoff)

Un électrotechnicien analyse un circuit avec trois mailles. Les lois de Kirchhoff

10I; + 51+ 013 =15
donnent: { 3I; + 81, +2I3 =0
01, + 21, + 615 = 12

10 5 0 15
A=1|3 8 2|, B=|o0
0 2 6 12

det(A) =10(48 —4) — 5(18 = 0) + 0 =10-44 — 5- 18 = 440 — 90 = 350

15 5 0
det(A4;) = [0 8 2|=15(48—4)—5(0—24)+0 = 660 + 120 = 780
12 2 6
[1:@:7_8~2,23A
350 35

(Le calcul de I, et I3 se fait de méme.)

6. Valeurs propres et vecteurs propres

Définition
Soit A une matrice carrée d’ordre n. Un scalaire A € R est une valeur propre de A s'il
existe un vecteur non nul 9 (appelé vecteur propre associé) tel que :

Av=Av

Interprétation : 'application de A a ¥ ne change pas sa direction, seulement son module

(facteur \).




Avec A =3 1:levecteur propre ¥ = (1;1) est étiré d'un facteur A = 5 sans tourner (méme direction).

Un vecteur quelconque 4 = (1;0) voit sa direction modifiée par A.

6.1 Equation caractéristique

Les valeurs propres sont les racines du polynome caractéristique :
P(A) =det(A—AI)=0

Pour chaque valeur propre A, les vecteurs propres associ€s sont les solutions non

nulles de (4 — A )9 = 0.




Exemple 13 — Valeurs propres d'une matrice 2x2
4 1
A=
2 3
Equation caractéristique :

4—-A 1
det(A — AI) :‘

3_)\‘:(4—)\)(3—A)—2:>\2—7)\+10:0

Vecteur propre pour A\; = 2:

- 2 1 - 1
(A-2v=0 = (2 1)(21):0=2v1+v2=0=61=< )
2

Vecteur propre pour A2 = 5:

Exemple 14 — Valeurs propres d'une matrice 3x3
3 00
B=1|0 2 1
0 1 2

2—-) 1

det(B—AI):(3—>\)‘ o

= @-Ne-x-1
— (B (X2 g (3 (3 = (=) = (g 2 (= )

Valeurs propres : A1 = 1 (simple) et A2 = 3 (double).



6.2 Application : diagonalisation

Définition
Une matrice A d’ordre n est diagonalisable si elle possede n vecteurs propres
linéairement indépendants. Dans ce cas :

A=PDP!

ou D = diag(A1,...,A\n) et P est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs propres.

Application : calcul rapide de puissances A* = P D* P~1, utile en électronique

(réponse en régime libre).

7. Application : analyse de circuits (Kirchhoff)

Exemple complet — Circuit a deux mailles

Un électrotechnicien analyse le circuit suivant avec deux mailles de courant I; et I» :

e Maille 1 (loi des tensions) : R1I1 + R3(I1 — Is) = E1avec Ry =4Q, R3 =21,
E, =20V
e Maille2: RyIr + R3(Is — I;) = Esavec Ry =3Q, E, =10V

Apres développement :

61; — 21, = 20 . 6 —2\ (L) (20
—2I1 + 51, = 10 -2 5 I,)  \10

det(A) =30 —4 =26

20 -2
det<10 5 > 100 +20 120
6 20
det( 2 10) 60 +40 100
I, — _ = = - ~385A

Vérification : 6(120/26) — 2(100/26) = (720 — 200) /26 = 520/26 = 20 vV



8. Application : transformations géométriques

Définition

De nombreuses transformations géométriques du plan ou de I'espace s’expriment
comme des multiplications matricielles : v' = M v.

Rotation de 60° autour de l'origine : P(3;0) devient P’(1,5; 2,60). La distance a l'origine (le rayon) est
conservée : ||OP'|| = ||OP|| = 3.

Matrices de transformation usuelles
Transformation

Matrice

Rotation d’angle 6 dans le plan

cos 6
R = (sin@

—sinf
cos 6

Mise a l'échelle (s, sy)

S =

s, O
0 sy

Symétrie par rapport a 'axe

1 0

0 -1
cos§ —sinf 0
Rotation 3D autour de z d’angle 6 sind cosf 0
0 0 1




Exemple 15 — Rotation d"un point

Un point P = (3,0) est tourné de 60° autour de I'origine. Trouver ses nouvelles

coordonnées.

sin60°  cos60° V3/2 1/2

P ()= ,052) = ()

Vérification (norme conservée) :

1P = 1/(3/2)% + (3V/3/2)2 = \/OJA+ 27 /A= V3 = 3 = || P|| v

e (c0560° —sin60°) _ ( 1/2 —\/5/2)

Exemple 16 — Composée de transformations

Un technicien en CFAO applique successivement une mise a I'échelle de facteur 2

selon z, puis une rotation de 90" a un vecteur v = (1,0).

=3 D) mo=( )
merws=(0 NC D=0 D)
w=(; 5) ()= )

Le vecteur initial (1,0) devient (0, 2) apres la composée. Attention : l'ordre des matrices

importe !



-

=/ A retenir — Matrices et systemes linéaires

Produit matriciel : ¢;; = ) ;. aixbij, en Tt fir = det(Ay) si det(A) # 0
général AB # BA sl

Gauss : triangulation + remonter
Det 2x2 : ad — be

_ Valeurs propres : det(A — AI) =0
Sarrus (3x3) : somme diag. desc. - somme o
Vecteurs propres : (A — A [)v =0

diag. mont. _ .
1 1 d  —b Rang : nombre de lignes non nulles apres

Inverse 22: A™" = det A (—c a ) échelonnement

Gauss-Jordan : [A|I] — [I|A7}] AX = Baune solution unique si et

seulement si det(A) # 0

I 9. Exercices d'application

Exercice 1 — Produit matriciel et déterminant

. 2 1 1 -2
Soit A = et B= .
3 -1 0o 3

a. Calculer AB et BA. Sont-ils égaux ?
b. Calculer det(A), det(B) et det(AB). Vérifier det(AB) = det(A) det(B).

c. Calculer A1,

Exercice 2 — Systéme linéaire par Gauss

r—y+2z=1
Résoudre par la méthode de Gauss: { 2z +y— 2z =3
x+3y—z=2

Exercice 3 — Valeurs propres et vecteurs propres

5 -2
Calculer les valeurs propres et vecteurs propres de M = < )



Exercice 4 — Transformation géométrique

Un ingénieur applique successivement une rotation de 45° puis une mise a 'échelle de

facteur 3 sur l'axe z et 2 sur 'axe y au vecteur v = (1, 1).

a. Calculer la matrice résultante M = S - Ry5-.

b. Calculer Mv et sa norme.
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I Exercice 1 — Opérations matricielles (3 pts)

2 1 1 -1
On donne A = et B= )
0 3 4 2

a. Calculer A + B. (1 pt)
b. Calculer le produit AB. (2 pts)

I Exercice 2 — Déterminants (4 pts)
5 2
a. Calculer det . (1,5 pt
alculer (3 4) (1,5 pt)

1 2 0
b. Calculer, par la regle de Sarrus,det | 0 3 1 ].(2,5 pts)
2 0 1

I Exercice 3 — Matrice inverse (4 pts)

4 2
Soit M = )
3 5

a. Calculer det(M) et justifier que M est inversible. (1,5 pt)
b. Donner M 1. (2,5 pts)

I Exercice 4 — Systéme linéaire 2x2 par Cramer (4 pts)

20 +y=>5
x+3y=10

Résoudre par la méthode de Cramer le systeme : {

I Exercice 5 — Valeurs propres (5 pts)

3 1
Soi = .
oit A <O 2)

a. Ecrire 1'équation caractéristique det(A — AI) = 0 et déterminer les valeurs
propres. (3 pts)

b. Déterminer un vecteur propre associ€ a la plus grande valeur propre. (2 pts)






