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Equations différentielles

Feuille d’exercices #17

& Partie A — Résolution effective d’équations différentielles linéaires

* Exercice 1 — Intégrer les équations différentielles suivantes :
¥ +y=sin(r); cos(t)y +sin(t)y=1t; ¥y —cos(t)y=sin(2r)

2ty'+y=1+1t; y -2y=sin@ne’; (1-0y+y=t

* Exercice 2 — Montrer que I'équation différentielle xy’ +2y = admet une

X
x2+1

1
unique solution sur R — notée f — et I'expliciter. Calculer f f(x) dx.
0

* Exercice 3 — Déterminer I'ensemble des fonctions f continues sur R vérifiant :

X
VxeR, f(x)—f tf(de=1
0

* Exercice 4 — Intégrer les équations différentielles suivantes :

V'+y +y=rtPe'+t; y'+4y +4y=sint
o2t

"-3y'+2y=sh@t); y'+4y +4y=—=
y =3y +2y=sh2n); y +4y V=177

* Exercice 5 — Résoudre pour m € R les équations différentielles suivantes :

t

y'+2my +y=et; y'-2y+y=e™; y'—2my +(m*+1)y=e"sinx

2.

* Exercice 6 — On note (&) I'équa. différentielle x*y"” + xy’ —4y = x" pour n € N.

1. Chercher les solutions de I'équation homogene sous la forme yy, (x) = 1x”.

2. Chercher une solution particuliere de la forme y(x) = x” z(x) puis résoudre
I'équation différentielle (&) pour n # 2.

L
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» Exercice 7 — Intégrer (1+ x?)y" + xy' — y = 0 en posant x = sh(z).

* Exercice 8 — Résoudre 3y" + ty’ — y = 0 sur R* via une solution polynomiale.

* Exercice 9 — On considere I'équation différentielle :
2x+1)y"+@x-2)y'-8y=0 (&)

1. Déterminer les solutions polynomiales de (&) sur R.
2. Déterminer les solutions de la forme x — e%* de (&) sur R.

3. Résoudre (&) sur un intervalle ne contenant pas —1/2.
* Exercice 10 — Soit a € R. On considére sur ] —1,1[ 'équation différentielle :
A-x3)y" —axy +ay=0 (&)

1. Déterminer les solutions de (&») développables en séries entiéres.
Obtient-on toutes les solutions de (&5) ?

2. Soient un entier n > 3 et ¢ définie sur R, [X] par ¢(P) = (1- X?)P" -3XP'.
a) Montrer que ¢ € R,[X] et donner sa matrice dans la base canonique.
b) Montrer que ¢ est diagonalisable et en déduire toutes les solutions
polynomiales de ’équation (&3).

3. Résoudre I'équation (&) a'aide du changement de variable x = sin t.

* Exercice 11 — On considere I’équation différentielle :
2y +4xy +2-xHy=1 &)
Intégrer (&) sur R} et R* en posant z = x2 . Ftudier le recollement en 0.

* Exercice 12 —
1. Résoudre I'équation différentielle y” + y = cos(nt) pour n € N.

2. Soit ) a, une série absolument convergente. Résoudre I'équation :

+00
y'+y=) aycos(no

n=0

* Exercice 13 — Résoudre I'équation différentielle y” (x) + y(—x) = cos(x) — x.
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** Exercice 14 — Pour u € €°°(R), on note L, '’endomorphisme de ¥*°(R) défini
par L, (y) = y' + uy. Résoudre I'équation différentielle y” + 2th(x)y’ + y = 0 al'aide
de L, o L, pour deux fonctions u, v € 4°°(R) bien choisies.

** Exercice 15— Equations différentielles linéaires homogenes a coeff. constants
n

Soient n e N* et P = Z aka € C[X] ou a; # 0. On note .#p I'espace vectoriel des
k=0
solutions de I'équation P(D)(y) = 0 ou D désigne 'opérateur de dérivation f — f’.

1. a) Soient Py,..., P, des polyndmes deux a deux premiers entre eux.
Onpose P = Py x--- x P;. Montrer que #p = p, ®--- & Sp,.
b) En déduire les solutions de I'équation y® +2y" + y' +2y =0.

2. Montrer par récurrence que pour P = (X — a)”, les solutions sont les fonc-
tions de la forme ¢ — e%'Q(¢) avec Q € C,,_;1 [X].

3. En déduire la forme générale des solutions pour P € C[X] quelconque.

& Partie B - Systemes différentiels linéaires a coefficients constants

* Exercice 16 — Résoudre les systemes différentiels suivants :
X =3x-y+2 x'=5x-2y+e' x'=x+8y-2
y'=2x+y+1

Y =x+y+2 Y =-x+6y+t

X=x+z

X=x-y-z+t x'=2x+3y+3z+1
V=-y-z y=—x+y-z+t y =3x+2y+3z+1t
Z=2y+z Z=—x-y+z+t Z/=3x+2y+3z

** Exercice 17 — Montrer, sans les déterminer, que les trajectoires du systeme

différentiel suivant sont planes :
x' =4x-3y+2z

¥ =6x-5y+4z
Z =4x—4y+4z

Généraliser aux systemes linéaires de la forme X' = AX ot A € .43(R) et det(A) =0.

*** Exercice 18 — Soit A € .Z,(R). Donner une condition nécessaire et suffi-
sante sur A pour que toute solution X de I'équation X' = AX vérifie tlir+n X()=0.
— 100

L

** Exercice 19 — On munit R” de sa structure euclidienne canonique.
Montrer que A € .#,(R) est antisymétrique si et seulement si les solutions de
I’équation X' = AX sont de norme constante.

& Partie C — Etude qualitative de solutions
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* Exercice 20 — Soit a : R, — R une fonction continue et intégrable. Etablir que
les solutions de I'équation différentielle y' — a(#)y = 0 sont bornées sur R,

* Exercice 21 — Soient f et g deux solutions sur R de I’équation différentielle
¥y =a(t)y+b(t), ot a,b € €(R). On suppose qu'il existe ty € R tel que f () < g(to).
Montrer que pour tout t € R, f(£) < g(#).

* Exercice 22 — Soient a,b : R — R continues et T-périodiques. On considére
I'équation différentielle y’ + a(x)y = b(x).

1. Montrer qu’'une solution ¢ est T-périodique si et seulement si ¢ (0) = @(T).

2. Montrer que pour toute solution ¢, la suite (¢(n T))ne,\I est strictement
monotone ou constante.

* Exercice 23 — Soit a: R — R une fonction continue et paire. Montrer qu’'une
solution de I’équation y” + a(x)y = 0 est impaire ssi elle vérifie y(0) = 0.

** Exercice 24 — Comportement en +oo (1)

1. Soit b € € (R, C) de limite nulle en +oco. Montrer que les solutions de I'équa-
tion différentielle y' + y = b ont une limite nulle en +oo.

2. Soit f:R — C de classe ¢! sur R. On suppose que f(x) + f'(x) l.

l.

X—+00

Montrer que f(x)

X—+00
** Exercice 25 — Comportement en +oo (2)
1. Donner la forme intégrale des solutions de y"+3y'+2y = u ot u € € (R4, R).
2. En déduire que si xgrpw u(x) =0, il en est de méme de toutes ses solutions.

* Exercice 26 — Soit f € ¢’(R) vérifiant, pour tout x € R, f”(x) + f(x) = 0.
1. Exprimer la solution générale de I'équation y” + y = b(x), ol b € € (R).
2. En déduire que pour tout x e R, f(x+m) + f(x) = 0.
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* Exercice 27 — Soient a et b deux fonctions continues de R™ dans R* et .%#
I’ensemble des solutions de y’ = ay + b. Montrer I'équivalence entre :
(i) tous les éléments de . sont bornés (ii) aetbsontintégrables

**x Exercice 28 —

1. Soient A€ R*, f,g:R* — R" continues. On suppose que pour tout x = 0,
X X
fx) < A+f f(t)g(t) dt. Montrer que si x =0, f(x) < Aexp (f gt dt).
0 0

Soit x : R* — R vérifiant x”(¢) + a(t)x(t) = b(t), ou a et b sont des applications
continues sur R*, b et t — ra(r) étant de plus supposées intégrables sur R*.

2. Montrer que pour tout t = 1,

t t
x(1) :x(1)+(t—1)x'(l)—f (t—uwa(u)x(u) du+f (t—u)b(u)du
1 1
|x(2)]

3. On pose y(t) = pour ¢ = 1. Montrer I'existence de K € R tel que pour

t
toutr=1, y(f) < Kexp (/ ula(u)| du).
1

*xx Exercice 29 — Théoreme de séparation de Sturm
On considere I'équation différentielle y” + p(£)y' + q(t)y =0 ou p, g € € (R).
1. Montrer que les zéros d'une solution non nulle sont simples et isolés.

2. En déduire qu'une solution non nulle admet une nombre fini de zéros sur
tout segment. On pourra introduire une suite de zéros distincts de .

3. Soient désormais f et g deux solutions indépendantes et W le wronskien

t
associé. Montrer que pour tous ¢, f € R, W (1) = W (1) exp( p(x) dx).
4}

4. On suppose que f admet deux zéros consécutifs 1 et #y, avec f; < fo.
Montrer que g s’annule une et une seule fois sur 'intervalle ] #, £ .

*x* Exercice 30 — Formule de Liouville
Soient I un intervalle et A: I — .4, (R) continue. On note W le wronskien associé
a un systeme fondamental de solutions de I'équation X’ = A(¢) X. Montrer que :

t
Vtpel, Vtiel, W(t):W(tO)exp(f Tr(A(u))du)
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