Mathématiques
Corrigé du DS n°2

Exercice 1.

1. La proposition est vraie. Soit en effet z € Ry. On pose y = 2+/z : alors on a bien, comme 1 < 2 et \/x > 0,
VI <2J/z =y.

2. La proposition est fausse. En effet, si y = —1 alors pour tout * € Ry, on a y < y/z. C’est donc que =B est vraie,
donc B est fausse.

x
3. La proposition est fausse. Soit en effet + € R;. En posant y = %, on a v/z > y (la justification est la méme que

pour la proposition de la question 1.). On a donc montré que :
VreR,y, yeR, Vo >uy.

C’est donc le contraire de la proposition qui est vraie, donc la proposition initiale bien est fausse.

4. La proposition est fausse. Soit en effet y € R. En posant z = y> +1,on az € R, et 0 < y? < y? + 1, donc par
stricte croissance de la fonction racine carrée sur R,

V2 < VR + 1.
Or /42 = |y, donc

y <yl <ve=+vy*+1

On a donc montré que :
Yy €R, Iz € Ry, Vo > .

C’est donc le contraire de la proposition qui est vraie, donc la proposition initiale bien est fausse.

5. La proposition est fausse. En effet, en posant t = —let y=1,onaz <y et
1 1
—=1>-1=-—.
Y x

6. La proposition est fausse. En effet, en posant a =1, b= —1et ¢ =0, on a

ac=0<0=bc et a>b.

Exercice 2.
1. (a) D’aprés (%) utilisée avec 2 = y = 0, on obtient
f(0)f(0)=0 ie f(0)>=0 ie f(0)=0.
(b) Soit 2 € R. D’aprés (+) utilisée avec y = z, on a
f(@)? = Vaf(2x) + Vaf(2x) = 2y f(22),

ce qui est vrai pour tout z € R;..
(c) Soient x et y € RY. Alors, d’apres la question précédente,

fla)? =2Vaf(22) et f(y)* =2vyf(2y),
ce qui donne, comme /z # 0 et \/y # 0,
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27

f(@)?
2z

f(22) = et f(2y) =

En réinjectant dans (%*), on obtient

F@) i) = vi- 28 ¢ e L L (a4 ).
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(d) Soit (z,y) € (R%)?. Alors

(V@) = Vaf(y)’ = yf(@)? + zf(y)* — 2/z5f () f(y) =0,

d’apres la question précédente.
(e) Soit (z,y) € (R%)?. D’apres la question 1.(d),

VIf(@) = Vafy) =0 ie. yf(z)=Vzf(y).

Comme z et y sont strictement positifs, on peut diviser par /Ty et on obtient

f(x) _ fy)

VRN

f(z)

2 on en déduit que la fonction g(z) = Ta; est constante sur RY .

Ceci étant vrai pour tout (z,y) € (R})

*

(f) Premiere étape : Comme g est constante sur RY , il existe o € R tel que
Ve e RY, f(z)=av.
Comme f(0) =0 = a-+/0, on a finalement
Ve eRy, f(z)=avz.
Deuxiéme étape : On réinjecte ce résultat dans (%) :
VT - oy = VJ - aV2x + T - /2y,
ie.

o? /Ty = 200/ 2xy.
a? =2av2 ie ala—2v2)=0.

Ainsi o = 0 ou @ = 2v/2. Finalement, f est soit la fonction nulle, soit

f(z) =2v2/x.

Pour x = y = 1, cela donne

2. Vérification : La fonction nulle est solution. Pour f(z) = 2v/2/x et (z,y) € (Ry)?,

VIF2x) + VT (2y) = Vi - 2V + VT - 2\/dy = 2V22 - 2\/2y = f(2)f(y),

donc f est bien solution.
Exercice 3.

1. Premiére méthode : récurrence

On note, pour tout n € N, P(n) la propriété :

S, =mn-2"T1 4+ 1.

Initialisation : o

So=) (k+1)2"=1=0-2""" 41,
k=0

donc P(0) est vraie.

Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un n € N fixé. Montrons P(n + 1) :

n+1 n
Spar =Y (k+1)28 =) "(k+1)2" + (n+2)2"™ =n- 2" 4 14 (n+2)2"T = 20 +2)2" + 1= (n+1)2"2 + 1.
k=0 k=0

Conclusion : D’apres le principe de récurrence :

VneN, S,=n-2""4+1.
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2. Deuxiéme méthode : télescopage

On pose, pourn € Net z € R :

(a) Simplification de (1 — z) f,,(x) :

(1= 2)fule) = (1 —2) Y (k + 1)a*

k=0

(k+Dab = (k+ )2+
k=0
n n+1

kxk+z ’“—Zmi aveci=k+1
k=0 i=1

- I1-

B
Il
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zF — (n+ 1)zt

I
M=
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(b) Expression de f,(z) pour z # 1 :

n
Zazk — (n+ 1)z"t?
=0 1— xn—i—l (n + 1)$n+1

fnlw) = 1—x :(1,@2_ 1—2

(¢) Conclusion :
Sp=fn(2) =1~ 2mt 4 (n+ 1)2”+1 —n.ontl 4.

3. Troisieme méthode : dérivation

On pose :
n
gn(z) = ZwkH, z €R.
k=0

(a) Dérivée de g, :

(b) Expression alternative pour z # 1 :

- k+1 ~ ok l—a™! 2-u
gn(m):E x :mg ¥ =z =
11—z 1—-=z
k=0 k=0

n+2

En dérivant : ( ( ) +1)( ) s
1—-(n+2)x™ l—z)+x—a™
(@) = (e . z AL

(¢) Conclusion :
(1—(n+2)2"H(1—-2)+2—2n+2

S, =g.(2) = =n-2"T 4 1.
9,,(2) (1—2)2 " +

Exercice 4.

On note pour z € R7,

1
1. Pour tout x € R%, on a
2 _ _1)2
x+l_2:x +1 Z:E:(:r 1) > 0.
x T x

On pouvait aussi étudier la fonction f.



2. Soient a,b € R, on a
1 1 a b a
b — - == — 2=2 (7) ,
(a+0) ( + b) b + a + +f b
D’apres la question 1., on a alors

(a+b) (iﬁ) >4,

n n
1
3. Pour tout n € N*, on note P(n) : "Soient ay,...,a, € RY. < E ak> ( E > > n2
a

k=1 k=1 "k
Montrons que P(n) est vraie pour tout n € N*.

Initialisation. Si a; € R%, on a

donc P(1) est vraie.

Hérédité. Supposons que P(n) est vraie pour un n € N* fixé. Montrons que P(n + 1) est vraie. Soient
A1y ..y Ant1 ER*Jr.

On développe

EE)- (5 (£ i ()

k=1 k=1 k=1

Ainsi, d’apres 'hypothése de récurrence et en regroupant les deux sommes,

n+1 n+1 1 n a a
2 n+1 k
(S (i) oS (i)

a
h—1 n+1

Ce qui peut se réécrire a I’aide de la fonction f,
n+1 n+1 1 n a
2 n+1
(&) (&) 2B ()

Or, pour tout k,
a/TL-‘rl 5 N .
f () > 2 d’apres la question 1.

a
Donc
n+1 n+1 1
<Zak> <Z ) >n?+2n+ 1.
a
k=1 k=1

Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion. Par récurrence, on a montré que pour tout n € N*, P(n) est vraie.



