Lycée OZENNE ECGB2
DEVOIR SURVEILLE 2024 - 2025

Correction devoir surveillé n°2 type EML

Exercice 1. d’apres EML 2020
On définit, pour tous réels a et b, M(a, b) la matrice carrée d’ordre 4 par :

M(a,b) =

St Q
Tt o O o
SO O o
SUQ

etonnote: E={M(a,b) | (a,b) € R?}.
Lobjectif de cet exercice est de déterminer les matrices de E qui sont diagonalisables.

1. (a) Montrons que E est un sous-espace vectoriel de .#4 (R).

Tout d’abord :
E={M(a,b) | (a,b) € R?}

a 0 0 a
a a 2
a a | (a,b) eR
b b
0
0
0
1

I
SO O
SO O

+b- | (a,b) € R?

Il
Q

1 0 0
1 0 0
1 0 0

= o O O

0
0
0
1

O
- o O O

000
={a-M(1,0) + b-M(0,1) | (a, b) € R*}
=Vect (M(1,0),M(0,1))

On en déduit que E est un sous-espace vectoriel de .#4 (R).

La famille (M(1,0),M(0,1)) est:
— génératrice de E d’apres le point précédent,

— libre car uniquement constituée de deux vecteurs (de .#4(R)) non colinéaires.

On en déduit que (M(1,0),M(0,1)) est une base de E.

dim(E) = Card((M(1,0),M(0,1))) =2| dim(E) =

(b) Onremarque :

M(1,0) x M(0,1) =

S = =
o o o o
o o o o
O =
- o O O
—_ o O O
- o O O
- o O O
O = =
O =
S = =
S = =

Ainsi: M(1,0) e Eet M(0,1) €E,

1 1 1 1

1 1 1 1
M(1,0) x M(0,1) = 111 1 ¢ E.

0 0 0 O

Lensemble E n’est donc pas stable par produit.

2. Etudeducas a=0et

La matrice M(0,0) = est diagonale.| On en déduit que M(0, 0) est diagonalisable.

b=0
0 0
0 0
0 0
0 0

S © © o
S © O O

3. Etudeducasa#0etb=0.
Soit a un réel non nul. On note A la matrice M(a, 0).
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(a) Calculons A?.
On remarque tout d’abord : A = a-M(1,0). Ainsi :

A% = (a-M(1,0)) x (a-M(1,0)) = a?-(M(1,0))

Or:
100 1y (1001 (1001
> {1 oo 1| [t 00 1] [1 00 1|
MALON =11 6 o 1|*1 0 0 1|=|1 0 0 1| =MBO
o000 \oooo loooo

Finalement: A% = a-A.

On en déduit : A> — a-A = Q4. | Ainsi, le polynome Q(x) = x? — ax est un polyndme annulateur de A.

(b) D’apres la question précédente, Q(x) = x> — ax = x(x — a) est un polyndéme annulateur de A. D’ot :

Sp(A) c {racines de Q} = {0, a}.| Ainsi: Sp(A) c {0, a} et 0 et a sont les deux valeurs propres possibles de A.

La matrice A possede une ligne de 0 donc A nlest pas inversible.

On en déduit que 0 est bien une valeur propre de A.

Déterminons E((A), le sous-espace propre de A associé a la valeur propre 0.

X
Soit X € 4,1 (R),X = Z
t
X € EgA) = AX = 04, ® <= a -M(L0X = 04, ® < ML0X = 04 ,® (car a # 0) <
1 0 0 1)\(x 0 X + t =0
1 0 0 1 0 X + ¢t =0
Lo o 1|27l =1 X + ¢ o= o kel
0 0 0 0J\¢ 0 0 = 0
X + ¢t = 0
L3<—L3—L1{ 0 = 0
0 = 0
—{x=-t
~1\ (0) (O
P . 0 1110
On en déduit que 0 est bien valeur propre de A et que : E¢(A) = Vect o I'lol’|1
1 0/ \0
~1\ (0) (O
. 0 1 0 P . s NP
La famille %, = o I'lol’ |1 est : génératrice de Eg(A) (d’apres ce qui précede).
1 0/ \0

Démontrons que la famille % est libre.
Soit (A1,A2,A3) € R3.

-1 0 0 0 -\ 0
1 0 0 A2 0
Supposons : A; - 0 +Ay- 0 +A3- =10 (%). (%) = X 7o = { M=A=A3=0
1 0 0 0 A1 0
Ainsi, la famille % est libre.
-1\ [0\ (O
. . 0 1110
Ainsi, la famille o I'lol’ |1 est une base de Eo(A).
1 0/ \0
Déterminons E,(A) le sous-espace propre de A associé a la valeur propre éventuelle a.
X
Soit X = Z € My, (R).
r
0 O 0 1 X 0
1 -1 0 1|y 0
X € EjA) <= A -a- L)X = 0M4,1(R) — 1 0 -1 1 2 = 0 —
0 0 0 -1)\¢ 0
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t = 0
X -y + ¢t = 0 xX=y=z
X -z + t =0 <:){ t=0
-t =0

On en déduit : E;(A) = Vect En particulier, E4(A) # {04, , @} donc a € Sp(A).

O = = =

Comme il n’y avait pas d’autre valeur propre possible, on peut conclure ici que| Sp(A) = {0, a}.

La famille &%, = est: génératrice de E,(A) (d’apres ce qui précede). et libre car constituée unique-

1
1
1
0

ment d'un vecteur non nul.| Ainsi, la famille est une base de E;(A).

O = =

(c) D’apres la question précédente, la concaténation des bases des sous-espaces propres forme une fa-
mille libre de quatre vecteurs de .44, (R) qui est de dimension 4. C’est donc une base de .#4,;(R).

On en déduit que A est diagonalisable.

Il existe donc une matrice P inversible et une matrice D diagonale telles que A=PDP™!,

Plus précisément : la matrice P est obtenue par concaténation de bases des sous-espaces propres de A,
la matrice D est la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres de A (dans
le méme ordre d’apparition que les vecteurs propres).

-1 0 0 1 0 0 0 O

[0 1 0 1 10 0 0 O L -1

En posant P = 0 0 1 1 etD= 00 0 0 ,onadonc:A=PDP~-.
1 0 0 O 0 0 0 a

4. Ftudeducasa=0et b #0.
Soit b un réel non nul. On note B la matrice M(0, b).

(a) Déterminons le rang des matrices B et B — bly, 14 désignant la matrice identité d’ordre 4. Tout d’abord :

0 0 0 O 0 0 0 0 0 0
0 0 0 O ol (o] |of ]oO 0 0
rgB)=rg 00 0 0 =rg ol'lol’lol'lo =rg 0 =rg 0 (car b #0)
b b b b b) \b) \b) \b b 1
0
la famille 8 estlibre donc| finalement: rg(B) = 1.
1
-b 0 0 O -b 0 0 -1 0 0
. 0O -b 0 O 0 -b 0 0 -1 0
Ensuite: rg(B—-b-1y) =rg 0 0 -b 0 =rg ol'loll=p =rg ol'loll=1
b b b 0 b b b 1 1 1
(car b #0)
= 3 (car la famille précédente est libre)
rgB-b-14) =3
(b) D’apres la question précédente, rg(B) =1 < 4.
Ainsi, B est non inversible et donc 0 € Sp(B).
De plus, dapres le théoreme du rang : dim(E¢®B)) + rgB) = dim(4,®R) = 4

On en conclut que 0 est valeur propre de B et : dim (Eo(B)) = 3.

D’apres la question précédente, rg(B—b-14) =3 < 4.
Ainsi, B— b-14 est non inversible et donc b € Sp(B).
De plus, d’apres le théoreme du rang :

dim (E,(B))+rg(B-b-14) = dim (44, (R)) = 4| On en conclut que b est valeur propre de B et : dim (E,(B)) = 1.
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On peut aussi remarquer que la matrice B est triangulaire (inférieure). Ainsi, ses valeurs propres sont ses
coefficients diagonaux. Cela permet de conclure directement :

Sp(B) = {0, b}

(c) D’apres la question précédente la concaténation des bases des sous-espaces propres forme une
famille libre de 4 vecteurs de .#4,;(R) qui est de dimension 4. C’est donc une base de .#4(R).

On en déduit que B est diagonalisable.

5. Etudeducas a#0etb #0.
Soient a et b deux réels non nuls. On note f I’endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique
de R* est M(a, b).
On pose:

a a
v =(1,11,0), v, = (0,001 et T= (Bb b)

(a) Déterminons ker(f).

x
On note A la base canonique de R*. Soit u = (x, y,z, t) € R*. Onnote : U = matg(u) = Jz}
t
a 0 0 a\(x 0
€ ker(f) = f(w) = 0 <~ M(a,b)U = 0 (:)aOan_O(:}
u er(f fw) = Opa a, = Vum a 0 0o allzl = lo
b b b b\t 0
ax + at = 0
ax + at = 0 .. N L s
On divise par a et b non nuls, le systéme est équivalent a :
ax + at = 0
bx + by + bz + bt = 0
X + ¢t = 0 x=-t
—
IR {5
On en déduit :

ker(f) = Vect((-1,0,0,1),(0,-1,1,0))

Ainsi, la famille ((-1,0,0,1),(0,-1,1,0)) est génératrice de ker(f) (d’apres ce qui précéde). et libre car
constituée uniquement de deux vecteurs non colinéaires.

Ainsi, en posant v3 = (-1,0,0,1) et v4 = (0,—1,1,0), on obtient quela famille (v3, v4) est une base de ker(f).

Finalement : dim (ker(f)) = Card ((v3, v4)) =2

-1 0
-1

On en déduit aussi que | Vs = 8 ,Vy = 1 est une base de ker(M(a, b)). On en déduit que
1 0

0 est une valeur propre de M(a, b) et que Eq(M(a, b)) = Vect (V3,Vy).

(b) Montrons que la famille 2’ = (v, v2, V3, v4) est une base de R*.
On a Card(%') = 4 = dim(R*) donc il suffit de prouver que la famille %8’ est libre.

Soit (A1,A2,A3,A4) € R4,
Supposons : Aj-v1+ A2 V2 + A3 U3+ As-vs = O0pa (%), (%) &= Ap-vi+ A2 v+ A3 U3+ Ag-vs =

A1 - A3 = 0
A1 - N =0
Opt <= (A1 = A3, A1 = Ag, A1 +Ag,A2+A3) = (0,0,0,0) = _ —
A1 + A = O
Ao+ A3 = 0

{ A1 =A2=A3=A; =0 (parremontées successives)

Ainsi, 2’ est une famille libre de R*.

On en déduit que 98’ est une base de R*.
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(©)

(d)

(e)

Déterminons la matrice notée N de I’endomorphisme f dans la base %4’
Dans la suite, on note :

1 0 -1 0
1 0 0 -1
Vi =matg(v) = 1 » Vo =matg(v) = 0 , Vs =matg(vs) = 0 , Va=matg(vy) = 1
0 1 1
a 0 0 a\(l a 1 0
a 0 0 al]l a 1 0
On calcule M(a, b) x V] = a 0 o allilZl 4 =a- 1 +3b- 0 =a-V1+3b-V,
b b b b)J\O 3b 0 1
onendéduit: f(v1) =a-v;+3b-vs.
a 0 0 a\/(0 a
De méme: Ma,b)Vo = | ¢ 0 O 4924 2 avy4p-v. déduit : f(v2) =a-vi+b-
e méme : M(a, 2=1. 0 o allol=lal=a W > on en déduit : f(v) =a-1n V.
b b b b\l b
D’apres la question 5.a) : v3 € ker(f) et v € ker(f).
a a 0 0
.. PP 3b b 0 0
Ainsi, par définition : f(v3) = 0. f(v4g) = 0 | Onenconclut:N=matg (f) = 0 0 0 0
0O 0 0 O

N et M(a,b) représentent le méme endomorphisme f dans deux bases différentes donc

elles sont semblables. ‘

Soient A un réel non nul
X

SoitX = )z/ .On suppose (;) # 0.6, ®)-

t
En particulier, on a donc : X # 0 4, , ®)- X est un vecteur propre de N associé a la valeur propre A d’out:

a-\A a 0 0)\(x 0
3b b-A 0 O0||y
X € EA(N) <= (N-AL)X = 0 (avec X # 0.4, @) = 0 o -2 ollzl=1lol =
0 0 0 A\t 0
(a-Nx + ay =0 (a-N)x + ay =
3bx + (b-ANy 0 3bx + (b-Ny =
- Az 0 -z =
- At 0 -t =
(a-AN)x + ay = 0
(avec A #£0) < 3bx + (b-ANy =0
z=1t=0
D’autre part :
(;) est un vecteur propre de T associé a la valeur propre A alors :
X b X 0 a-A a \(x 0
) e = 0w ) = oum wee [ 2 p = (51 ,4)0) < ) =

p— + =
{ (@a=M\x ay 0 On reconnait les deux premiéres lignes du systeme précédent.

3bx + (b-Ny = 0

Finalement :
X est un vecteur propre de N associé a la valeur propre A © X #0.4,,® et XeE\(N) ©X#04,®

et (;)EEA(T) et Z=t=0©(;)¢0m,um et (;)EE)\(T) et z:t:0©(;)estunvecteur

propre de T associé a la valeur propre A et z=t=0 ‘ On obtient bien la caractérisation souhaitée. ‘

On suppose dans cette question uniquement que (a, b) = (1,1).
Déterminons les valeurs propres de T. Par définition de T, lorsque (a, b) = (1,1),on a:

o)
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®

Soit A € R. A est valeur propre de T < T — Al est non inversible & det(T—Al) =0 < (1-A)?-3=0<
1-A=v3 ou 1-A=—-vV3eA=1-v3 ou A=1+V3

On en déduit que T admet deux valeurs propres distinctes: A} =1—v/3 et Ay = 1++/3.

. (x s
Soit (yl) un vecteur propre de T associé a la valeur propre A;.
1
X1
Comme A; # 0, alors, d’apres la question 5.d), X; = J(/)l est un vecteur propre de N associé a la valeur
0

propre A;.
X s . o
De méme, en notant (yz) un vecteur propre de T associé a la valeur propre A, # 0, on obtient d’apres la
2

X2
Y2
0
0
D’autre part, on a prouvé a la question 5a) que 0 est valeur propre de M(a, b) et toujours d’apres 5a)
Eo(M(a, b)) a pour base V3 et Vy.

Or d’apres 5c¢), M(a, b) et N sont semblables donc elles ont mémes valeurs propres.

On a trouvé trois valeurs propres pour N, mais la concaténation des bases des sous-espaces propres
forme une famille libre de 4 vecteurs (X3,X2,V3,V4) de .#41(R) qui est de dimension 4. Donc c’est une

question 5.d) que X, = est un vecteur propre de N associé a la valeur propre A,.

base et il ne peut y avoir d’autres valeurs propres de N. Et par conséquent| N est diagonalisable.

La matrice N = matg (f) est diagonalisable.

Or, M et N étant semblable,| on en conclut alors que M(1,1) = matg(f) est diagonalisable.

On suppose dans cette question uniquement que (a, b) = (1, -1).
Justifions que T n"admet aucune valeur propre. On raisonne comme pour la question précédente. Par
définition de T, lorsque (a,b) = (1,—1),on a:

(s )

Soit A € R. A est valeur propre de T < T — Al estnoninversible © det(T — Al) = 0 &
1-MNE1-MN+3=0e -(1-MN1+NM)+3=0e -1-A)+3 =0 AN +2=0e N\ = -2
On en déduit que T n"admet pas de valeurs propres réelles.

On démontre alors que N n’admet pas de valeur propre non nulle.
Pour ce faire, on procéde par I'absurde.

Supposons que N admette une valeur propre A non nulle.
X

11 existe donc X = vecteur propre de N associé a cette valeur propre.

y
z
t

. x s
D’apres la question 5.d), (y) est alors un vecteur propre de T associé a cette va-

leur propre A. Clest impossible puisque T n'admet pas de valeur propre.

On en conclut que la matrice N n'admet pas de valeur propre non nulle.

On en déduit que 0 est 'unique valeur propre de N.

Si N était diagonalisable, il existerait alors P inversible et D diagonale avec D = O
telles que N = PDP! = 04 ce qui est absurde. | Donc N nest pas diagonalisable. | Comme
N = matg(f) nest pas diagonalisable, De méme comme N et M(1,—1) sont semblables :

on en conclut alors que M(1,-1) = matg(f) n'est pas diagonalisable.

Exercice 2. D’apres EML 2000
Soit a un entier strictement positif. On dispose d’'un jeu usuel de 2n cartes (n = 16 ou 26) qui contient donc deux

rois rouges, et on envisage deux jeux d’argent régis par les protocoles suivants.

I Premier protocole
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Les cartes du jeu sont alignés sur une table de facon aléatoire. Le joueur découvre les cartes, de gauche a droite
jusqu’a obtenir le premier roi rouge. On note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition du premier roi rouge
et E (X) son espérance.

Enfin on note I’événement « Ry avoir un roi rouge au k-iéme tirage ».

1. Simulation informatique Python
(a) Simulation de la variable X.
import numpy as np
import numpy.random as rd
def simul_X(n):
y=1

T=2*n #nombre de cartes a retourner
while rd.random()>2/T :
T=T-1#une carte en moins
y=y+1#une pioche de plus

return y

(b) Fonction freq(L) qui, prenant en argument une liste de valeurs L (dont les composantes sont des entiers
entre 1 et £), renvoie une liste dont les composantes sont les fréquences d’apparitions des valeurs de la
liste L.

On commence par remplir la liste des effectifs et on divise ensuite pour la liste des fréquences.

def freq(L)
1=max (L)
eff=[0]*1
for k in range(len(L))
eff [L[k]-1]+=1
return [eff[k]/len(L) for k in range(1)]
(c) Onprend n = 16. On ajoute les commandes suivantes qui permettent I'affichage ci-apres

import matplotlib.pyplot as plt

n=16
sample=[simul_X(n) for k in range(1000)]
valeurs=[k for k in range(1l, 2#n)]

frequences=freq(sample)

plt.bar(valeurs , frequences)

plt.show()

0.07

0.06

0.05

0.04

003

0.02

001

0.00
0 5 10 15 20 5 30

Une valeur approchée de 'espérance de X est donnée par la moyenne empirique de I’échantillon de X,
donc par la commande np.mean(sample) (question mal posée dans I'’énoncé car la question laissait
croire que la commande était dans le sujet).

La fréquence d’apparition de la valeur 1 (resp. 2, 3) donne une valeur approchée de P(X =1) (resp. PX =
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2),P(X = 3)). On lit donc la hauteur du baton correspondant sur la figure.
OnaPX=1)=0.068,P(X=2)=0.07,P(X=3) =0.063.
PX =1)=2/32=1/16. (avoir un roi rouge des la premiére carte)

2. Xestla variable aléatoire égale égale au rang d’apparition du premier roi rouge.
On peut piocher le premier roi rouge dés le premier coup mais on peut aussi, dans le cas extréme, piocher
toutes les autres cartes (il y en a 2n — 2) avant d’obtenir le premier roi rouge a la (2n — 1)- éme pioche. Toutes
les valeurs intermédiaires étant possibles, on a donc:
X(Q)=1{1,2,...,2n-1} (ou=[|1,2n—1[]).
On décompose I'événement : (X = k).

(X = k) signifie que le premier roi rouge apparait au k*¢¢ tirage. Cela arrive au plus tard au 2n — 1°" tirage
car il ne reste alors que les deux rois rouges. On introduit I'événement « Ry avoir un roi rouge au k-iéme
tirage. »

Donc| X=k)=RinRan...Rg_; NRg.

3. Alors d’apres la formule des probabilités composées avec p(R; NR2n---NRx_1) #0, VkeX(Q) :

pX=k = p(Ri) pRe/R1)...pRe1/RiN...Rims) p(Re/RiNR2 A Ry y)
2n—-2 2n 3 2n—2—(k—2) 2
2n 2n 1 2n—(k-2) 2n—(k-1)

car, par exemple, quand on a tiré déja Ry n...Ry_, il reste 2n— 2 — (k — 2) cartes qui ne sont pas des rois rouges
parmi 2n — (k — 2) cartes équiprobables.

Or(2n-2)2n-3)...2n-k)=2n-2)!/2n—k-1)!
et2n)2n-1)...2n—k+1)=(2n)!/ 2n-k)! donc

2@2n-2)!'2n-k)! | 2n-k

PR=0 = Dien) | nen-D

4. Le support de X étant fini, son espérance existe et est donnée par :

2n—1 2n—-1 2n—k 2n-1
EX) = k;kp(x k) = k;kn(Zn TRETTEN Zk(Zn k)
2n-1 2n-1 2nsl - 2n-1)@2n+1)(4p-2+1)
_ _ 2
= s 1)(2 kx2n Zk) nen _1)(2 kZ:l 5

1 ( (2n—-1)(2n) 3 (2n—-1)(2n) (4n—2+1))

ni2n-1) 2 6
_ 2n@2n-1) (n 4n—1)_2(6n 4n—1)_ 2n+1
T n@n-1 6 ) “\s6 6 | | 3 °

5. (@) Onaimmédiatement d’apres’énoncé que:| G; =a—X.

2n+1

(b) OnadoncE(G;)=a-EX)=| a- 3

par propriété de 'espérance.

II Deuxiéme protocole

Les 2n cartes du méme jeu sont alignés sur une table de fagon aléatoire, mais cette fois-ci, le joueur peut décou-
vrir au maximum 7 cartes. Le joueur paie un euro chaque fois qu’il découvre une carte et gagne a euros lorsqu’il
obtient le premier roi rouge. On note G la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur. Ainsi, si le premier
roi rouge apparait a la k¢ carte découverte (k < n), G est égale a a — k, et si le joueur n’obtient pas de roi rouge a
I'issue des n premiers tirages, alors G, est égale a —n.

1. Pour tout entier k € {1,...,n}, (G2 = a— k) signifie que I'on a retourné un roi rouge au fieme tirage. Donc
(Go=a-k)=X=k).

2n—k

etp(Gzza—k)zp(Xz ]C)Z m
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2. (Gy = —n) signifie que I'on a pas tiré de roi rouge jusqu’au n‘¢™ tirage.
Donc (Gp =-n) = Ry nRyn---N R, et d’apres la formule des probabilités composées avec p(R; NR2N---n
Rn—l) #0:

p(Rl)-p(Rz/Rl)...p(Rn/RlﬂRzﬂ"'ﬂRn_l)
2n—2 2n-3 2n—-2—-(n-1)

2n 2n—1 2n—(n-1)

@n-2)} n!'" nn-1) n-1
(n-2)! @n)! 2n@2n-1 | 2@2n-1).

p(G2=n)

ITI Comparaison des deux protocoles

On compare les gain moyens obtenus par les deux méthodes dans le casou n=16:

33-16-1)a-(7-16*>-1) 2:16+1
E(G)-E(G) = —a+
6(2-16—1) 3
15 85
= ——a+—
62 62

donc

si a = 17/3 alors la différence est positive et il vaut mieux choisir la méthode 2, sinon, la méthode 1 est préférable.

1. (a

(b)

()

(d

Partiel:

Exercice 3. D’apres EML 2009
On note f:R — R1'application définie, pour tout x € R, par :

X .
f(x):{ Py six#0

1 six=0

Ftude d’une fonction

Pour tout x #0: e* — 1 # 0, donc f est continue sur ] — oo, 0] et sur 0, +oo[ comme quotient de fonctions
continues dont le dénominateur ne s’annule pas. Etude de la continuité en 0 :

= 1=10.

EnO:ex—lExetdoncpourx;éo:f(x)z 1
e —
D’ou f est continue en 0.

Conclusion :| f est continue sur R.

Pour x #0:e*—1#0donc f est Clsur ]—o0; 0] et sur ]0; +0o[ comme quotient de fonctions Clet

ex—l—xex_ Q1-x)e*-1
(ex—12 | (e¥-1)?

flxo=

On a le développement limité a I'ordre 2 en 0 de la fonction exponentielle qui est donnée par :
e* =1+ x+3x*+o0(x?) donc

1+x+3x2+0(x?) —1-x[1+x+3x*+0(x?)]

flx) =

(1+x+3x2+0(x?) - 1)°
(3 -1)x*+o(x?)
—1x%+0(x?) 1

(x2 +0(x?)) 0 2

1
Conclusion :| f'(x) — —=

x—0 2’
1
On a vu que f est C! sur R* et comme f est continue en 0 et que f’ (x) =03 alors f est C! en 0 et
X—
1
!

0)=—-.
flo=-3

1
Conclusion :| f estde classe C! surRet f'(0) = —3
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2. (@

(b)

(©)

(d)

(e)

ux)=1-x)e*-1
u est dérivable sur R en tant que produit de fonctions dérivables sur R et
u(x) = (Q1-x)e'-¢é*
= —xe*
Donc:
X —o0 0 +00
u'(x) + 0 -
0

signe de u - 0 -

On justifie le signe de u :

0 maximum de u (sa dérivée s’annule en changeant de signe en 0) donc| u(x) <0surR |

Comme pour tout x #0, f' (x) = % alors f est du signe de u (x) <0 pour x # 0.
X —

Etpourx:O:f’(x)z—%<O.

Conclusion :| YxeR, f'(x)<0.

En —oco: f(x) = — +4oocar lim e*=0.
e¥—1 x—-oc0 X——00
X X
. - - - — X
En +oo: f(x) = o1 ea_1/e x_>+000 carx = o(e¥) par C.C
d’ol:
X —00 0 +00
f'x) - -1/2 -
+00
f I —
0
Ona:
X
X)+x = +x
T e*—1
. xe*
T oev-1
On pose X = —x alors quand x tend vers —oo, X tend vers +oo.
Ftonaxe*=-X/eX — OparC.C.Deplus == —— — -1.
X—+00 P P -1 7 e X1y oo
D’ot1 par produit : Donc f (x) + x i 0.
——00
Conclusion : | la droite d’équation y = —x est asymptote a la courbe représentative de f en —oco.
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

def f(x):
if np.any(x==0)
y=1
else :

y=x/(np.exp(x)-1)

CorDS2eml
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return y

x=np.arange(-10,10,0.01)
plt.plot(x,f(x))
plt.plot(x,-1/2%x+1)

plt.show()

Partie II : Etude d’une suite récurrente associée a la fonction _f

On consideére la suite (1) ,en, définie par up =1 et, pour tout n €N, u,41 = f (Uy).

1. 0 n’est pas point fixe puisque f (0) # 0.

Pourx#0:f(X)=x = sy =x<=l=e'-l=e'=2<=x=In(2)

Conclusion :| f admet un point fixe et un seul, a =1n(2).

2. (a) Soit g(x) = ¥ —2x e* — 1. g est dérivable sur R* en tant que somme et produit de fonctions dérivables
sur R* et

gx) = 20 -2e5-2xe"
2e* (e -1-x)

Or on sait que pour tout réel positif, par convexité : e* = 1+ x (car y = 1 + x est la tangente a la courbe de
la fonction exponentielle en 0).
Ainsi, g’(x) = 0 pour tout réel positif.

Onadonc:

CorDS2eml 11



X 0 +00
g'(x) 0 +
g(x) /
0
signe de g(x)| 0 +

Conclusion :| Vx € [0;+00[, e*-2xe*-1=0

(b) Pourtoutx>0:

f’(x)+l _ ex—l—xex_'_l
2 (ex—1% 2
_ 2e*-2-2xe"+e* -2e"+1
- 2(e*—1)2
3 e —2xe -1
T 2(e¥-1)2

XX _2xe*—1

1
Conclusion :| Vx €]0;+oo[, f'(x)+= = 5
2 2(e*-1)

1 1
(c) Comme g (x) =0 pour tout x>0, f'(x)+ > = (0 par conséquent : ~3 < f'(x).

1
Etpour x =0, f'(x) = —5

1
Enfin on a vu que f'(x) <0 sur R donc| Vx € [0; +o0], -3 < f'(x)<0.

(d) Onavuque:
- f est continue et dérivable sur R*

1
=== 3 pour tout x € R*
-Onaa= f(a) eR™.
- f(un) = Up+l
Il reste donc a voir pour pouvoir appliqué I'inégalité des accroissements finis appliqués a f, u,, « sur R*
que pour tout n: u, € R*.

On montre alors, par récurrence, que pour tout n: u, € R*.

Initialisation : ug =1 € R™.

On suppose que pour un certain entier naturel n on a u, € R,.

Alors comme u,41 = f (uy) et que f > 0 sur R (d’apres la question 2c)), on a f(u,) >0 donc u,4; € Ry.
L'hérédité est vérifiée

Conclusion, | pour tout entier n: u, € R;.

Donc d’apres I'inégalité des accroissements finis appliqués a f, u,,«:
1
|f () = f (@] < 5 lun —al.

1
C'estadire| VneN, Uy —af < 3 |lu, —of

1
3. On montre alors par récurrence que pour tout e N: |u, —«| < on (1-a).
1 1 e e 1o . .
Pourn=0:|uy—of = 3 [1-al = 3 (1 -a) car o =1n(2) < 1. Donc l'initialisation est vraie.

1
Hérédité : soit n € N tel que |u,—al < on (1 — ) alors d’apres la question précédente puis par hypothese de
récurrence :
1 1 1
[Upe1 —al < = |lup—af < 2—,1(1—0()5 = W(l_a)'
L'hérédité est vérifiée.
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Conclusion :

1
pourtoutnel\l:lun—(xls2—n(1—(x).

lup,—af — 0dou
n—+oo

1 1 1
4. Et comme '—‘ <lalors —(1-a) — OetcommeO < |u,—«af <— (1-a), par théoreme d’encadrement
2 n n—+0o on

la conclusion :

la suite (u,) ,en converge vers o = In (2).

import numpy as np
u=1

n=0

n=n+1

u=u/ (np.exp(u)-1)

print(n)

on trouve n =21

etona:

G (x)

G (0)

5. Programme Python pour déterminer le plus petit entier naturel n tel que|u, —al <1072

while np.abs(u-np.log(2)) >= 10%**(-9)

Partie III : Etude d’une fonction définie par une intégrale

On note G: R — R 'application définie, pour tout x € R, par :

2x
Gw=| fdt

X

1. Comme f est continue sur R, elle y admet une primitive F qui est C! sur R.
On a alors G (x) = F (2x) — F (x) et donc G est C! sur R comme composée de fonctions C'.

2F 2x) - F (x)
2f2x) - f(x)
2x X
e?x—1 e*-1
4x—x(e*+1)
erx —1
x(3-¢e%
e?x —1

2f(0)-fO)=1

2

si2xetx#0

Conclusion :

Gestde classe Cl surRet G (x) =

x(3-¢e% .
o 1 Slx;éo
e2x

1 six=0

2x 2x
fdt=

X X

Donc0 <

2. (@) Soitx=0.Onaalorsx<2xetpourtoutx<t=<2x:0< f(2x) < f () < f(x) car f est décroissante sur R.

fde=f(x)(2x—x)

Conclusion :

Vx€e[0;+00[, 0=G((x) < x f(x).

2

X
Et comme x xX) = =
fx) 1

G(x) x_:OOO.

R.

D’ou

2x 2x
fdt=<

X X

2

X

1
— 0, on conclut par théoréme d’encadrement :

et l—e™* x—+o0

(b) Pour x<0ona2x<x<0etpourtout f € [2x,x],0ona f () = f (x) car f est décroissante strictement sur

fx)dt= f(x) (2x—x) car les bornes sont en ordre décroissant.

Conclusion :

Vxe]-o00;0], Gx)<x f(x).

2
—_ _X
Etcomme x f (x) = 57— .

— — —00, on a par théoreme de comparaison, que
——00

—OQ.

G(x)x—»

——00
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3. Onrassemble tous les résultats obtenus dans le tableau suivant :

X —00 In(3) +00
G'(x) + 0 -
G(n3)
G(x) /
—00 \‘ 0
car
X oo - 0 + In(3 - +o©
e -1 - 0 + +
3-¢e* + + 0 -
G (%) + 1 + 0 -
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