Limites de fonctions - L’essentiel du cours

1) Limites des fonctions de références

—— PROPRIETE
e En +o00:
;
lim x =400 ; lim 22 = +o0 lim 2% =400 lim /x =400
T—+00 T——+00 T—+00 T——+00
1 1 1 1
lim — =0 lim — =0 lim — =0 ; lim — =0
T—+00 T T—+00 :L‘2 T—>+00 LU?’ T—+00 /T
e En —o0:
lim z=—0c0 : lim 2?2 =400 lim 2% = -0
T——00 T——00 T——00
1 1 1
lim — =0 ; lim — =0 ; lim — =0
T——00 I T——00 I T——00 T
eEno0:
.1 . .
lim — =400 i lim — = 400 ; lm — = +o0 ; lim — = +o00
z—0 7 z—0 z—0 x—0 €T
x>0 x>0 x>0 x>0
.1 . .
lim — = —o0 ; lim — = +o0 ; lm — = —o0
z—0 7 z—0 z—0 7
<0 <0 x<0
2) Opérations sur les limites
e Limite d’une somme :
( )+ )=+ | ( )+ ( )—=400 | ( )+ ( ) = —
~— = ~— = ~— =~
—l —l’ —l — 00 —l ——00
()+( )=+ | ( )+ ()= -
~—~ ~—~ ~—~ ~—~
—~4o00 ——+40o0 ——00 ——00
e Limite d’un produit
( )x( )=1IxU () x ) =240 | () x( )= —x
~— = ~— =~ ~— =
—l =l —1>0 —+oo —1<0  —+o0
( )x( )—=>—o00 | ( )x( )—=400 | ( )x ) — 400
~—~ ~—~ ~—~ ~—~ ~—~ ~—~
—Il>0 ——o0 —l<0 ——o0 —4o0  —4o0
()x( )—=+00| ()x( )—=-00
~ =~ —~ =~
——00 @ ——00 ——00  —+0o0
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e Limite de ’inverse :

! -1 L -0 ! -+ LI N
— T — — 00 — —00
() : () () ()

~~ ~~ ~~ ~~

—1#£0 —to0 —0+ —0—

e Limite d’un quotient :
Pour les quotients (autres que les fonctions rationnelles en +00), on « sépare la

C)_ 1
DR S

e Formes indéterminées :

fraction » :

) x ()

—to0

Les deux cas de forme indéterminée sont : () + () ; (

~—~ ~—~
—+o00  ——00

{

e Polyndémes et fonctions rationnelles en +oo :

e En +o0, la limite d’une fonction polynome est égale a la limite de son terme de
plus haut degré.

e En +00, la limite d’une fonction rationnelle est égale & la limite du quotient des
termes de plus haut degré du numérateur et du dénominateur (ne pas oublier de
simplifier le quotient des termes de plus haut degré avant de déterminer la limite).

3) Asymptotes
e Si lim f(x) = to0 alors la droite d’équation 2 = a est une asymptote verticale
r—a
a Cy.
e Si hIf f(z) =1 alors la droite d’équation y = [ est une asymptote horizontale
Tr—r 00
a Cy en £oo.
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Limites de fonctions

» Exercice n°l
Déterminer la limite en +oo de la fonction f dans les cas suivants :
(on précisera si la courbe de f admet une asymptote horizontale en +00)

1L flz)=x+x

2 fe) =~ Va
3. f(x)zI—IZ-i-l
4 f(x):aHl-l_

» Exercice n°2
Déterminer la limite en —oo de la fonction f dans les cas suivants :
(on précisera si la courbe de f admet une asymptote horizontale en —co)

L @)= o
2 flr)=a?+ 4
3. f(x):$i3f2
1 s =1

» Exercice n°3
1. Déterminer la limite en 0 (pour & < 0 et pour z > 0) de la fonction f définie

1
par f(z) =z + —. La courbe de f admet-elle une asymptote verticale ?
x

2. Déterminer la limite en —2 (pour < —2 et pour > —2) de la fonction f

définie par f(z) = 3:8_;2

3. Déterminer la limite en 1 (pour 2 < 1 et pour z > 1) de la fonction f définie

2
Tt +x —
parf(sc):ﬁ

. La courbe de f admet-elle une asymptote verticale 7

. La courbe de f admet-elle une asymptote verticale ?
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» Exercice n°4
Déterminer les limites en —oo et en +0o de la fonction polyndéme f dans les cas
suivants :

1. f(x)=222 -2 +1
2. f(z) =32 +22 -1

» Exercice n°5

Déterminer les limites en —oo et en +0o de la fonction rationnelle f dans les cas
suivants : (on précisera si la courbe de f admet une asymptote horizontale en —oo
ou en +00)

dr — 1
1. =
fla) =5 3
2 4+2r—1
2. =
f(@) 22 + 3
—4xr+1
3. = —
f(@) 2 +1
—223
4. e
flw) = 3+ 522 -1
» Exercice n°6
Compléter les phrases suivantes par « hm = e B KT =y, KLY =y,

« verticale », « horizontale » ou « obhque ».
L Si lim f(z) =

z>1

—oo alors la droite d’équation est une asymptote

2. Si alors la droite d’équation y =
horizontale & C'y en —oo .

5 est une asymptote

» Exercice n°7
L’affirmation suivante est-elle vraie ou fausse ? (justifier sa réponse)
«Si f est une fonction strictement décroissante sur |0; +oo[ alors on a nécessai-
rement lim f(z) = —o0»
Tr—+00
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» Exercice n°8 » Exercice n°9

Dans chacun des cas suivants, déterminer d’aprés la courbe les limites de la Lors d’une certaine réaction chimique, la vitesse initiale v de la réaction chimique
fonction f aux bornes et une équation de chacune des asymptotes. (exprimée en mol - L=! - s71) en fonction de la concentration z (exprimée en
a) mol-L~1) d'un certain ion est donnée par v(z) = 0,0013 x 2 our z € [0; 00|
. P = 0,000004+z ¥ » el
, ‘ o 1. Quelle est la vitesse initiale de la réaction si la concentration de I'ion est nulle ?
s =
/ \ ?q% 2. Quelle est la vitesse initiale de la réaction si la concentration de l’ion est égale
4 = 49x107%mol-L~t7?
[
/ s \ £ 3. Déterminer la limite de v quand z tend vers +oco. Interpréter le résultat.
£ 4. Donner la nature et I’équation de asymptote de la courbe représentative de
2 § la fonction wv.
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Limites de fonctions

» Exercice n°1

1. lim z=+4o0et hm f——i—oodonc hm T+ T =400

r— 400 r——+00
Pas d’asymptote horizontale

1 1
2. lim —=0et lim /=400 donc lim — —

r—4oo I r——+00 r—4oo I
Pas d’asymptote horizontale

r = —00

1
3. lim —2:Od0nc lim ——i—l—l

T—+00 I z—+oo 12
La courbe admet une asymptote horizontale d’équation y = 1 en +o00

4. lim x+ 1= 400, donc lim =0et lim —2=-2
T—+00 x—+oo T + z—+oo x4+ 1
La courbe admet une asymptote horizontale d’équation y = —2 en +oo
» Exercice n°2
1 . ) 1
1. lim — =0e lim z=-ocodonc lim — —z=+40c0
T——00 {L'3 T——00 T——00 (ES
Pas d’asymptote horizontale
1 1
2. lim 2?=+coet lim — =0donc lim x2+7:+m
T——00 T——00 I T——00 x
Pas d’asymptote horizontale
1
3. lim z43=—oo0donc lim =0et lim —2=-2
T——00 z——oc0 1 + 3 z——oc0 x + 3
La courbe admet une asymptote horizontale d’équation y = —2 en —oo
1 1
4. lim 1 =0donc lim 1-2=-2¢t lim ——=—:.
T——00 T——00 r——00 T 2
1
Et comme, lim x4+ 1= —o0, on en déduit que lim (z+1) x 5 =
T——00 r——00 el 2
Pas d’asymptote horizontale
» Exercice n°3
. .1 . 1
1. imax =0et lim — = —oco donc lim z + — = —o0
z—0 z—0 1 x—0 x
<0 <0 <0
1 1
lim x =0 et lim — = 400 donc lim x + — =+
z—0 z—0 1 x—0 x
x>0 >0 >0

La courbe de f admet une asymptote verticale d’équation xz = 0.

(© Pascal Brachet - www.xmlmath.net - Licence CC BY NC SA - Utilisation commerciale interdite

2.

1

hm z+2=0" donc lim = —00
—2 z——21 + 2
x<—2 r<—2
1
Et comme, lim 3z —2 = —8§, on en déduit que lim (3z —2) x = +00
z——2 T——2 T+ 2
r<—2 r<—2
1
hm z+2=0% donc lim = 400
—2 z——21x + 2
x>—2 r>—2
Et comme, lim 3z —2 = —8, on en déduit que hm (3 —2) x = -0
r——2 —2 x4+ 2
r>—2 z> 2
La courbe de f admet une asymptote verticale d’équation = = —2.
. Signe du dénominateur :
T —00 -1 1 +00
T T
signe de 1 — z? - 0 + 0 -
| |
lim 1 — 22 = 07 donc lim 5 = +00
z—1 z—=11—2x
<1 <l
Et comme, lim1 22+ 2 -3 = 124+1 -3 = —1, on en déduit que
<1
1
: 2 _
mm (e = 8) X e = -
x<l
1
lim1— 22 =0~ donc lim —— = —
z—1 z—11— 2
r>1 r>1
1
Et comme, lim 22+ 2 —3= -1, 0on a lim (z? + z — 3) x —— = 400
r—1 x—1 1-— IL‘2
x>1 z>1

La courbe de f admet une asymptote verticale d’équation = = 1.

» Exercice n°4
La limite en —oco et en 400 d’une fonction polynéme est la méme que son terme
de plus haut degré.

1.

lim 222 —z+1= lim 22%2 =4
xTr—r—00 Tr—r — 00

lim 222 —z+1= lim 2z%2=+4c
x——+00 x—+00

lim 32242z —1= lim 323 = -
xr—r—00 xrT—r—00

lim 322 4+2x—1= lim 32° = 400
r——+o0 r—+0o0

Exercices Limites de fonctions - Maths Complémentaires - 1


https://www.xm1math.net/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/legalcode

» Exercice n°5
La limite en —oo et en +00 d’une fonction rationnelle est la méme que le quotient
du terme de plus haut degré du numérateur avec celui du dénominateur.

4 —1 4
1. lim —— = lim — = lim 2=2
z——o00 20 + 3 z——o00 21 T——00
4o — 1 _ 4x _ 9_ 9

La courbe admet une asymptote horizontale d’équation y = 2 en —oo et en
+o00.

. 22 +2x—1 . x? .
2. lim —— = lim — = lim -x=-
T——00 2¢ + 3 r——00 20 z——00 2
249221 2 1
lim i1 = lim T lim -z =400
T——+00 2¢ + 3 z—+o00 21 T——+00
Pas d’asymptote horizontale.
—4 1 —4 1 1
3. lim in—i_: lim = lim —4x —=0car lim —=0
z——o0 1241 r——00 T T——00 x T——00 I
—4x+1 —4x . 1 . 1
im ——— = lim — = lim —4x—=0car lim — =0
z—+oo x4+ 1 z—4oo 2 T—+00 T T—+00 T

La courbe admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 en —o0 et en
+00.

—23 —223
4. lim —4———— = lim = lim —-2=-2
z——oco 13 4+ 52 — 1 z——oc0 3 T——00
) 3 ) 3
im e lim T lim —2=-2
z—400 3 + hx2 — 1 400 3 T—+00
La courbe admet une asymptote horizontale d’équation y = —2 en —o0 et en
+00.
» Exercice n°6
1. Si lirq f(x) = —o0 alors la droite d’équation x = 1 est une asymptote verticale

z>1
acCy.
2. Si lim f(z) =5 alors la droite d’équation y = 5 est une asymptote horizon-
T——00

tale & C'y en —oo0 .

» Exercice n°7 )
L’affirmation est fausse. Contre-exemple avec f définie sur |0; +oo[ par f(z) = —
x

qui est bien strictement décroissante sur ]0; 4+o0o[ mais avec hr—f f(x)=0
r——+00

(© Pascal Brachet - www.xmlmath.net - Licence CC BY NC SA - Utilisation commerciale interdite

» Exercice n°8

a)

lim f(z)=1et lim f(x)= 1. La courbe admet une asymptote horizontale
T—>—00 T—r—+00

d’équation y = 1 en —oo et en +oo.

lim f(z) = +oo et lim f (z) = —oo. La courbe admet une asymptote verticale
<l —2 z>—2

d’équation x = —2.
lim f(z) = —o0 et

Tz
d’équation z = 2.
b)

lirg1 f(x) = —oc0. La courbe admet une asymptote verticale d’équation z = —1.
x>—1

lirjra f(z) = 2. La courbe admet une asymptote horizontale d’équation y = 2 en
xr—r+00

—+o00.

lim f(x) = +o0. La courbe admet une asymptote verticale

r>2

» Exercice n°9
Lors d’une certaine réaction chimique, la vitesse initiale v de la réaction chimique
(exprimée en mol - L™! - s71) en fonction de la concentration z (exprimée en

mol-L~1) d’un certain ion est donnée par v(z) = 0?688(1)% pour z € [0; 4o0].
1. v(0) =0mol - L1 .s7!
2. v (9%1075) =0,0009 mol - L=% - 71
3. C’est une fonction raoti(())(r)lln?)elie.x
IEIEOO v(z) = zgl}rloo - = :L’EI:SOO 0,0013 = 0,0013.

Quand la concentration de 'ion devient de plus en plus grande, la vitesse de
réaction se stabilise autour de 0,0013 mol - L=! - s~}

4. La courbe admet une asymptote horizontale d’équation y = 0,0013.
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