MATHEMATIQUES

Nombres complexes
Terminale Bac Pro « Classes ERA « TMA « ICCER (Groupement B)

Programme complémentaire — poursuite d'études Ce module fait partie du
programme complémentaire de Terminale Bac Pro : il prépare la poursuite d'études
(BTS et au-dela) et se traite dans le cadre de 'accompagnement au choix d'orientation.

Il ne fait pas partie du programme évalué en CCF.

Objectifs du chapitre :

e Connaitre la définition de 7 et la forme algébrique d'un nombre complexe.
e Effectuer des opérations (addition, multiplication) sur les complexes.

e Calculer le module et le conjugué d'un nombre complexe.

® Représenter un complexe dans le plan complexe.

e Passer de la forme algébrique a la forme trigonométrique (et inversement).
e Résoudre une équation du second degré a discriminant négatif.

e ICCER Utiliser les complexes pour les impédances en courant alternatif.

Situation professionnelle — Impédances en courant alternatif

Un technicien CVC dimensionne un circuit électrique comportant résistances et
bobines. L'impédance du circuit est un nombre complexe Z = R + jX. Calculer sa
valeur absolue (le module) permet de déterminer la résistance effective du circuit au

courant alternatif.



1. L'unité imaginaire et les nombres complexes

DEFINITION

On définit le nombre i tel que :

Un nombre complexe est un nombre de la forme :

ou a et b sont des réels.
» a = Re(2) est la partie réelle de z.

» b = Im(2) est la partie imaginaire de z.

ATTENTION

i n'est pas un nombre réel : on ne peut pas situer ¢ sur la droite des réels. C'est une
extension des réels.
Sib =0, alors z = a est un réel ordinaire.

Sia = 0, on dit que z = ib est un imaginaire pur.

EXEMPLES
Nombre complexe Partie réelle a Partie imaginaire b Nature
z=3+2¢ 3 2 Complexe
z=-1+1 -1 1 Complexe
z=5 5 0 Réel
z=—3i 0 -3 Imaginaire pur

B=0=3 2 =3 Complexe



APPLICATION

Calcule 72, i3, i*. Que remarques-tu ?

2. Opérations en forme algébrique

PROPRIETES

Soient 21 = a +tbet 29 = ¢+ id. Alors :

Addition : z1 + z2 = (a +¢) + i(b+ d)
Soustraction: z; — 2o = (a — ¢) + i(b — d)
Multiplication : z; X 29 = (ac — bd) + i(ad + bc)

(On développe comme un produit ordinaire en remplacant i? par —1.)
pp p plag p

EXEMPLE DETAILLE — ADDITION ET SOUSTRACTION
Soient 21 =3 + 27 et 29 =1 — b1.

Addition: z; + 2o =3+ 1)+ (24 (-5))i=4—3i

Soustraction:z; —22 = (3—1)+(2—(-5))i =2+Ti

[ On regroupe : parties réelles ensemble, parties imaginaires ensemble.




EXEMPLE DETAILLE — MULTIPLICATION
Soientz; =2+ 3ietzg =1 —1.

21 X 29 =(2+ 3i)(1 — 1)

On développe: =2 x 142 x (—i) + 3¢ x 1 + 3i x (—1)
=2 — 2+ 3i — 3¢?

=2+i—3x(-1) (cari*=-1)

=2+i+3

[21><Z2_5+’I:

APPLICATION

Calcule (2 + 3¢)(1 — ¢) et donne le résultat sous forme a + bi.

3. Conjugué et module

DEFINITION — CONJUGUE

Le conjugué de z = a + ib est le nombre complexe :

a—1b

I
I

On change le signe de la partie imaginaire.

DEFINITION — MODULE

Le module de z = a + ib est le réel positif :

|z| = v a? + b?




PROPRIETES REMARQUABLES

e z2x zZ=a’®+b*=|z?

* |2 = I7]

* |21 X 29| = [21] X |22

+ Si z est réel (b = 0), alors |z| = |a| (valeur absolue habituelle).
EXEMPLE

Soit z = 3 + 4i.

Conjugué:z =3 — 4¢

Module: |z| = V32 + 42 = /9 + 16 = V25

=

Vérification: 2 X Z = (34 4i)(3 — 4i) = 9 — 16i2 =9+ 16 = 25 = | 2|2 V

APPLICATION

Un circuit électrique a une impédance Z = 5 + 125 (en Q). Calcule le module |Z|. Que

représente cette valeur physiquement ?

4. Plan complexe — Représentation géométrique

DEFINITION

Dans le plan complexe, on place le nombre z = a + ib par le point M(a; b) :
« L'axe des abscisses est I'axe réel (noté Re).
+ L'axe des ordonnées est |'axe imaginaire (noté Im).

Le module |z| représente la distance de M a l'origine O.



Plan complexe interactif
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Cliquez sur un bouton pour afficher un nombre complexe dans le plan.

INTERPRETATION GEOMETRIQUE DU MODULE

Le module |z| est la longueur du segment OM ou M est le point représentatif de z.

Par le théoréme de Pythagore : OM = va2? + b2 = |2|.

5. Forme trigonométrique

DEFINITION

Un nombre complexe z # 0 peut s'écrire sous forme trigonométrique :

z =r(cosf + isin )

A

ou:

o 7 = |z| = Va? + b? est le module.

—
+ § est 'argument de 2, c'est I'angle orienté que fait OM avec l'axe réel positif.



METHODE — FORME ALGEBRIQUE VERS FORME TRIGONOMETRIQUE
Soit z = a + b.
Etape 1:
Calculer r = Va2 + b2.
Etape 2:

. a .
Identifier cos@ = — et sinf =
r

3| o

Etape 3 :

Déduire 6 (en radians ou en degrés, dans | — 7; 7]).

EXEMPLE1 —Z =1 +1

Module:r = V12 + 12 = V2

1
cos = — etsinf = —
V2 V2
On reconnait 6 = % (soit 45°).

— T T
_ 2( T _)
% \/ cos4—i—zsm4

EXEMPLE2 —Z = -1 + IV3

Module : r = /(~1)* + (V3)? = v+ 3 =2

*|S

-1
cosf = B etsinf =

2
On reconnait § = ?Tr (soit 120°).

_ 9 2r . 2w
Z = COSs 3 4+ 7281n 3




METHODE — FORME TRIGONOMETRIQUE VERS FORME ALGEBRIQUE

Si z =r(cosf + isinf), calculer cosf et sinf :

a=rcosfetb=rsinf, puis z = a + ib.

EXEMPLE

T .o
z:4<cos— —|—zsm—>

z:4x§+ix4x%:2\/§+2i

6. Formule d'Euler (au-dela du programme complémentaire)

POUR ALLER PLUS LOIN Le programme complémentaire de Terminale couvre les formes

algébrique et trigonométrique. La forme exponentielle z = r e? est présentée ici en

ouverture : elle est au programme de BTS.

FORMULE D'EULER

Pour tout réel 9 :

e — cos@ +isinf

On peut donc écrire la forme exponentielle d'un complexe :

2 =re

REMARQUE
Cette formule est admise (non démontrée au niveau Bac Pro). Elle est tres utilisée en
physique et en électricité sous la forme e/“* ol j désigne I'unité imaginaire en

convention €lectrique.



EXEMPLES DE NOTATION EXPONENTIELLE

Forme algébrique Module r Argument 0 Forme exponentielle
1+ V2 /4 V2 ein/4
-1 1 ™ e
i 1 /2 ¢in/?2
2(cos & +isin §) 2 /3 2 eim/3
IDENTITE REMARQUABLE En prenant § = 7: €™ = cosm + isinm = —1, soit
e +1=0.

I 7. Application professionnelle — Impédances en courant alternatif ICCER

CONTEXTE PROFESSIONNEL

En électricité courant alternatif (CA), les résistances, bobines et condensateurs
s'opposent différemment au courant selon la fréquence. On regroupe ces effets dans

I'impédance complexe Z, notée avec j (pour éviter la confusion avec l'intensité 7).
Z=R+jX

ou R est la résistance (partie réelle) et X la réactance (partie imaginaire).

L'impédance totale est |Z| = v/ R2 + X2 (en ohms, Q).

Probleme résolu — Circuit RL série

DONNEES

Circuit RL série avec: R =100, L = 0,1 H, w = 100rad/s.
Tension efficace U = 230 V.



RESOLUTION ETAPE PAR ETAPE

Etape 1 — Réactance de la bobine :

X;=Lw=0,1x100=100

Etape 2 — Impédance complexe du circuit :

Z =R+ jXr =100+ 103

Etape 3 — Module de Z (= impédance totale) :

1Z| = /R2 + X2 = v/1002 + 102 = /10000 + 100 = +/10 100
|Z| ~ 100,59

Etape 4 — Intensité efficace :

U 230

= ~220A
Z] ~ 1005 ~ 4%

Loi d'Ohm généralisée : I =

[ Impédance : Z = 100 + 105 | |Z]| ~ 100,56 | Intensité: I ~ 2,29 A

FORMULE GENERALE POUR UN CIRCUIT RLC

] 1

o Lw: réactance inductive (bobine)

: réactance capacitive (condensateur)
w

+ Alarésonance: Lw = ——, donc Z = R (purement résistif, | Z| minimal).

Cw

8. Applications géométriques A ERA/TMA

DISTANCE ENTRE DEUX POINTS

Si A a pour affixe z4 et B a pour affixe zp, alors :

AB = |zp— za




MILIEU D'UN SEGMENT

Le milieu I de [AB] a pour affixe :

EXEMPLE
A d'affixe z4 = 1 + 2¢ et B d'affixe zp = 5 — 2i.
Distance AB :
zp—24=(0-1)+(-2-2)i=4—4i
AB = |4 —4i| = /42 + (—4)2 = /16 + 16 = /32 = 42

Milieu I :

(1+2)+(5—2) 6

[ AB = 4v/2 ~ 5,66 | I a pour affixe 3 (point sur l'axe réel)

I 9. Résolution d'équations

9.1 Equations du type z° = -a (a > 0)

METHODE

Sia > 0, 1'équation 2?2 = —a a deux solutions imaginaires pures conjuguées :

z=iva et z=—iva




EXEMPLE — Z* = -4
7= 4,

Comme (2i)? = 4i? = —4 et (—2i)? = 4> = —4:

[ Les solutions sont z; = 27 et 29 = —21.

9.2 Equation du second degré a discriminant négatif

RAPPEL

Pour az? + bz + ¢ = 0, on calcule A = b? — 4ac.
¢ Si A > 0: deux solutions réelles.
¢ Si A = 0: une solution réelle double.

+ Si A < 0:deux solutions complexes conjuguées :

—b+iy/[A]
2=
2a

EXEMPLE — 22 +2Z+5=0

Calcul du discriminant :

A=22-4x1x5=4—-20=—16

A < 0:deux solutions complexes conjuguées.

V1A = VI6 =4

-2+ 4

z = 2

[ 21:—1+2ietz2:—1—2i

Vérification: 21 + 22 = —2= —b/av | z1 x 22 = (-1)2+ (2)2=5=c/a VvV



EXEMPLE — 22> -2Z+1=0

A=(-2)2-4x2x1=4—-8=-4

VI]A] =2

L_2%2 14
42

B ot _1 1.
z1—2+2zez2—2—2z

| 10. Tableau récapitulatif

Notion Formule / définition Exemple avec z = 3 — 45
Forme algébrique z=a-+1ib a=3,b=—-4
Partie réelle Re(z) =a Re(z) =3
Partie imaginaire Im(z) =b Im(z) = —4
Conjugué Z=a—1b zZ=3+4
Module |z| = Va2 + b2 |2l =v9+16=5
Argument 0 tel que cos@ = a/r,sinf = b/r 0 = arctan(—4/3) ~ —53,1°
Forme trigonométrique r(cos 6 + isin 6) 5(cos(—53,17) + ¢sin(—53,17))
Forme exponentielle ret? 5e' avec § ~ —0,927 rad
Distance AB |zp — 24 —
Milieu At —

2

A < 0dans az? +bz+c=0 z:M _

2a



A retenir — L'essentiel du chapitre

e 2=—1|z=a+ib|z=a—ib | |z| = Va2 +b2

Dans le plan complexe, z = a + ib correspond au point M(a; b) et |z| = OM.

Forme trigonométrique : z = r(cos + i sinf) avec r = |z|.
6

= cosf + isin 6.
bt /A
2a :
ICCER Impédance: Z =R+ jX,|Z| =V R2+ X2, I=U/|Z|.

Formule d'Euler : e

Si A < 0: solutions complexes

I 11. Exercices

Exercice 1 — Opérations de base
Soient 2y =2+ bt et z9 = 3 — 1.

Calculer:(a) z1 + 22 (b)z1 — 22 (c)z1 X 22 (d)z1 (e)|z1]

» Voir la correction

Exercice 2 — Forme trigonométrique

Mettre sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants :

@z=-vV3+i b z=-2i (z=1+iV/3

» Voir la correction

Exercice 3 — Résolution d'équations

Résoudre dans C les équations suivantes :
@)z22=-9 (b)22—42+13=0 (©224+2+1=0

» Voir la correction



Exercice 4 — Applications géométriques et professionnelles = ICCER

Partie A (géométrie) : Dans le plan complexe, A a pour affixe z4 = —2 + 4i et B a pour
affixe zp = 4 + 2i.

(1) Calculer la distance AB. (2) Donner l'affixe du milieu I de [AB].

Partie B (impédance) : Un circuit RLC sériea: R =50, L = 0,2H, C' = 100 uF,
w = 200rad/s.

1 .
(3) Calculer X;, = Lw. (4) Calculer X = Yo (5) Ecrire l'impédance complexe Z. (6)
w
Calculer |Z].
» Voir la correction
I Erreurs fréquentes
x Oublier que 72> = —1 lors d'une multiplication

(2+4)(3+14) =6+ 2i+3i+1i% =6+ 5i+ (—1) =5 + 5i, pas 6 + 5i.

Conseil : toujours remplacer i par —1 lors du développement.

x Confondre module et partie réelle
Le module |z| = v/a2 + b2, pas seulement a.

Conseil : le module est toujours positif et se calcule comme une distance (Pythagore).

x Confondre conjugué et opposé
Le conjugué de a + bi est a — bi (signe de la partie imaginaire changé), pas —a — bi.

Conseil : conjugué = méme partie réelle, partie imaginaire opposée.

x Inverser argument et module dans la forme trigonométrique
z=r(cosf + isinh) : r est le module, 0 est I'argument.

Conseil : r = |z| (toujours positif), et 6 = arg(z).



Simulation interactive

Nombres complexes



https://maths-sciences-pro.fr/simulations/complexes.html

MATHEMATIQUES

Nombres complexes
Nombres complexes | Terminale Bac Pro | ERA - TMA - ICCER (Groupement B)

{ Socle Standard Approfondissement

Compétences travaillées :

e Identifier la partie réelle et la partie imaginaire d'un nombre complexe

e Effectuer des opérations (addition, soustraction, multiplication) sur les complexes
e Calculer le conjugué et le module d'un nombre complexe

® Représenter un complexe dans le plan complexe

e Convertir entre forme algébrique et forme trigonométrique

® Résoudre des équations du second degré a discriminant négatif



EXERCICE 1 Identifier partie réelle et partie imaginaire =~ SOCLE

Pour chaque nombre complexe, donner la partie réelle Re(z) et la partie imaginaire

Im(z) :

Nombre complexe Re(2) Im(2) Nature

22:—2—77:

23:42

z4 = —6

________________________________________________________________________________________________________________________________

Mes calculs :




EXERCICE 2 Additionner et soustraire des nombres complexes SOCLE

Calculer les sommes et différences suivantes. Donner le résultat sous forme algébrique

a-+1b:

a) z1 = 3+ 2¢ et 29 = 1 — 54. Calculer 21 + 2.
b) 23 = —4 + i et z4 = 6 + 3¢. Calculer 23 + 24.
C)z5 =7 — 2i et zg =7+ 2i. Calculer z5 — z.

d) 27 = -1+ 4i et 23 = —3 — 44. Calculer z7 — zs.

________________________________________________________________________________________________________________________________

Mes calculs :




EXERCICE 3 Calculer le conjugué d'un nombre complexe SOCLE

Rappel : le conjugué de z = a + ib est Z = a — ib (on change le signe de la partie

imaginaire).

Donner le conjugué de chaque nombre complexe :

z z
21 =3+5¢
22=—-2—1
=17

2y = —4i
2z5=1-++3i

Bonus : Pour chaque nombre, calculer z + Z et z X z. Que remarquez-vous ?

________________________________________________________________________________________________________________________________

Mes calculs :




EXERCICE 4 Identifier parties réelle et imaginaire — Guidé SOCLE

METHODE

Un nombre complexe s'écrit z = a + bi ou :
caestla

partie réelle

— Re(z) = a

s bestla

partie imaginaire

— Im(z) = b (le coefficient devant ¢,

sans

le %)

Exemple guidé: z =17 — 3i
On identifie : a =[7] et b = [—3] Donc Re(z) = 7 et Im(z) = —3.

A toi : Compléter le tableau ci-dessous.

Nombre complexe z Re(z) = I:l Im(z) = I:l Nature

z1 =4+ 5i I:l I:l O Réel O Imaginaire pur O Complexe
29 = —3i [ ] [ ] O réel O Imaginaire pur O Complexe
z3=19 |:| |:| O réel O Imaginaire pur O Complexe
24 =—2+61 I:l I:l O Rréel O Imaginaire pur O Complexe

————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Mes calculs :




EXERCICE 5 Calculer avec les complexes — Pas & pas  SOCLE

METHODE — ADDITION

Pour additionner z; = a + bietzo = c+ di :
z1+z=(a+c)+ (b+d)i
— On additionne les parties réelles entre elles, et les parties imaginaires entre

elles.

a) Addition guidée : z; =5+ 3iet 2z =2 —i.

Parties réelles : 5 + 2 = |:|
Parties imaginaires : 3 + (—1) = |

Doncz1+z2:|:|+|:|i

METHODE — MULTIPLICATION

Pour multiplier : on développe comme (a + bi)(c + di) et on remplace i2 = —1.

(a + bi)(c + di) = ac + adi + bei + bdi? = (ac — bd) + (ad + be)i

b) Multiplication guidée : (3 4 27)(1 + 7).

Etape 1 — On développe :

3x1=[ ] 3xi=[_] 2ix1=[_] 2ixi=[_|

Etape 2 — Onrassemble:| |+ |+[ |+ |

Etape 3 — On remplace i = —1:2:2 =2 x (-1) =[]

Résultat : (3 + 2i)(1 +1) = |:| + I:Il

c) A toi : Calculer (4 +14)(2 — 3i).

Développement:| |+ |+| |+| |

Remplacement de i?: .........

Résultat: [ |+[ i

i Mes calculs :






EXERCICE 6 Placer des complexes dans le plan — Guidé SOCLE

a.

b.

METHODE

partie réelle

partie imaginaire

Pour placer z = a + bi dans le plan complexe :

« L'axe horizontal (—) correspond a la

« L'axe vertical (1) correspond a la

« Le point se place aux coordonnées (a; b).

Exemple guidé : Placer z = 3 + 2i.

Partie réelle = 3 — on avance de 3 vers la droite.

Partie imaginaire = 2 — on monte de 2. Le point est en (3; 2).

A toi : Compléter le tableau, puis placer les points sur le plan.

Complexe z

21=2+4i
z9=—-3+4+1
z23=25

2y = —2i

Partie réelle a = |:|

[

[
[
[

Partie imaginaire b = |:|

O O 0O

Point (a; b)
0
C:0
(MR
(HE)



Im

1

-2

-3

3

Plan complexe — place les 4 points

Mes calculs :



EXERCICE 7 Calculer le module — guidé SOCLE

METHODE

Le module de z = a + ibest: |z| = va? + b2

C'est la distance du point représentatif a 'origine dans le plan complexe.

Exemple guidé : z = 3 + 47
a=3b=4—2|=vV3+42=+9 116 = v/25 =[5]

A toi : Calculer le module de chaque nombre complexe.

Complexe z a b a®+ b 2]

2 =5+12

1 1 1 O
»=8-6 [] [] [J [
O 0O O 0O
O 0O O O

i Mes calculs :




EXERCICE 8 Multiplier des complexes — pas a pas  SOCLE

RAPPEL

On développe comme un produit ordinaire, puis on remplace i par —1.

(a + ib)(c + id) = ac + iad + ibc + i*bd = (ac — bd) + i(ad + bc)

a) Guidé : Calculer (2 +7)(3 — 2i).

2x3=[] 2x(-2i)=_] ix3=[] ix(-2i)=-22=[]
Partie réelle:[ |+[ |=[] Partie imaginaire:[ |+[ |=[]
Résultat:[  |+[ f

b) A toi : Calculer (1 + 37)(2 + i).

________________________________________________________________________________________________________________________________

i Mes calculs :




EXERCICE 9 Reconnaitre la forme trigonométrique — guidé SOCLE

RAPPEL
La forme trigonométrique est z = r(cosf + isinf) ou r = |z| et # 'argument.

a . b . a1
Pour trouver 6 : cosf = — et sinf = —, puis on reconnait I'angle dans le tableau
r 7

des valeurs remarquables.

Valeurs a connaitre :

0 0°  30°(x/6)  45°(x/4) 60" (x/3)  90° (m/2)
cos 6 1 ﬁ ﬁ i 0
2 2 2
sin 6 0 l ﬁ \/_§ 1
2 2 2

a) Convertir z = 2 (cos % + ¢sin %) en forme algébrique.

a:2cosg:2x :|:| b:2sing:2>< =

Résultat: z = |+ i

b) Convertir z = v/2 + /21 en forme trigonométrique.

r=/(v2p+ (vay = YO+ [0-=0
2 V2 V2 V2
0 2 R

Résultat : z = D(cos % + isin £>

cosf =

________________________________________________________________________________________________________________________________

Mes calculs :



EXERCICE 10 Calculer 42, i3, i* — guidé ~SOCLE

REGLE

On sait que 72 = —1. En multipliant par i & chaque fois :

i'=4-i?=-1-4=—i-i*=1 - puis le cycle reccommence.

Compléter le tableau en s'aidant de la regle :

Puissance Calcul intermédiaire Résultat
i2 ixi
3 P2xi=(-1)x1 I:l
it B xi=(—1)xi []
i itxi=1xi []

i i X i [ ]

Application : Simplifier les expressions suivantes :

a)3i2=3x[ |=[ ]
b)5it=5x[ |=[]

Mes calculs :




EXERCICE 11 Egalité de deux complexes — trouver les inconnues SOCLE

REGLE

Deux nombres complexes a + ib et ¢ + id sont égaux si et seulement si :
a = c (parties réelles égales)

ET

b = d (parties imaginaires égales).

Trouver les réels z et y vérifiant chaque égalité :
aAr+3t=7+3

Parties réelles : ¢ = |:| Parties imaginaires : déja égales (3 = 3).
b)2+yi=2—5i

Parties imaginaires : y = I:I

O(x+1)+(y—2)yi=4+6¢

Partie réelle: z + 1 =4 doncz = |
Partie imaginaire : y —2 = 6 donc y = |:|

Mes calculs :




EXERCICE 12 Module et conjugué — exercice bilan guidé SOCLE

On donne z = 6 + 8:.

1. Donner le conjugué z:
z=[ ]

2. Calculer le module |z| en complétant :

a:D,b:D

3. Vérifier que 2z x z = |2|?:

zx z=(6-+8i)(6—8i) =36 —48i+48i —64i> =36 — 64 x [ |=[ |

=T =[1v

4. Le nombre z = 6 + 8i représente la tension aux bornes d'un appareil électrique (en

notation complexe). Quelle est I'intensité de la tension (valeur absolue du module) ?

i Mes calculs :




EXERCICE 13 Lire et construire un complexe dans le plan — exercice de synthese

SOCLE

RAPPEL

Dans le plan complexe, au point M(a; b) correspond le complexe z = a + ib.

Lire les coordonnées du point — écrire le complexe.

1. Lire les complexes : Pour chaque point placé dans le plan ci-dessous, donner le

nombre complexe correspondant.

Point Coordonnées (a; b) Nombre complexe z = a + ib
A (4;3) 1]

B (—2; 5) [ ]

c (05 —4) [ ]

D (63 0) [

2. Pour chaque complexe, calculer son module :

el =vEFF = [1=

28 = VTR B = [~ []
20l = VT AP =[]
\zzﬂzmzm

_______________________________________________________________________________________________________________________________

Mes calculs :




EXERCICE 14 Résoudre z” = -a — guidé SOCLE

METHODE

2:

Sia > 0, I'équation 2° = —a a deux solutions imaginaires pures :

21 = ivaet zg = —iva

Exemple guidé : Résoudre 2° = —16.

\/1_:4—>Solutions:z1:etz2:

Vérification : (4i)2 = 16i? = 16 x (—1) = —16 vV
A toi:

Equation a=[] Solutions

2 =-36 [] n=[]etzm=[]

#=-1 [] a=[]etzn=[]

22 =—49 [] n=[Jetz=[]

2=-3 V3 z=[Jetzn=[]

________________________________________________________________________________________________________________________________

Mes calculs :




EXERCICE 15 Multiplier des nombres complexes STANDARD

Calculer les produits suivants en utilisant la régle i> = —1. Donner le résultat sous

forme algébrique.

a) (2+3i)(4 —19)

b) (1 +14)(1 — )

+ 24)(5 + 4i)
d) (24)(3 — 57)

(g)
~
C}O

________________________________________________________________________________________________________________________________

i Mes calculs :

________________________________________________________________________________________________________________________________



EXERCICE 16 Calculer le module d'un nombre complexe STANDARD

Le module de z = a + ibest: |z| = Va? + b

Calculer le module de chaque nombre complexe :

z a b a®+b? |2]

________________________________________________________________________________________________________________________________

Mes calculs :

________________________________________________________________________________________________________________________________



EXERCICE 17 Représenter des nombres complexes dans le plan =~ STANDARD

Placer les nombres complexes suivants dans le plan complexe (axe horizontal = partie

réelle, axe vertical = partie imaginaire) :

21=3+21 z=—-1+41 2z3=-3-21 2z,=4—-31 2z5=051 2z5=—4

-3 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 B

Plan complexe — placez les 6 points

Mes calculs :




EXERCICE 18 QOpérations complexes — contexte professionnel =~ STANDARD

! [

g . . T . N ]

! Contexte : Un installateur thermique modélise les tensions dans un circuit I
1

1

' électrique par des nombres complexes : Z1 = 3 + 4i (bobine) et Zp = 5 — 2i |
1

1 . ’

! (condensateur), exprimées en ohmes. 1
1

: )

1. Calculer I'impédance totale en série : Z = Z; + Z. Donner Re(Z) et Im(Z2).

2. Calculer le module | Z| (impédance totale en ohms, arrondir au centieme).
3. Si la tension d'alimentation est U = 230 V, calculer l'intensité efficace [ = —.

Arrondir au centieme d'ampere.

________________________________________________________________________________________________________________________________

Mes calculs :




EXERCICE 19 Argument d'un nombre complexe STANDARD

Rappel : I'argument 0 de z = a + b vérifie cos 0 = |i| etsinf = ER
z z
Pour chaque nombre complexe, calculer le module et I'argument (exprimer en degrés,

arrondir au dixieme) :

3)21=4+4i

- \

Mes calculs :

________________________________________________________________________________________________________________________________



EXERCICE 20

Equation du second degré a discriminant négatif — contexte menuiserie =~ STANDARD

: [
o . ' s . . f 1
' Contexte : Un technicien d'agencement modélise la vibration d'un panneau par I
1

1
' l'équation z*? — 4z + 8 = 0. L'ingénieur lui demande de résoudre cette équation |
1

1
! dans C. 1
1
: )

1. Calculer le discriminant A = b — 4ac.
2. Le discriminant est-il positif ou négatif ? Que peut-on en déduire sur les solutions ?

3. Donner les deux solutions complexes z; et zy. Vérifier que z5 = 2.

Mes calculs :




EXERCICE 21 Représentation dans le plan — distances et milieu ~ STANDARD

Dans le plan complexe, on considere les points A d'affixe z4 = 2 + 3i et B d'affixe

2B = 6 + 1.

1. Calculer zg — z4.

2. En déduire la distance AB = |zp — z4|.

3. L'affixe du milieu M de [AB] est z); = '2‘42&. Calculer zy;.
(i AB
4. Vérifier que |2y — z4| = =

................................................................................................................................

Mes calculs :




EXERCICE 22 Impédance d'un circuit RC — contexte professionnel =~ STANDARD

;T Tt T T T T T m_m_m_m—m m i

g . . s N ] ]

! Contexte : Un plombier chauffagiste vérifie le circuit de commande d'une vanne 1
1

1

' motorisée. Le circuit RC a une résistance R = 120 () et une réactance capacitive |
1

1 N 7

] Xco = —50 Q ala fréquence de 50 Hz. 1
1

: )

e e e e e e e e e e e e e e e e e e e = e e e e e e e e e e e e e Em e e e e Em e e e e =

1. Ecrire I'impédance complexe Z = R + jXc.
2. Calculer le module |Z|. Arrondir au dixieme.
3. Calculer le conjugué Z.

4. Vérifier la propriété Z x Z = |Z|%.

________________________________________________________________________________________________________________________________

Mes calculs :




EXERCICE 23 Résoudre des équations du second degré — applications variées

STANDARD

Résoudre les équations suivantes dans C. Calculer d'abord A, puis conclure.

a)22+62+10=0
b)22—22+10=0

1 REPONSES © e

Mes calculs :




EXERCICE 24 Forme trigonométrique — tableau de conversion = STANDARD

Compléter le tableau de conversion entre forme algébrique et forme trigonométrique :

Forme algébrique Module r Argument 0 Forme trigonométrique

21 = V3+i

2o = —21

z3=—-1—1

24 =3 (cos0 +isin0) 24 =
Z5:\/§<cos3—ﬂ+isin3—w) 25 =

4 4
’ Completer le tableau ci-dessus.

................................................................................................................................

Mes calculs :

________________________________________________________________________________________________________________________________



EXERCICE 25 Forme algébrique <> forme trigonométrique = APPROFONDISSEMENT

La forme trigonométrique de z est : z = |z|(cos @ + isin 6), ou € est I'argument de z.

Partie A — Algébrique — Trigonométrique : convertir les nombres suivants.
a)z1=1+1
b) 2o = —\/§ + 1

C) Z3 = —2

Partie B — Trigonométrique — Algébrique : convertir les nombres suivants.

d Z4=4<cosg+isin£)

3

e zs=3 (cos il + 7 sin W)
o 2 2
REPONSES © oo

________________________________________________________________________________________________________________________________

Mes calculs :




EXERCICE 26 Résoudre 22 = —a (avec @ > 0) APPROFONDISSEMENT

On cherche les nombres complexes z tels que 22 soit un réel négatif.

a) Résoudre 22 = —9.
b) Résoudre 22 = —25.
¢) Résoudre 22 = —7.

d) Vérifier : si z = 3i, calculer 22

Mes calculs :




EXERCICE 27 Résoudre une équation du second degré a discriminant négatif

APPROFONDISSEMENT

On résout az? + bz + ¢ = 0 dans C. Si A = b — 4ac < 0, les solutions sont complexes :

—b+iy/]A]
A —
2a

a) Résoudre 22 — 22+ 5 = 0.
b) Résoudre 22 + 4z 4+ 13 = 0.
¢) Résoudre 222 — 4z + 4 = 0.

1 REPONSES © oo

________________________________________________________________________________________________________________________________

Mes calculs :




EXERCICE 28 Impédance d'un circuit en courant alternatif ~APPROFONDISSEMENT

Contexte : Un technicien chauffagiste-climaticien installe une pompe a chaleur
raccordée au réseau €lectrique. Pour dimensionner les protections, il doit calculer
I'impédance complexe du circuit. En électrotechnique, on note j I'unité

imaginaire (au lieu de 4, réservé a l'intensité du courant).

e e e e = = = e e = e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e ==

RAPPEL

L'impédance complexe d'un circuitest: Z = R+ jX
« R=résistance (en 2) « X =réactance (en Q)

« Le module | Z| = v/ R? + X? donne |'impédance totale.
U

« L'intensité efficace : I = m (U = tension efficace en V).

Le circuit de la pompe a chaleur a les caractéristiques suivantes :

Composant Résistance R (2) Réactance X ()
Compresseur 12 16
Ventilateur 30 40

Tension du réseau : U = 230 V.

1. Ecrire l'impédance complexe du compresseur Z.

2. Calculer le module |Z;|.

3. En déduire l'intensité I; traversant le compresseur.

4. Ecrire l'impédance complexe du ventilateur Z et calculer |Zs|.
5. Calculer l'intensité I du ventilateur.

6. Un disjoncteur de 16 A protege le circuit du compresseur. Est-il suffisant ?




30+40j

Z:

|Z:] = 50 Q

wix

50

40

R (D)

Représentation des impédances dans le plan complexe

|||||||||||||||||||||||||||

e

Mes calculs :

v



EXERCICE 29 Résonance d'un circuit RLC APPROFONDISSEMENT

Contexte : Un installateur en génie climatique vérifie le circuit €lectrique d'un
systeme de ventilation. Le circuit comporte une résistance R, une bobine
(réactance inductive X7, > 0) et un condensateur (réactance capacitive X¢ < 0).
L'impédance totale est Z = R + j(X1 + Xc¢).

e e = e e e = = = e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e ==

Caractéristiques du circuit :

e R=100Q

e X; =424 (bobine)

e X = —249Q (condensateur)
® Tension:U =230V

. Ecrire I'impédance complexe totale Z.

. Que vaut la partie imaginaire de Z ? Que se passe-t-il ?

1

2

3. Calculer le module | Z]| et l'intensité I.

4. Ce phénomene s'appelle la résonance. Quelle est la condition sur X et X ?
5

. Pourquoi l'intensité est-elle maximale a la résonance ?

REPONSES : ocvvveveecrerrrenen,

Mes calculs :




EXERCICE 30 Distances et plan complexe en agencement APPROFONDISSEMENT

Contexte : Un agenceur d'intérieur utilise un plan coté pour implanter des prises

I
1
1
1
1
' électriques dans une piece rectangulaire. Il place un repere dans le coin inférieur
I s . X :
i gauche de la piece et associe un nombre complexe a chaque prise.

1

1

Positions des prises (en metres) :

Prise Nombre complexe Position (z ; y)
A za=1+2i (1m;2m)
B zp=4-+2i (4m;2m)
C zg=4+51 (4m;5m)
D z2p=1+5i (1m;5m)

La distance entre deux points z;j et z2 dans le plan complexe est d = |22 — z1].

1. Placer les 4 prises dans le plan complexe ci-dessous.

2. Calculer la distance AB.

3. Calculer la distance AC (diagonale).

4. L'agenceur doit tirer un cable de A vers C. Combien de meétres de cable faut-il prévoir
(ajouter 10 % de marge) ?

5. Quelle est la nature du quadrilatere ABCD ? Justifier par les distances.




placez les 4 prises

Plan de la piece

|||||||||||||||||||||||

REPONSES © e

,

Mes calculs :



EXERCICE 31 Calcul d'impédance RLC — circuit de ventilation ~APPROFONDISSEMENT

T T T T T T T T T ~|
E Contexte : Un technicien CVC dimensionne le circuit €lectrique d'un systeme de E
E ventilation double-flux. Le circuit comporte : R = 15 Q, une bobine de réactance E
E X; = Lw = 0,08 x 314 ~ 25,1 Q et un condensateur de réactance E
i Xc = ;w = 100 x 1016 — ~ 7,96 Q. Tension : 230 V. i
! ]

o mm Em m mm mm mm o mm mm m mm Em mm mm o Em Em mm mm Em Em Em m mm Em m mm mm m mm M m Em M o Em M M mm mm m mm mm Em Em mm mm mm Em mm Em Em mm Em o Em =

1. Ecrire I'impédance complexe Z = R + (X — X¢). Arrondir a I'unité.
2. Calculer |Z| et l'intensité efficace I. Arrondir au centieme.
X — Xe

7 ) en degrés. Interpréter : le circuit est-il

3. Donner l'argument ¢ = arctan(

inductif ou capacitif ?

4. Le disjoncteur est calibré a 16 A. La protection est-elle adaptée ?

1 REPONSES : oo

Mes calculs :




EXERCICE 32 Produit de complexes et applications géométriques

APPROFONDISSEMENT

On considere les complexes z1 =1+ i et zo = V3 —i.

1. Calculer 2; X 23 en forme algébrique.

2. Calculer |z1|, | 22| et |21 X z3|. Vérifier la propriété |z1 X 22| = |z1| X |22].

3. Mettre z; et 2z, sous forme trigonométrique.

4. En déduire la forme trigonométrique de z; X 2, puis vérifier avec la question 1.
5. Quel est I'argument de z; X z; ? Interpréter géométriquement : que fait la

multiplication par z; ?

REPONSES : .o

Mes calculs :




EXERCICE 33 Modélisation d'un signal électrique — courant alternatif sinusoidal

APPROFONDISSEMENT

e hY
1 1
! Contexte : Un technicien en énergies renouvelables analyse le signal d'un :

1
E onduleur solaire. La tension est modélisée par u(t) = U, cos(wt + ¢) ou U, est :

1
| l'am litude, w = 27f la pulsation et ¢ la phase. En notation complexe (phasor) : :
! p p plap P !

1
E U = %ew 1
! o V2 :
N e e e e ————— bt b by b b b b b b h——r h———————————_——_ !

Pour le circuit : U = 163e/™/% V (amplitude efficace : U = 163 V, phase : ¢ = 30°).

3 1
1. Convertir U en forme algébrique (utiliser cos 30° = 5 etsin30° = 5) Arrondir a
l'unité.
2. Vérifier que |U| = 163.

|U| 163 .
3. La tension efficace du réseau est Uy = — ~ ——. Calculer Uy et vérifier qu'elle est

V2 V2

proche de 115 V (tension de sortie typique d'un onduleur 12V — 115V).

—jm/12

4. Le courant de charge a pour phasor I = 5e . Calculer I'angle de déphasage entre U

et I.

1 REPONSES © oo

Mes calculs :




EXERCICE 34 Lieux géométriques dans le plan complexe APPROFONDISSEMENT

Contexte : Un ingénieur thermicien modélise des zones d'équidistance dans un

batiment par des ensembles de points dans le plan complexe.

On considere les complexes z4 = 1 + 2i et zg = 5 + 4i représentant deux capteurs de

température.

1. Calculer la distance AB = |zp — z4|-

2. Déterminer l'affixe zps du milieu de [AB].

3. Un point C d'affixe zo = a + bi est a égale distance de A et de B. On a donc

|zc — z4| = |z¢c — zB|.

Montrer que cela implique : (a — 1)2+ (b —2)2 = (a — 5)? + (b — 4)2

4. Développer et simplifier cette équation. A quelle courbe géométrique correspond
I'ensemble des points C' ?

5. Vérifier que le milieu M trouvé en question 2 appartient a cette courbe.

i REPONSES © e,

Mes calculs :




MATHEMATIQUES

Nombres complexes

Nombres complexes | Tle Bac Pro

{ Socle Standard Approfondissement

@ Objectifs du chapitre

cliquer pour développer

@® Durée: 1heure () Calculatrice : autorisée 4£; Baréme : 20 points

Documents : non autorisés

socLE Exercice 1 - Opérations guidées sur les complexes 10 points

RAPPELS

« Un nombre complexe s'écrit z = a + bi ou a = Re(z) et b = Im(2).
« Addition : (a + bi) + (¢ + di) = (a + ¢) + (b + d)i.

« Multiplication : on développe et on utilise i = —1.

Ondonnez; =5+ 2ietzog =3 — 3.

1. (1 pt) Compléter : Re(z1) = [ JetIm(z1) =[ |

2. (1 pt) Compléter : Re(z2) = [ JetIm(zs) =[ |

3. (2 pts) Calculer z; + 25 en complétant :
Parties réelles : 5 4+ 3 = |:|
Parties imaginaires : 2 + (—=1) =[]

Doncz1+22:|:|+|:|i



4. (3 pts) Calculer z; X z3 en complétant le développement :
(5+2i)(3—14) =5 x 3+5 x (—i) + 2i x 3+ 2 x (—)
=+ +L I+

Onremplace i = —1: —2i2 = -2 x (—1) =[]

Résultat:z; x za = |+[ |

5. (1 pt) Donner le conjugué Z; de z; (on change le signe de la partie imaginaire) : Z; = I:I

6. (2 pts) Calculer le module |z;| en complétant :

sl =V 8 = [T + [T = [+ =[O

Valeur approchée (calculatrice) : |z;| ~ |:|

socLE Exercice 2 - Module et plan complexe guidé

RAPPEL — MODULE

Le module de z = a + bi est : |z| = Va? + b2

Il représente la distance du point M(a; b) a l'origine dans le plan complexe.

Contexte : Un électricien repere les positions de 3 boitiers électriques sur le plan

d'une piece. Il associe un nombre complexe a chaque boitier (unité : le metre).

Boitier A:zy =3+4¢ BoitierB:zg=—-2+4+17¢ BoitierC:zg=1-—3:

1. (3 pts) Compléter le tableau :



Boitier a b a? b a?+b | =Var+ b2
a3+a [0 O O O O []
B2+ [ O O OO O []
ca-3 [ O 1 OO O []

2. (3 pts) Placer les 3 boitiers dans le plan complexe ci-dessous. Pour chaque point,

indiquer les coordonnées (a; b).

3. (2 pts) L'électricien veut connaitre la distance entre A et B. Calculer pas a pas :
zp—za=(-2+14) - (3+4i) = () + (D

2 2 f
dap = |28 — 24l = [T +[J = [(J~[Im

4. (2 pts) Quel boitier est le plus €loigné de 1'origine ? Justifier a 'aide des modules calculés

a la question 1.

TOTAL SOCLE : 20 points

Exercice 1 - Opérations en forme algébrique

On donne z; = 3+ 2i et z9 = 1 — 4.

1. (1 pt) Calculer z; + 25.

2. (1,5 pt) Calculer z1 x z2. Ecrire le résultat sous forme algébrique a + bi.




3. (1 pt) Déterminer le conjugué z; de z;.

4. (1,5 pt) Calculer le module |z1]| et le module |z2|. Donner les valeurs exactes.

5. (2 pts) Calculer le quotient ZL Donner le résultat sous forme algébrique.
2]

Exercice 2 - Forme trigonométrique et plan complexe

1. (2 pts) Ecrire le nombre complexe z = 1 + i sous forme trigonométrique r(cos 6 + i sin ).

Préciser le module r et I'argument 6.

2. (2 pts) Ecrire le nombre complexe w = 2(cos60° + isin 60°) sous forme algébrique.

3. (1,5 pt) Placer dans le plan complexe les points M1, M2 et M3 d'affixes respectives

21 =2+ 3i, 290 = —1 + 2i et 23 = 3 — 1. Préciser leurs coordonnées cartésiennes.

4. (1,5 pt) En utilisant la formule d'Euler €? = cos@ + isin @, écrire z = 1 + 4 sous la forme

exponentielle re®.




Exercice 3 - Impédance d'un circuit RL (contexte professionnel)

Contexte : Un technicien en installation climatique étudie un circuit €lectrique
alimentant le moteur d'une pompe a chaleur. Le circuit comporte une résistance
R = 30 2 et une bobine d'inductance L telle que la réactance inductive vaut

X =40 Q. L'impédance complexe du circuit est :
Z=R+jX;,=30+40j (enQ)

ou j désigne l'unité imaginaire (notation électrique).

1. (2 pts) Calculer le module |Z| de I'impédance. Quelle est sa signification physique ?

2. (2 pts) Calculer 'argument ¢ (déphasage) de Z en degrés. Arrondir au degré. Interpréter :

le courant est-il en avance ou en retard sur la tension ?

3. (2 pts) La tension d'alimentation est U = 230 V (valeur efficace). Calculer l'intensité

efficace I = |_Z| et la puissance active P = U1 cos . Arrondir au dixieme.

TOTAL STANDARD : 20 points




APPROFONDISSEMENT Exercice 1 - Impédance complexe d'un circuit (@8

RLC points

Contexte : Un technicien en installation climatique dimensionne le circuit
d'alimentation €lectrique d'une unité de climatisation réversible. Le circuit
comporte en série une résistance R, une bobine (réactance inductive X) et un
condensateur de compensation (réactance capacitive X ). En notation électrique,

I'unité imaginaire est notée j.

Caractéristiques du circuit :

e R=150Q
* X; =436 (bobine du compresseur)
e Xco=—16 Q (condensateur de compensation)

e Tension du réseau: U = 230 V (valeur efficace)

1. (1,5 pt) Ecrire I'impédance complexe totale Z = R + j(X + X¢) sous forme algébrique.

2. (2 pts) Calculer le module |Z|. Donner la valeur exacte puis la valeur approchée au

dixieme.
. e U . .
3. (1,5 pt) Calculer l'intensité efficace I = m Arrondir au dixieme.
X+ X
4. (2 pts) Calculer I'argument ¢ = arctan(L—C> en degrés. En déduire la puissance

active P = U1 cos .

5. (1,5 pt) On souhaite atteindre la résonance (Im(Z) = 0). Quelle doit étre la valeur de X¢

pour cela ? Calculer 'intensité a la résonance et expliquer pourquoi elle est maximale.



6. (1,5 pt) Le disjoncteur du circuit est calibré a 20 A. Comparer l'intensité de résonance au

calibre. Un fonctionnement accidentel en résonance présente-t-il un risque ? Justifier.

APPROFONDISSEMENT Exercice 2 - Géométrie et nombres complexes (EIFSIS

Dans le plan complexe, on considere les points A, B et C d'affixes :
za=14+1 2z2zp=4+51 zc=-2+41

1. (2 pts) Calculer les distances AB, BC et AC. On rappelle que la distance entre deux

points d'affixes z; et z5 est d = |z5 — 2q].

2. (1,5 pt) Le triangle ABC est-il isocele ? Equilatéral ? Justifier.

ZA+ 2B

3. (2 pts) Calculer 'affixe du milieu M du segment [AB] : z)r = 5

. Interpréter

géométriquement.

4. (2,5 pts) On définit 2’ = 2z — z4. Ecrire 2’ sous forme algébrique, calculer son module et

son argument. Interpréter : que représente 2’ géométriquement ?




5. (2 pts) Vérifier que |zp — za|% + |2¢c — 24|? = |z¢ — zB|%. Qu'en déduit-on sur la nature

du triangle ? (Indication : penser au théoreme de Pythagore)

TOTAL APPROFONDISSEMENT : 20 points




