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Extrait du programme

B - Réduction des endomorphismes et des matrices carrées

La réduction des endomorphismes et des matrices carrées permet d’approfondir les notions étudiées en premiére année.
11 est attendu des étudiants qu’ils maitrisent les deux points de vue suivants :

— laspect géométrique (sous-espaces stables, éléments propres);

— Dlaspect algébrique (utilisation de polynémes annulateurs).

Létude des classes de similitude est hors programme ainsi que la notion de polynéme minimal.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Eléments propres

Si un polynéme P annule u, toute valeur propre de u est racine de P.

Si u(x) = Ax, alors P(u)(x) = P(A)x.

d) Diagonalisabilité et polynomes annulateurs

Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement s’il admet un
polyndéme annulateur scindé a racines simples.

L'endomorphisme induit par un endomorphisme diagonalisable sur
un sous-espace vectoriel stable est diagonalisable.
Un endomorphisme u est diagonalisable si et seulement s’il admet

1_[ (X — 1) pour polynéme annulateur.
AeSp(u)

La démonstration n’est pas exigible.
Traduction matricielle.
Le lemme de décomposition des noyaux est hors programme.

e) Trigonalisation en dimension finie

Un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimension finie est
dit trigonalisable s’il existe une base dans laquelle sa matrice est
triangulaire.

Une matrice carrée est dite trigonalisable si elle est semblable a une
matrice triangulaire.

Un endomorphisme est trigonalisable si et seulement si son poly-
noéme caractéristique est scindé sur K.

Toute matrice de .4, (C) est trigonalisable.

Expression de la trace et du déterminant d’'un endomorphisme trigo-
nalisable, d'une matrice trigonalisable a I’aide des valeurs propres.

Interprétation en termes d’endomorphisme.

La démonstration n’est pas exigible.

Traduction matricielle.

La technique générale de trigonalisation est hors programme. On
se limite dans la pratique a des exemples simples en petite dimen-
sion et tout exercice de trigonalisation effective doit comporter une
indication.




REDUCTION DES ENDOMORPHISMES ET POLYNOME ANNULATEUR I. DIAGONALISATION ET POLYNOME ANNULATEUR

Dans tout le chapitre K désigne R ou C et E est un K-espace vectoriel.

I. Diagonalisation et polynome annulateur

Z® Remarque 10.1 - Rappel : polynéomes d’endomorphismes, de matrices

d
» Soient P = Z aka eK[X]oudeN et fe Z(E). On définit :
k=0

d
P(f)=Y arfF=aoldg+ai.f+ --+aq.f% e LE).
k=0
On dit que P(f) est un polynéme en f. C’est un endomorphisme de E.

On dit que P est un polyndéme annulateur de f lorsque P(f) = 0 x). On dit aussi que P annule f ou que f est
annulé par P.

d
» Soient P = Z aka eK[XToudeN et A € 4,(IK). On définit :
k=0

P(A) = i apAf =aoI, +a1.A+ - +ay.A% € M,(K).
k=0
On dit que P(A) est un polynéme en A. C’est une matrice carrée de taille n.
On dit que P est un polyndme annulateur de A lorsque P(A) =0,. On dit aussi que P annule A ou que A est
annulée par P.
» Soient LeK, (P,Q)e KIXIxK[X], fe L(E)et Ae #,(K).On a:
e 1(f)=1dg et 1(A)=1,
e (AP+Q)f)=AP(f)+Q(f) et (A.P+Q)A)=A1.P(A)+Q(A).
o (PxQ)f)=P(f)oQ(f) et (PxQ)A)=P(A)oQ(A).
Comme P x @ =@ x P, les polynémes en f (respectivement en A) commutent.
» Soit f € L(E) et A € 4,(K) telle que A = Matg(f) ou %8 est une base de E.

Pour tout P e K[X],on a :
P(A)=Matg(P(f)).

I.1. Polynomes annulateurs et valeurs propres

— R Proposition 10.1

Soient f € L(E) et P € K[X]. Soit x € E un vecteur propre de f associé a la valeur propre 1 € K.
On a : P(f)(x) = P(1).x. Autrement dit, x est un vecteur propre de P(f) pour la valeur propre P(1).

Démonstration

» Ona: fo(x) =Idg(x)=x«.

»Ona: f(x)=Ax.

Donc, par linéarité de £, on a : f2(x) = £ (f®)) = fA.x) = A.f(x) = 1% x.
Dow, £3(x) = £(F20) = F(A2.2) = 22.f () = 23 .

Par récurrence, on montre que, pour tout £ € IN, f k)= Ak .

d d
» On note P = Z aka.Alors, P(f)= Z ak.fk.
k=0 k=0
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I. DIAGONALISATION ET POLYNOME ANNULATEUR REDUCTION DES ENDOMORPHISMES ET POLYNOME ANNULATEUR

d d d
Dot, P(N)@) = Y. ap.fF@x)= Y (ap x 1*).x= ( Y (ap x Ak)) x=P1).x. D
k=0 k=0 k=0

— R Proposition 10.2

Soient A € 4, (IK) et P est un polyndome annulateur de A.

Si A est une valeur propre de A, alors P(1) est une valeur propre de P(A). De plus, un vecteur propre de A
pour la valeur propre A est un vecteur propre de P(A) pour la valeur propre P(1).

Démonstration

Méme démonstration que pour les endomorphismes. o

—— € Théoréme 10.1

Soient f € L(E) et P € IK[X] un polynéme annulateur de f.

Alors, pour toute valeur propre A € IK, A est racine de P.
Si de plus, E est de dimension finie, alors

Sp(f) c {racines dans K de P}.

Démonstration

Soit A une valeur propre de f. Il existe x un vecteur propre de f associé a la valeur propre A. Par la proposition précédente, on a :
P(f)(x)=P(7).x.

Or, P est annulateur de f, donc P(f) =0. D’ou P(1).x = 0. Or x est non nul (c’est un vecteur propre). Donc P(A1) = 0. Autrement dit, A
est racine de P. o

~— @ Théoréeme 10.2

Soient A € /() et P € IK[X] un polynéme annulateur de A.
Alors, pour toute valeur propre A € IK, A est racine de P.
Si de plus, E est de dimension finie, alors

Spi(A) c {racines dans K de P}.

Démonstration

Méme démonstration que pour les endomorphismes. o

“® Remarque 10.2 - R est inclus dans C

Soit A € 4, (R).
Comme R c C, on a Spr(A) cSpg(A).
De plus, si P € R[X] est un polynéme annulateur de A,

Spr(A) c {racines réelles de P} c {racines complexes de P} et Spg(A)c {racines complexes de P}.

Z® Remarque 10.3 - Prudence!

La réciproque de la proposition précédente est fausse.
Le polynéme P = X x (X —1) est annulateur de I'endomorphisme f =1Idg, car f o(f —1Idg) = 0¢(%). Les racines de P
sont 0 et 1 mais seule 1 est une valeur propre de f.
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REDUCTION DES ENDOMORPHISMES ET POLYNOME ANNULATEUR I. DIAGONALISATION ET POLYNOME ANNULATEUR

Dans la suite, on suppose que E est de dimension finie n > 1.

Z® Remarque 10.4 - Polynéme annulateur scindé a racines simple d’un endomorphisme ou d’'une matrice
diagonalisable

» Un endomorphisme diagonalisable posséde un polynéme annulateur scindé a racines simples.
Soit f € £(E) un endomorphisme diagonalisable. Il existe une base 28 de E telle que la matrice de f dans la base %
est diagonale. Notons

Ay O -+ 0

0 .
D =Matg(f) =

: . .0

0 - 0 A,

ou Ai,...,A, sont les valeurs propres (non nécessaires distinctes) de . Considérons le polynéme scindé a racines
simples :

P= [ x-A.
AeSpi(f)
On a alors,
P4) O - 0
Maty(P(D)=P@)=| " 7 |=o,.
|
0 o 0 P(Ay)

On en déduit que P(f) = 0¢x). Donc, P est annulateur de f.

» Une matrice diagonalisable posséde un polynéme annulateur scindé & racines simples.

11 suffit d’appliquer le point précédent a 'endomorphisme canoniquement associé a la matrice.

» Dans la suite du cours, on verra que si f (respectivement A) est annulé par un polynéme scindé a racines simples,
alors f (respectivement A) est diagonalisable.

“® Remarque 10.5 — Le polyndme caractéristique de [ € £(E) (resp. d’'une matrice A) diagonalisable,
annule f (resp. A)

Avec les notations de la remarque précédente si f (respectivement A) est diagonalisable alors le polynome

n
XF=Xa= H(X — A1) est annulateur de f et A.
k=1
Le théoréeme de Cayley-Hamilton montrera que ce résultat est encore vrai méme si f (respectivement A) n’est pas

supposé(e) diagonalisable.
n

Attention! le polynéme yr = ya = H(X — Ap) est scindé mais pas nécessairement a racines simples (c’est le cas

lorsque les A1,...,1, sont deux & deux distincts, autrement dit lorsque y est scindé a racines simples. Dans ce cas,
les sous-espaces propres sont des droites vectorielles.).
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I. DIAGONALISATION ET POLYNOME ANNULATEUR REDUCTION DES ENDOMORPHISMES ET POLYNOME ANNULATEUR

I.2. Théoreme de Cayley-Hamilton

~—— @) Théoréeme 10.3 - Cayley-Hamilton
Soit f € L(E). Le polyndome caractéristique de f est annulateur de f :

X7 (f)=02E).

Démonstration

Admis (voir le TD pour une démonstration de ce théoréme par les matrices compagnons). o

~—— Corollaire 10.1 - Cayley-Hamilton

Soit A € 4, (K). Le polynéme caractéristique de A est annulateur de A :

Démonstration

Considérer 'endomorphisme canoniquement associé a A et lui appliquer le théoréme de Cayley-Hamilton. m}

‘¢- Exemple 10.1

» On considére la matrice

Le polynoéme caractéristique de A est :
xa=X-1)x(X-2)x(X-3).
De plus, le spectre de A est {1,2,3}. D’autre part, on a :
0 0O -1 00 -2 0 0 0 0O
(A-I3)x(A-2I3)x(A-3I3)=|0 1 0|x| 0 O Ofx[O -1 0|=]0 O O
0 0 2 0 01 0 0 O 0 0O

ce qui est en accord avec le théoreme de Cayley-Hamilton.
Remarquons que les polynomes (X — 1) x (X —2), (X — 1) x (X — 3) et (X —2) x (X — 3) ne sont pas annulateur de A
(sinon, d’apres le théoréme 10.1 page 4 le spectre de A ne pourrait pas étre {1,2,3}).

» On considére la matrice
1 0 1
B=|0 1 0
0 0 1

xg=X-1)>.

Le polynoéme caractéristique de B est

Le polynéme (X — 1)® est donc annulateur de B. Remarquons qu’en fait, le polynome (X — 1)? est aussi annulateur

de B : )
0 0 1
B-Is>=[0 0 0| =0s.

0 00

Il n’est pas étonnant qu'un polynéme de degré inférieur au degré de y; soit annulateur de f.

PSI 2025 — 2026 6 G. BOUTARD



REDUCTION DES ENDOMORPHISMES ET POLYNOME ANNULATEUR I. DIAGONALISATION ET POLYNOME ANNULATEUR

» Soit p une projection. Le polynéome X x(X —1) est annulateur de p et son polyndme caractéristique est : X9 x(X-1)"
ou r = dim(Ker(p —Idg)) et ¢ = dim(Ker(p)).

» Soit s une symétrie. Le polynéme (X — 1) x (X + 1) est annulateur de s et son polynéme caractéristique est :
(X -1) x(X +1)? ou r = dim(Ker(s - Idg)) et ¢ = dim(Ker(s + Idg)).

I.3. Applications du théoreme de Cayley-Hamilton

Bijection réciproque d’'un endomorphisme et inverse d’une matrice

On sait que (voir chapitres 1 et 2) s’il existe un polynéme annulateur d'un endomorphisme (respectivement d’'une
matrice) dont le coefficient constant est non nul, alors cet endomorphisme (respectivement cette matrice) est un
automorphisme (respectivement inversible).

Le choix du polynéme annulateur peut maintenant se porter sur le polynéme caractéristique de 'endomorphisme
(respectivement de la matrice).

De plus, si f € GL(E) (respectivement A € GL,(IK)), alors on sait que det(f) # 0 (respectivement det(A) # 0). Dans ce
cas, on sait alors que le coefficient constant de y (respectivement y4) est non nul.

°¢- Exemple 10.2

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3, 28 = (e1,e9,e3) une base de E et f € L(E) tel que

2 2 1
A=Matgz(f)=|-2 1 2].
1 -2 2

Ona:ys=(X-3)x(X?-2X+9)=X?-5X%+15X —27. Par le théoréme de Cayley-Hamilton, on a : y(f) = 0.¢(m). On

1
en déduit que £3-5.f2+15.f —271dg = 0.»(z). On en déduit que  est un automorphisme et £~ = 77 (f2-5.f +15.1dg).
De plus,

1
ATl= 57 (A2-5.A+15.13).

Calcul des puissances d’'une matrice

Soit A € 4, (IK). On sait que y4 est scindé sur C (théoréeme de d’Alembert-Gauf).

On décompose y4 en produit de facteurs irréductibles y4 = (X —11)"™! x...(X = 1,)" (les A1,...,A, sont les valeurs
propres de A et les m1,...,m, leurs multiplicités respectives). Pour tout £ € IN, on effectue la division euclidienne de
x* par ya : il existe (@p,R3) € IK[X] x IK[X] unique tel que Xk = Qr x ya + Ry avec dim(Ry) < n (rappel : deg(ya) = n).
En substituant A a X dans ’équation X k= Qp x x4 + R}y et en appliquant le théoréme de Cayley-Hamilton, on a :

A" = Qu(A) x yA(A)+R(A) = Ri(A).

Pour déterminer A*, il suffit alors de déterminer R, ce que nous allons faire maintenant.
On sait que deg(Ry) <n, dou, Ry =aor+a1 X+ +an_14 X" 1. De plus, pour tout i € [1,p], A; est racine de
(m;

multiplicité m;. D’ou y4(1;) =y, (A;) =--- = XA _1)()Li) = 0. D’ou, en évaluant et en dérivant 'égalité X* = @}, x xa+Rp,
on obtient les équations :

Rr(A) =28 Ry () =k x A1 RV D) =k x (B —1) x -+ x (k—m; +2) x AF 7™,

Pour chaque A; on a m; équations, donc au total m1+---+m, =n équations (car y4 =(X — A1) x...(X = 1,)"? est
scindé). On a alors un systéme de n équation a n inconnues (les ag, @1, - .., @n—12). Il ne reste plus qu’a résoudre
ce systéme pour déterminer R, et donc A* =R r(A).

G. BOUTARD 7 Lycée GAY-LUSSAC



I. DIAGONALISATION ET POLYNOME ANNULATEUR REDUCTION DES ENDOMORPHISMES ET POLYNOME ANNULATEUR

Z® Remarque 10.6

Il ne faut pas apprendre ces formules par ceeur, il suffit de retenir I'idée :

{ «division euclidienne », et ensuite, on déroule!

‘¢° Exemple 10.3

4 1 5
Soit A = (—6 -1 —10). On a
0 0 1
X-4 -1 -5
6 X+1 10
0 0 X-1

X-4 -1

=X =Dl g +1

XA =

‘:(X—l)x(X2—3X+2):(X—1)2x(X—2)

Soit & € IN. On effectue la division euclidienne de X* par ya. Il existe (Qp,Rz) € K[X] x K[X] unique tel que
Xk = Q7 x xa + Ry (on note (1) cette équation) et deg(Rz) <3 (ya est de degré 3).

On note Ry, = a+bX +cX?ou (a,b,c) € K3. On évalue (1)en2etona:a+2b+4c= ok
Onévalue(l)enletona:a+b+c=1.

On dérive (1) et on évalue le résultat en 1 et on a : b + 2¢ = k. On obtient alors le systéme linéaire :

a + 2b + 4¢c = 2*

a + b + ¢ =1
b + 2c¢ = k.
Ona:
a + 2b + 4c¢ = 2k a + 2b + 4c¢ = ok
a + b + ¢ =1 = 0 — b — 3¢ = 1-2¢k
b + 2c¢ = k. Ly—Lo-In b + 2c¢ = k.
a + 2b + 4c¢ = 2k
L - b - 8¢ = 1-2
et - ¢ = k+1-2k
a = 2k _op
— b = —2k113p 42
c = 28-1-F.

Donc, Ry =28 -2k +(-2¥"1 + 3 +2) X + (2 = 1- k) X2. Doy,

AR =(2F —2k) I3+ (=281 + 3k +2).A +(2F —1-Fk).A2

10 3 15
Or,A2:(—18 -5 —30).

0 0 1
D’ou,

3x2k_9 2k_1q 5x2k 5
AP =@F —2R) I3+ (-2" 1+ 3k +2).A+(2F —1-k).A%Z=|6-3x 2kl 3_92kt1 10_5x2k*1|.
0 0 1

"' Exercice 10.1

Reprendre 'exemple précédent et déterminer les puissances de A en diagonalisant A.

PSI 2025 — 2026 8 G. BOUTARD



REDUCTION DES ENDOMORPHISMES ET POLYNOME ANNULATEUR I. DIAGONALISATION ET POLYNOME ANNULATEUR

Résolution

1 0 0 0 1 1

Je trouve que A =P x D x PlouD=|0 1 O|etP=[-5 -3 -2 , mais vous pouvez trouver d’autres matrices (par contre, la
0 0 2 1 0 0

matrice D doit étre diagonale avec deux 1 et un 2 sur la diagonale, peu importe l’'ordre).

I.4. Caractérisation de la diagonalisabilité a ’aide de polynémes annulateurs

~— @) Théoréeme 10.4

Soit f € L(E) (respectivement A € .4, (IK)). Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. 'endomorphisme f (respectivement la matrice A) est diagonalisable.
2. Il existe un polynéme annulateur de f (respectivement de A) scindé a racines simples.

3. Le polynéme H (X — 1) est annulateur de f (respectivement de A).
AeSpi (f)

Démonstration

» La démonstration de (1) <= (2) est hors-programme.

» Limplication (1) == (3) est démontrée dans la remarque 10.4 page 5. Limplication (3) == (2) est claire car le polyndome H X-21
AeSp (f)

est scindé a racines simples. On a admis (2) <= (1). Donc, (3) == (1) et I’équivalence (1) < (3) est établie. m}

Z/® Remarque 10.7 - Attention!

Notez bien que dans le polynéme H (X — 1) les valeurs propres de f apparaissant une seule fois, ce qui assure
A€Spk(f)
qu’il soit scindé a racines simples.

‘¢- Exemple 10.4

» Soit p un projecteur. On sait que X2 — X annule p. Or,
X2-X=Xx(X-1)

est scindé a racines simples. On retrouve que p est diagonalisable.
» Soit s une symétrie. On sait que X 2_1 annuless. Or,

X2-1=(X-1Dx(X+1)

est scindé a racines simples. On retrouve que s est diagonalisable.

~— @ Théoréeme 10.5

Soit f € L£(E) et F un sous-espace vectoriels stable par f (avec F # {Og}).
Si 'endomorphisme f est diagonalisable, alors 'endomorphisme induit f7 est diagonalisable.

Démonstration

Si f est diagonalisable, alors il existe P un polynéme annulateur de f scindé a racines simples sur K. De plus, ce polynéme est aussi
annulateur de fz (car, pour tout x € F, f(x) = fr(x)). Donc P est un polyndme annulateur de fr et est scindé a racines simples sur K.
Par le théoreme précédent, fr est diagonalisable. o

G. BOUTARD 9 Lycée GAY-LUSSAC



I. DIAGONALISATION ET POLYNOME ANNULATEUR REDUCTION DES ENDOMORPHISMES ET POLYNOME ANNULATEUR

Z® Remarque 10.8 — Prudence! La réciproque est fausse

1 00
Soit f € £(K?) dont la matrice dans la base canonique (e1,eg,e3) de K3estA=|0 1 1|.OnnoteF = Vect(eq,e9).
0 01

Le sous-espace vectoriel F' est stable par f et la matrice de fr, 'endomorphisme de F' induit par f, dans la base
(e1,e2) est Io. On en déduit que fr est diagonalisable.
De plus,ona yr=ya=(X - 1)3.

0 0O
Donc, 1 est valeur propre triple de f. Or, dim(E1(f)) = dim(E1(A)) =8-rg|0 0 1|=2+# 3. Donc f n’est pas
0 0O

diagonalisable.

Remarque : autre rédaction. On a yr = ya4 = (X - 1), donc Sp(A) = {1}. D’ou, si A est diagonalisable alors A est
semblable a la matrice I3 ce qui n’est pas. Donc, A n’est pas diagonalisable.

— Y Exercice 10.2 - Codiagonalisation de deux endomorphismes qui commutent

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.

On considére deux endomorphismes diagonalisables f et g de E. On suppose de plus que les endomor-
phismes f et g commutent.

On note A1,...,1, les valeurs propres distinctes de f.

Lobjectif de cet exercice est de montrer qu’il existe une base % de E dans laquelle les matrices de f et
de g sont diagonales.

Remarque : on dit alors que f et g sont codiagonalisables.
P
1. Justifier que E = @E,’li(f).
i=1
2. Soit i € [1, p]. Montrer que E (f), le sous-espace propre de f pour la valeur propre A;, est stable par g.
Dans la suite, on note g; = gg () I'endomorphisme de E,(f) induit par g.
3. Justifier que g; est diagonalisable.
4. En déduire I'existence d’'une base 2 de E dans laquelle les matrices de f et de g sont diagonales.

5. Donner une version matricielle du résultat de la question 4.

Résolution

1. Comme f est diagonalisable et les A; sont les valeurs propres distinctes de f, on a :

P
E=QE), (.
i=1

2. Comme g commute avec [, g commute avec tout polyndéme en f.
En particulier, g commute avec f — A;.idg.
Donc,

E),(f)=Ker(f — 1;.idg) est stable par g.
3. On sait que g est diagonalisable, donc, par théoréme
I'endomorphisme induit g; est diagonalisable.
4. Par la question précédente, il existe %; une base de E »,(f) formée de vecteurs propres de g.

Comme ces vecteurs appartiennent a £y, (f) et sont non nuls (en effet, ce sont des vecteurs propres), ce sont aussi des vecteurs
propres de f.

PSI 2025 — 2026 10 G. BOUTARD



REDUCTION DES ENDOMORPHISMES ET POLYNOME ANNULATEUR I. DIAGONALISATION ET POLYNOME ANNULATEUR

Ainsi, %; est une base de £, (f) formée de vecteurs propres de f et de g.

p
Comme E = @Eﬂi(f), la famille | 98 = (%1,...,%Bp) est une base de E |
i=1
De plus, par construction, 9 est formée de vecteurs propres de f et de g.
Ainsi,
les matrices Matgg (f) et Matgg (g) sont diagonales.

5. Soient A et B deux matrices diagonalisables de .4, (IK) qui commutent.
Montrons qu’il existe P € GL,(IK) et, D 4 et Dg deux matrices diagonales telles que
A=PxDyxP 1 e B=PxDgxP7L
Considérons f,4 (respectivement, fg) 'endomorphisme de IK" induit par A (respectivement, par B).
Comme A et B commutent et sont diagonalisables, les endomorphismes f4 et fg commutent et sont diagonalisables.

Par 4, il existe une base %8 de K" telle que D 4 = Matg(f4) et Dg = Matg(fp) sont diagonales.
En notant P la matrice de passage de la base canonique de K" & 1a base 98, on a :

A=PxDyxP™! e B=PxDpxPL

Remarque : Lintérét de ces égalités est que la matrice P est la méme pour les deux matrices A et B.
Sans ’hypothése de commutativité, on ne pourrait écrire que :

A=PxDyxP! et B=QxDpxQ !,

ou P et @ sont des matrices inversibles (pas nécessairement les mémes).
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II. TRIGONALISATION REDUCTION DES ENDOMORPHISMES ET POLYNOME ANNULATEUR

II. Trigonalisation

Dans cette partie E désigne un IK-espace vectoriel de dimension finie n = 1.

I1.1. Définition

Définition 10.1 - Endomorphisme trigonalisable, Matrice trigonalisable

» Soit f € L(E). On dit que f est trigonalisable si, et seulement si, il existe une base & de E telle que la
matrice de f dans la base 28 est triangulaire supérieure.

» Soit A € 4, (IK). On dit que A est trigonalisable si, et seulement si, A est semblable a une matrice triangulaire
supérieure.

/® Remarque 10.9
Soit f € £(E). En notant 9 = (eq,...,e,) une base de E.
La matrice Matg(f) est triangulaire supérieure si, et seulement si,

Vie[l,n], f(e;) € Vect(eq,...,e;).

En particulier e; € Vect(e1) et est donc un vecteur propre de f. On ne peut rien dire a priori sur les vecteurs

eg,...,ey.

“® Remarque 10.10 - Valeurs propres d’'un endomorphisme trigonalisable

Soit f € £(E) un endomorphisme trigonalisable. Par définition, il existe une base % de E telle que la matrice
T = Matg(f) est triangulaire supérieure. Autrement dit :

t11 ti2 lin
0 -
T =
. tn—l,n
0 0  ton

Le polynéme caractéristique de f est alors :
n
xr=xr=[]&X-t).
i=1

Les valeurs propres de f sont les coefficients diagonaux de T'. Plus précisément, on a le résultat suivant.

~— @) Théoreme 10.6

Soit f € Z(E) un endomorphisme trigonalisable. Dans une base 98 de E, la matrice 7' de f dans la base & de
E est triangulaire supérieur et les coefficients diagonaux de T sont les valeurs propres de f comptées avec
multiplicités.

Pour tout A € Spy(f), on note m, la multiplicité de A. On a alors :

o Tr(f)= Z m ) x A. La trace de f est la somme de ses valeurs propres comptées avec multiplicité.
A€Spg(f)

o det(f) = H A La déterminant de f est le produit de ses valeurs propres comptées avec multiplicité.
A€Spk(f)
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REDUCTION DES ENDOMORPHISMES ET POLYNOME ANNULATEUR II. TRIGONALISATION

— R Proposition 10.3

Soient 2 une base de E, f € ZL(E) et A € 4,(IK). On suppose que A = Matg(f).
La matrice A est trigonalisable si, et seulement si, f est trigonalisable.

Démonstration

(=) On suppose A trigonalisable.

Comme A est trigonalisable, il existe 7' une matrice triangulaire supérieure semblable a A. Par la formule de changement de base, A
et T représentent f dans deux bases différentes. Autrement dit, il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est triangulaire
supérieure. Donc, par définition, f est trigonalisable.

(<) On suppose que f est trigonalisable. Par définition, il existe 8’ une base de E telle que T' = Matg(f) est triangulaire supérieure.
Les matrices A et T représentent f dans deux bases différentes, donc A et T sont semblables. Comme T est triangulaire supérieure,
on en déduit que A est trigonalisable. o

—— Corollaire 10.2

Soit A € 4, (K) et f4 'endomorphisme de IK” canoniquement associé a A.
La matrice A est trigonalisable si, et seulement si, 'endomorphisme f4 est trigonalisable.

Démonstration

Appliquer le résultat précédent avec E = K" et 98 la base canonique de K", o

I1.2. Caractérisation des endomorphismes et matrices trigonalisables

~— @) Théoreme 10.7

» Soit ' € Z(E). Lendomorphisme f est trigonalisable si, et seulement si, son polyndome caractéristique yr est
scindé sur K.
» Soit A € #,(IK). La matrice A est trigonalisable si, et seulement si, son polynéme caractéristique y est
scindé sur KK.

Démonstration

La démonstration n’est pas exigible.
» Limplication directe (=) est une conséquence de la remarque 10.9 page 12.

Montrons I'implication réciproque (<) par récurrence sur la dimension de I'espace. Pour tout n € IN on note H;, la propriété : « Pour
tout E espace vectoriel de dimension n et f € £L(E), si 7 est scindé sur KX, alors f est trigonalisable » .
o Initialisation. n = 1. Soit E' un espace vectoriel de dimension 1. La matrice de tout endomorphisme de E est de la forme (a), ou
a € IK, qui est triangulaire supérieure. Donc H est vraie.
o Hérédité. Soit n € IN*. On suppose H, vraie et on montre Hy,.1. Soit E un K espace vectoriel de dimension n +1 et f € L(E)
tel que yy est scindé sur K.
Comme yr est scindé, il existe A € K une valeur propre de f. Soit e1 un vecteur propre de f associé a la valeur propre de A. En
particulier e est non nul et on peut compléter la famille libre (e1) en (e1,e9,...,e,+1) une base de E. De plus, par définition de
e1,ona f(e1) =A.e1. Dong,
A L
Matg(f) = (0 A)
ou L € 41 ,(K) et A € M, (K). Soit g4 'endomorphisme canoniquement de K™ canoniquement associé a A. Par la formule du
déterminant pour une matrice triangulaire par blocs, on a :

|x-2 -L
Xf_ 0

On en déduit que yg, est scindé sur K. Par hypothese de récurrence, il existe une base de K" dans laquelle la matrice de
g A est triangulaire supérieure. Notons cette matrice 7. Par la formule de changement de base, il existe @ € GL,(KK) tel que

A=QxTxQ™". Do, (A L (1 0} (A Lx@| (1 ©
Mat@(f)—(o QxTXQ—l)—(o Q)X(O T )(o Q_l)
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II. TRIGONALISATION REDUCTION DES ENDOMORPHISMES ET POLYNOME ANNULATEUR

1 0
0 Q!

On note P = ((1) 2)) On a det(P) =1 x det(Q) # 0 (Q est inversible). Donc P est inversible. De plus, on a pl= ( ) Ainsi,

Matgg(f)=P71 X (A L XQ) x P.

0 T

. A L . . - N .
La matrice T' = ( 0 ;Q) est triangulaire supérieure et est semblable 2 Matg(f). Donc, T’ représente f dans une base de E. Par
définition, f est donc trigonalisable. Ce qui achéve la récurrence.
» Appliquer le point précédent & 'endomorphisme canoniquement associé a A. O

—— Corollaire 10.3

Toute matrice de .4, (C) est trigonalisable.

Démonstration

Par le théoréme de d’Alembert-Gauf, tout polynéome de C[X] est scindé sur C. Il suffit alors d’appliquer le théoréme précédent o

I1.3. Exemples de trigonalisation

— Y Exercice 10.3

2 2 -3
On considere A= 5 1 -5].
-3 4 0
1. Etudier la diagonalisabilité de A. Etudier la trigonalisabilité de A.
1 10
2. Montrer que A est semblablea T=|0 1 1/|.
0 0 1
Résolution
1. Ona:
X-2 -2 3
Xa = | -5 X-1 5
3 -4 X
X-1 -2 3
= |x-1 X-1 5 C1—C1+Cg+Cs
X-3 -4 X
X-1 -2 3 Ly —Ly-L;
= |0 Xx+1 2 SR
0 -2 X-3 3T
X+1 2
= X-Dxly , X_3‘

= X-Dx((X+Dx(X-3)+4)
= (X-Dx(X%2-2X+1)
= x-12
Donc y 4 est scindé sur R et la seule valeur propre de A est 1.
Par I'absurde, si A est diagonalisable, alors A est semblable a Ig.
Or, seule I'identité est semblable a I'identité. Comme A # I3, on aboutit & une contradiction.

Donc,

A r’est pas diagonalisable.

Cependant, y4 est scindé sur R, donc,
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REDUCTION DES ENDOMORPHISMES ET POLYNOME ANNULATEUR II. TRIGONALISATION

A est trigonalisable.

2. On note f : R3 — R3 .
X -~ AX
On sait que A est la matrice de f dans la base canonique de R3.
On cherche &' = (e/l,e/z,eé) une base de R3 telle que :

f(e'l):e’l Ae’lze’l (A—I3)e'1:O
fley)=e|+e;, Aey=e+ey, (A-I3)e,=¢
f(e'3):e’2+e'3 Ae’3:e’2+e'3 (A—I3)e'3:e’2

En multipliant la deuxiéme équation par (A — I 3)2 on obtient :
(A-I3)%eh =(A-I3)%eh = (A-I3)e, =0.

On choisit donc e'3 dans le noyau de (A — I 3)3.

1
Or, apres calculs, (A —1Ig )2 =0.0On prend alors par exemple eé = (O)

0
Du systéme initial, on déduit alors que :

1 20
ey =(A-Ig)ey=| 5| et e|=(A-I3ge,=|20].
-3 20
On vérifie ensuite que les vecteurs e’l, e’z et e'3 forment une base de R3. On a :
20 1 1
20 5 0l=1x(-1* ';g _53‘ =-160#0.
20 -3 0

Donc, &' = (e'l,e'Z,e'3) est une base de R® et de plus (je ne détaille pas les calculs),

! ! !
f(e’1)=Ael1 = =e,1. ,
f(e,2)=Ae’2 = =e,1+e’2.
fleg)=Aeg="---=eq+ejs.
Donc, Matg (f)=T.
Ainsi, A et T représentent le méme endomorphisme dans des bases différentes, donc,

1 1 0
A est semblablea T=|0 1 1].
0 0 1

— "X Exercice 10.4

2 0 0
On considere A=|0 1 -1/{.
01 3
1. Etudier la diagonalisabilité de A. Etudier la trigonalisabilité de A.
2 00
2. Montrer que A est semblablea T=|0 2 1/|.
0 0 2

Résolution
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II. TRIGONALISATION REDUCTION DES ENDOMORPHISMES ET POLYNOME ANNULATEUR

1. Ona:
X-2 0 0
XA = 0 X-1 1
0 -1 X-3
X-1 1
= X-2)x -1 X—3‘

= X-2)x(X-1)x(X-3)+1)
= (X-2)x(X2-4X+4)
= x-27°
Donc y 4 est scindé sur R et la seule valeur propre de A est 2.
Par I'absurde, si A est diagonalisable, alors A est semblable a 213.
Or, seule 213 est semblable a I'identité. Comme A # 213, on aboutit & une contradiction.
Donc,

A r’est pas diagonalisable.
Cependant, y4 est scindé sur R, donc,

A est trigonalisable.

2. On note f: R3 — R3 .
X ~ AX
On sait que A est la matrice de f dans la base canonique de R3.
On cherche 8’ = (e'l,e'Z,eé) une base de R3 telle que :

fle')=2¢ Ael =2¢] (A-2Ig)e’ =0
fleh) =2¢, = Aely=2e, = (A-2I3)ey=0
f(eé):2e’2+e/3 Aeg:e’2+2e/3 (A—213)e/3=e/2

En multipliant la deuxiéme équation par A —213 on obtient :
(A-2I3)%ey =(A-2I3)el, =0.

On choisit donc e’3 dans le noyau de (A -21 3)2.

0
Or, apres calculs, (A -213 Y2=0.0On prend alors par exemple eg = (1)

0
1
Remarque : pourquoi ce vecteur et pas | 0 | 2 Testez avec ce vecteur et vous verrez.
0

Du systéme initial, on déduit alors que :

0
ey =(A-2I3)es = (—1) .
1

0

On vérifie ensuite que les vecteurs e'l, e’z et eg forment une base de R3. On a :

1 0 0
0 -1 0 =1x(—1)2‘_11 2‘:—1;&0.
0 1 1

Donc, %' = (e'l,e'z,e’s) est une base de R® et de plus (je ne détaille pas les calculs),
f(eil) :Ae:1 =...= 26:1.
fleg)=Achy=--=2¢h.
fleg)=Aeg=---=eqg+2e5.

Donc, Matgg (f)=T.

Ainsi, A et T représentent le méme endomorphisme dans des bases différentes, donc,

2 0 0
A est semblablea T=[{0 2 1].
0 0 2

1
Pour e'l, on cherche un vecteur propre de A pour la valeur propre 2 qui n’est pas colinéaire a e’2. On trouve e'1 = (0)
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— Y Exercice 10.5

3 -1 -1
On considéere A=|-1 2 0
3 -2 0

1. Etudier la diagonalisabilité de A. Etudier la trigonalisabilité de A.

1 00
2. Montrer que A est semblablea =10 2 1/|.
0 0 2
Résolution
1. Ona:
X-3 1 1
1A = 1 X-2 0
-3 2 X
X-1 1 1
= (X-1 X-2 0 C1<—C1+Co+Cg
X-1 2 X
xX-1 1 1 Ly —Lo-L;
= 0 X-3 -1 L La—L
0 1 X-1 R
X-3 -1
= (X—l)x‘ 1 X—l‘

= X-Dx((X-3)x(X-1)+1)
= (X-Dx(X-2)2
Donc y 4 est scindé sur R et Sp(A) ={1,2}.
1 -1 -1
OnaA—213=(—l 0 O)
3 -2 -2
On a Im(A) =Vect(C1,C29,C3).
Or, C9 =Cj3, donc, Im(A) = Vect(C1,C2).
Comme C1 et C9 ne sont pas colinéaires, rg(A —213) = 2.
Par le théoréeme du rang, dim(Ker(A —213)) =3 -2 =1+ 2. Donc, par théoréme,

A n’est pas diagonalisable.
Cependant, y4 est scindé sur R, donc,

A est trigonalisable.

2. Onnote f: R} — R3 .
X - AX
On sait que A est la matrice de f dans la base canonique de R3.
On cherche %' = (e'l,e’z,e’S) une base de R? telle que :

fle)=e} Ael=¢e) (A-I3)e} =0
fleh) =2e, — Aey=2e, — (A-2I3)ey, =0
f(e’3)=2e’2+e’3 Ae'3:e'2+2e'3 (A—213)e’3:e’2

En multipliant la deuxiéme équation par A —21I3 on obtient :
(A-21I3)%e}y = (A-2I3)el, =0.

On choisit donc e’3 dans le noyau de (A —213 ).

-1 1 1 1
Or, apres calculs, (A — 2[3)2 = (—1 1 1). On prend alors par exemple e'3 = (1)
-1 1 1 0

Du systéme initial, on déduit alors que :

0
ey =(A-2I3)ely = (—1) .
1
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II. TRIGONALISATION REDUCTION DES ENDOMORPHISMES ET POLYNOME ANNULATEUR

1
Pour e'l, on cherche un vecteur propre de A pour la valeur propre 1. On trouve e'1 = (1)
1

On vérifie ensuite que les vecteurs e’l, e’2 et e'3 forment une base de R®. On a :

1 0 1 |1 o0 1 L1
1 -1 1/=l0 -1 o0 :(—1)x(—1)4‘0 1‘:—1;&0.
o 1 1/ o 1 1

Donc, ' = (e'l,e’Q,e’3) est une base de R® et de plus (je ne détaille pas les calculs),

f(e’l):Ae'1 = --~:e'1.
fleh) =Aely=---=2e).
f(eg)eré = --~=e'2+2eé.

Donc, Matg (f)=T.
Ainsi, A et T représentent le méme endomorphisme dans des bases différentes, donc,

1 0 O
A est semblablea T=|0 2 1].
0 0 2
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