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Extrait du programme

B - Suites et séries de fonctions

Cette section a pour objectif de définir différents modes de convergence d’une suite, d’une série de fonctions et d’étudier le transfert a la limite, a

la somme des propriétés des fonctions.

Les fonctions sont définies sur un intervalle I de R et a valeurs dans R ou C.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Modes de convergence d’une suite ou d’une série de fonctions

Convergence simple d’'une suite de fonctions. Convergence uniforme.
La convergence uniforme entraine la convergence simple.

Norme de la convergence uniforme sur 'espace des fonctions bornées
a valeurs dans R ou C.

Convergence simple, convergence uniforme, convergence normale
d’une série de fonctions.

La convergence normale entraine la convergence uniforme.

Utilisation d’'une majoration uniforme de |fy(x)| pour établir la
convergence normale de Z fn.

La convergence normale entraine la convergence absolue en tout
point.

c) Régularité de la somme d’une série de fonctions

Continuité de la somme d’une série de fonctions :
si une série Z fn de fonctions continues sur I converge uniformé-
ment sur I, alors sa somme est continue sur 1.

Théoreme de la double limite :

si une série Z frn de fonctions définies sur I converge uniformément
sur [ et si, pour tout n, f;, admet une limite ¢, en a borne de I
(éventuellement infinie), alors la série Z(n converge, la somme de

+00 +00
la série admet une limite en a et : nZO fx) — nz—:O lp.

Intégration de la somme d’une série de fonctions sur un segment :
si une série Z frn de fonctions continues converge uniformément sur
[a,b] alors la série des intégrales est convergente et :

b +oo +o00 b
Y famdt=) | fa®dt.
a n=0 n=0va

Dérivation de la somme d’une série de fonctions :

si une série Z fn de classe ¢! converge simplement sur un intervalle
. P ! . .

I et sila série Z [ converge uniformément sur I, alors la somme

+00 1 +00
fn est de classe €~ sur I et sa dérivée est Z fr.
n=0 n=0

En pratique, on vérifie la convergence uniforme sur tout segment,
ou sur d’autres intervalles adaptés a la situation.

La démonstration est hors programme.

En pratique, on vérifie la convergence uniforme sur tout segment ou
sur d’autres intervalles adaptés a la situation.

Extension 2 la classe €* sous hypothese similaire a celle décrite
dans le cas des suites de fonctions.




SERIES DE FONCTIONS I. CONVERGENCE SIMPLE, CONVERGENCE UNIFORME ET CONVERGENCE NORMALE

Dans tout le chapitre K désigne R ou C. Toutes les fonctions sont définies sur un intervalle I de R et a valeurs dans
K.

I. Convergence simple, convergence uniforme et convergence normale

Définition 13.1 - Convergence simple d’une série de fonctions

Soient (f7,) une suite de fonctions définies sur I et S : I — K une fonction.
On dit que la série de fonctions Z f» converge simplement sur I lorsque la suite des sommes partielles

n
(S N Z fk) converge simplement sur I vers S.

k=0
+00
On dit alors que la fonction S : x — Z [r(x) est 1a somme de la série de fonctions.
k=0

— rj% Méthode 13.1 - Rédaction de la convergence simple

La convergence simple est une convergence « point par point ».
Pour montrer la convergence simple d'une série de fonctions sur un intervalle I, on commence par fixer x € I

(«Soit x € I »), puis on étudie la série numérique Z fn(x).

‘¢- Exemple 13.1

1. Pour tout n € IN* et x €] —1,1[, on pose f,(x) = x".

1
La série de fonctions Z fn converge simplement sur ]-1,1[ vers S : x — Tz
-x
En effet, pour tout x €]—1, 1[, on sait que X1 " 0, donc,
—+00
n n 1-— xn+1 1
Y =Y aF=
£=0 £=0 1-x n—too 1-x
. 1
2. Pour tout n € IN™ et x > 1, on pose fr(x) = —.
n
1
Soit x > 1. La série de Riemann Z — converge car x > 1. On en déduit que la série de fonctions Z fn converge
n
+00
simplement sur ]1, +oo[ vers { : x — Z —. Cette fonction est appelée fonction { de Riemann.
n=17
— Y Exercice 13.1
+00
Soit Z fn» une série de fonctions qui converge simplement vers S : x — Z fn-
n=0

1. On suppose les fonctions f;, croissantes sur I. Montrer que S est croissante sur I.

2. On suppose les fonctions f;, positives sur I. Montrer que S est positive sur I.

Résolution

1. Soit (x,y) € I2 avec x < y.
Pour tout % € IN, f}, est croissante donc, fj(x) < fz ().
n n
En sommant les inégalités, on a, pour tout n € IN, Z fr(x) < Z ().

k=0 k=0
En passant a la limite quand n — +o0, il vient S(x) < S(y).
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I. CONVERGENCE SIMPLE, CONVERGENCE UNIFORME ET CONVERGENCE NORMALE SERIES DE FONCTIONS

Donc,

S est croissante sur I.

2. Soitxel.
Pour tout % € IN, f3, est positive donc, f3(x) = 0.
n
En sommant les inégalités, on a, pour tout n € IN, Z fr(x)=0.
k=0
En passant a la limite quand n — +o0, il vient S(x) = 0.
Donc,

S est positive sur I.

— Y Exercice 13.2 - Equivalent de la fonction { en 1

Déterminer un équivalent de la fonction { en 1.

Résolution

¥ 1dée a retenir : comparaison série/intégrale.

Soit x > 1 fixé. 1
On considere la fonction f : ¢+— e Comme x > 1, la fonction f est décroissante positive et continue sur [1, +oo[.
Dong, pour tout n =2, (pourquoi 2? Regardez bien la borne d’une des intégrales)
ntl 1 (%) 1 (k%) 1
f —dt < — < f —dt.
n X nx o1 t¥
Linégalité (x) est encore valable pour n = 1. On somme (x)den=1an =N =2 et on somme (xx)den=2an=N=2:
N+1 1 N 1 N 1 N1
f —dt< ) — et Z—sf —dt.
1 tx 1 nx =5 nx 1 tx
Donc, en ajoutant le terme de la somme pour n =1 dans la seconde inégalité :
N+1 1 N 1 N 1
f —dtsZ—s1+f —dt.
1 t* o1 1t

1 too 1
Or, la série Z —; et l'intégrale f = dt convergent (série et intégrale de Riemann avec 2 > 1).
n

+00 1 +oo 1
f —dts{(x)s1+f —d¢.
1 t* 1

Donc, en faisant tendre N vers +oo,

tx
Or,
oo 1 1 too 1
[ bl 2
1 t* 1-x)xt*-1]q x—1
Donc,
1 1
—< <1+ ——.
x—1 ¢ x—1
1
Or, +00, done, 1+ ~ —.
x—1 x—1+ x—1x-1+x—-1
Ainsi,
1
((x)x:+x_1

PSI 2025 — 2026 4 G. BOUTARD



SERIES DE FONCTIONS I. CONVERGENCE SIMPLE, CONVERGENCE UNIFORME ET CONVERGENCE NORMALE

Définition 13.2 - Convergence uniforme d’une série de fonctions

Soient (f3,) une suite de fonctions définies sur I et S : I — K une fonction.
On dit que la série de fonctions an converge uniformément sur I lorsque la suite de fonctions (S;)
converge uniformément sur I vers S. Autrement dit, on a :

» A partir d’un certain rang, la fonction S, — S est bornée sur I.
» sup|S,(x)— S(x)l 0.
+00

xel

/# Remarque 13.1
On note ||S;, = Slleo = ISy — S||OIO =sup|S,(x) - S(x)|.

xel

~— @) Théoreme 13.1

Soient (f7,) une suite de fonctions définies sur 1.
On suppose que la série de fonctions Z fn converge simplement sur I. On note S la somme, (S;) la suite des
sommes partielles et (R,) la suite des restes de la série :

n +00 +00
Vxel, S,kx)= Z fr(x), S(x)= Z fr(x) et Rpx)=Sx)-S,(x)= Z [r(x),
k=0 k=0

k=n+1

La série Z f» converge uniformément sur I vers S si, et seulement si, la suite de fonctions (R,) converge
uniformément sur I vers la fonction nulle (c’est-a-dire, a partir d'un certain rang les fonctions R, sont bornées
et [Ryllco =suplR,(x)] 0.)

xel =25

Démonstration

Pour tout x € I, on a |Sy,(x) - S(x)| = |[-Rp(x)| = |Rp(x).
Donc, sup|S,(x) - S(x)| = sup IR (x)| =sup|R,(x)-0|.

xel xel
Ainsi, la suite des sommes partlelles (S5) converge uniformément sur I vers S si, et seulement si, la suite de fonctions (R;) converge

uniformément sur I vers la fonction nulle. o

G. BOUTARD 5 Lycée GAY-LUSSAC



I. CONVERGENCE SIMPLE, CONVERGENCE UNIFORME ET CONVERGENCE NORMALE SERIES DE FONCTIONS

— Y Exercice 13.3 — Cas ou le critere spécial des séries alternées s’applique

—1) x g~ XX
Pour tout n € IN* et x € R, on pose f,(x) = ()—e'

1. Etudier la convergence simple sur R de la série de fonctions Z fn-
n=1

2. Etudier la convergence uniforme sur [0, +oo[ de la série de fonctions Z fn.
n=1

Résolution

1. Soit x € R.

—nXxx

Cas 1 : x <0. Par croissance comparée, |f,,(x)| = +00.

h—+00
Dong, le terme général de la série Z fn(x) ne tend pas vers 0. Donc, cette série diverge grossiérement.

Cas2:x=0.

—nx
enx

On note uy, =

» Pour tout ne N*, u,, =0.

» Par opérations sur les limites, u, —— 0.
n—+oo
. N _ _ 1 1
> Soit 0<n. D'oit, comme x>0, e *¥ 5 o (DX 5 g ot — > > 0.
n n

Donc, u, = u, 1. Dong, la suite (1) est décroissante.

Dongc, par le critére spécial des séries alternées,
Z fn converge simplement sur [0, +ool.

2. Soient x € R4 et n € IN*. Comme la série Zun est alternée, on a :

+00 L e~ (n+xx 1
Ry(x)| = (Dup|<u S———< ——.
En (@)l k:%:+1 k ntl n+1 n+l
La majoration trouvée ne dépend pas de x, donc,
IRplloo s —— ———0

n+1 n—+oco

Donc,

Z fn converge uniformément sur [0, +ool.

Définition 13.3 - Convergence normale d’une série de fonctions

Soient (f,) une suite de fonctions définies sur I.
On dit que la série de fonctions Z f» converge normalement sur [ lorsque :

» A partir d’un certain rang, la fonction f, est bornée sur I.

» La série numérique Z sup |f»(x)| converge.

xel
| —

:”fn”oo

— E‘:ﬂe Méthode 13.2 - Rédaction : montrer la convergence normale d’une série de fonctions

Pour montrer que la série Z f» converge normalement, on peut utiliser une des deux méthodes suivantes.

1. avec la définition : on fixe n € IN, on calcule ||f; llco, puis on vérifie que la série Y ||f» lloo converge.

2. avec les théorémes de comparaisons : On fixe n € IN, on cherche a, > 0 tel que : pour tout x € I,
|fn(@)| < ay, puis on vérifie que la série Z a;, converge.
Important : a, ne dépend pas de x (c’est un majorant de f7,).

PSI 2025 — 2026 6 G. BOUTARD



SERIES DE FONCTIONS I. CONVERGENCE SIMPLE, CONVERGENCE UNIFORME ET CONVERGENCE NORMALE

‘9- Exemple 13.2 - Convergence normale

sin(n x x
Pour tout n € IN et x € R, on pose f,(x) = %
n“+1
SoitneNetxelR,ona|f,(x) < 3 .
n“+1 1
Ce majorant ne dépend pas de x, donc, par définition de la borne supérieure, | /7 lloo < Tia2
n

1 1 1
r, —— ~ — et la série de Riemann — converge (car 2> 1).
1+n2 n? n; 2 ge ( )

Donc, par théoreme de comparaison des séries a termes positifs, la série Z fn converge normalement sur R.

0)

~— € Théoréme 13.2

Soient (f7,) une suite de fonctions définies sur 1.

1. Si la série de fonctions Z fn converge normalement sur I, alors, pour tout x € I, la série numérique Z fn(x)
converge absolument (donc converge).

2. Si la série de fonctions an converge normalement sur I, alors la série de fonctions an converge
uniformément sur 1.

3. Si la série de fonctions Z f» converge uniformément sur I, alors la série de fonctions Z fn converge
simplement sur I.

CVN / - \5 CVS
\5 CVA/7

Démonstration

1. On suppose que la série Z frn converge normalement sur I. En particulier, il existe N € IN tel que, pour n = N, les fonctions f; sont
bornées (on peut écrire |/ lloo)-
Soit x€I.On a |fn(x)| < lfnlloo-
Or, la série numérique Z Ifnllco converge, donc, par théoreme de comparaison des séries a termes positifs, la série Z | frn(x)l
converge.
Autrement dit, la série Z fn(x) converge absolument donc, converge.

+00
2. On montré dans le point précédent que la série de fonctions Z fn converge simplement sur I vers S :x — Z [r(x).
k=0
n
Pour tout n € IN, on note S, = Z fn.
k=0
Ona:
+00 +00 +00
YnelN,Vxel, [Sp(x)-S@I=|- Y FfH@l< Y @< Y filco-
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Le majorant obtenu ne dépend pas de x, donc, par définition de la borne supérieure,

+o0
VneN, [Sp@)-S@leo< Y. koo
k=n+1
+o0
Or, la série Y[ fnlloo converge, done Y llfzlloo " 0 (reste d’une série convergente).
k=n+1 n—oo

0.

Par théoréme de comparaison, [|S,(x) —S(x)lco

n—+oo
Ainsi, la série Z frn converge uniformément sur I. Si la série de fonctions Z fn converge normalement sur I, alors la série de
fonctions Z frn converge uniformément sur I.
3. Soit x € I fixé.
On a, pour tout n € IN, |S,(x) — S(x)| < [|Sn(x) — S(x)llco

0.

n—+oo

Donc, par théoréeme de comparaison, S, (x) " S(x). Ceci est vrai pour tout x € I, donc la série Z frn converge simplement sur
n—+oo

1. m]

G. BOUTARD 7 Lycée GAY-LUSSAC



I. CONVERGENCE SIMPLE, CONVERGENCE UNIFORME ET CONVERGENCE NORMALE SERIES DE FONCTIONS

‘¢- Exemple 13.3 - Suite de 'exemple précédent

sin(n x x)

2
n“+1
La série Z f» converge normalement sur R, donc converge uniformément sur R.

Pour tout n € IN et x € R, on pose f,(x) =

— r_% Méthode 13.3 - Rédaction : montrer la convergence uniforme d’une série de fonctions

1. Pour étudier la convergence uniforme sur / d’'une série de fonctions (f,), on commence par
étudier sa convergence simple.

Pour cela, on fixe x € I et on étudie la convergence de la série numérique Z fn(x).

Dans le cas ou, pour tout x € I, la série numérique Z fn(x) converge, il y a converge simple et on note
+00

S:x— Z fn(x) la limite simple de la série de fonctions (f;,). C’est uniquement a ce moment qu’on se pose la
n=0
question de la convergence uniforme.

2. Deux méthodes généralement utilisées :

» On commence par étudier la convergence normale sur I (o sur tout segment inclus dans I) de la série

de fonctions Z fn-

» Le cas échéant, on peut aussi utiliser le critere spécial des séries alternées pour montrer directement la
convergence uniforme

“® Remarque 13.2 - Les réciproques du théoréme 13.2 sont fausses!
La convergence simple n’implique pas la convergence uniforme.

Pour tout n € IN et x €]0, +ool, on pose fr(x) =e "%,
Soit x >0, on a : pour tout x € IN, f,,(x) = (e ™*)".

+00
Or, x > 0 donc e * €]0, 1[, puis la série géométrique Z fn(x) converge et Z fn(x)=

n=0 l-e 1
Ainsi, la série Z fn converge simplement sur ]0, +ool et la somme de la série est la fonction S : x — Tt
—e
Soit n € IN, on a : pour tout x > 0,
+00 n 1 1— e—(n+1)><x e—(n+1)><x
X)— X)= — = .
nZ:Ofn( ) kgofk( e — =
—
=S(x) =S, (x)
1 1 el
Deplus,ona: sup [S,(x)-Sk)|=|S, -S = - +00
x€]0,+oo[ n+1 n+1 lee ma N+
D’ou, la suite | sup [S,(x)— S(x)l) ne tend pas vers 0, donc la série Z f» ne converge pas uniformément sur R.
x€]0,+o0[

La convergence uniforme n’implique pas la convergence normale.
=n"
n+x2’

Pour tout n € IN* et x € R, on pose f,(x) =

Soit x € R. On note u, = —
n+x

» Pour tout n e N*, f,,(x) = 0.
» La suite u, est décroissante.

0.

> u
n n—+oo

Par le critere spécial des séries alternées, la série Z fn» converge simplement sur R. On note S la somme de la série
et (S,) la suite des sommes partielles.

PSI 2025 — 2026 8 G. BOUTARD



SERIES DE FONCTIONS I. CONVERGENCE SIMPLE, CONVERGENCE UNIFORME ET CONVERGENCE NORMALE

+00
Par le critéere spécial des séries alternées, on a aussi : |S(x) - S, (x)| = Z fre1@| < |fns1(@)] < 1
k=n+1 n
Ce majorant ne dépend pas de x. Donc, par définition du sup, 0 <sup|S(x)-S,(x)|< — ——— 0
xeR n+1 n—+oo

Donc, par théoréme d’encadrement sup [S(x) — S, (x)| —— 0.
xR n—+oo

Ainsi, la série )_ f,, converge uniformément sur R.

1
Pour tout n € IN, sup|f,,(x)| = |[f»(0)] = —.
xeR n

Or, la série harmonique diverge, donc la série Z I fnlloo diverge.
Ainsi, la série Z f» ne converge pas normalement sur R.

G. BOUTARD 9 Lycée GAY-LUSSAC



II. REGULARITE DE LA SOMME D’UNE SERIE DE FONCTIONS SERIES DE FONCTIONS

II. Régularité de la somme d’une série de fonctions

I1.1. Continuité de la somme d’une série de fonctions

~— @) Théoréme 13.3 - Continuité de la somme d’une série de fonctions

Soient () une suite de fonctions définies sur 1.
Si,
(i) pour tout n € IN, f,, est continue sur I,

(i) la série Z f» converge uniformément sur 1.

+00
Alors, la fonction S : x — Z fn(x) est continue sur 1.
n=0

Démonstration

L'hypothese (i7) se réécrit : la suite de fonctions (S;) converge uniformément sur I vers S.
De plus, pour tout n € IN, S;, est continue sur I comme somme de fonctions continues (hypothese (i)).
Par théoréme de continuité de la limite d'une suite de fonctions, S est continue sur I. o

“/® Remarque 13.3 - La continuité est une notion locale

L'hypotheése (ii) peut-étre remplacée par : la série Z fn» converge uniformément sur tout segment inclus dans I vers
+00

sa somme S:x— Y fr(x),
n=0

‘¢- Exemple 13.4 — Suite de 'exemple précédent

sin(n x x)
nZ+1
On a montré que la série Z fn converge normalement, donc uniformément, sur R.
De plus, les fonctions f;, sont continues sur R.
+00
Ainsi, la fonction S : x — Z fn(x) est continue sur R.
n=0

Pour tout n € IN et x € R, on pose f,(x) =

‘¢- Exemple 13.5

Montrons que la fonction { de Riemann est continue sur ]1, +ool.

1
On note, pour tousn=1et x> 1, f,(x) = —-
n
e La fonction f;, est continue sur ]1, +oo[ (composition de fonctions continues).
e Soit n € IN*. Pour tout x > 1, on a |f,(x)| = f,,(x)

1
Soit un segment [a,b] <]1, +ool. La fonction |f,| est décroissante sur [a, b], donc, ||/ II[oc;)] =—.
a, n

. . 1
Comme a > 1. la série de Riemann Z — converge.
n
Donc, la série de fonctions Z f» converge normalement, donc, uniformément sur [a, b].

Par théoréme de continuité de la somme d’une série de fonctions, { est continue sur [a,b].
Ceci est vrai pour tout [a,b] c]1, +ool.
Donc, { est continue sur ]1, +ool.

PSI 2025 — 2026 10 G. BOUTARD



SERIES DE FONCTIONS II. REGULARITE DE LA SOMME D’UNE SERIE DE FONCTIONS

/® Remarque 13.4 - Montrer la non convergence uniforme

Par contraposée, on peut utiliser ce résultat pour montrer que la convergence d'une série de fonctions n’est pas
uniforme.

I1.2. Théoréme de la double limite

~—— &) Théoréme 13.4 - Théoréme de la limite double

Soient (f7,) une suite de fonctions définies sur 1.
On considere a un point ou une extrémité de I (éventuellement —oco ou +o0).

Si,
() pour tout n € IN, la fonction f,, posséde une limite finie notée ¢, en a,

(1) la série Z f» converge uniformément sur 1.

+00o +00
Alors, la série numérique Zﬁn converge et la fonction somme S : x — Z fn(x) tend vers Z ¢, ena.
n=0 n=0
Autrement dit,
+00 +00
limSG)=lim| 3. fo0)| = 3 (1im £ ().

Démonstration

Admis
‘¢- Exemple 13.6
Déterminons la limite de la fonction { de Riemann en +oo.

1
On note, pour tousn=1let x> 1, f(x) = —-
n
e Ona:
1 sin=1
) T { 0 sin=2.
o Soit n € IN*. Pour tout x > 1, on a |f(x)| = fn(x)
1
La fonction |f,| est décroissante sur [2,+oc0[, donc, [|[fn]] o =—.
2,400 n2

. . 1
Comme 2 > 1. la série de Riemann Z —5 converge.
n
Donc, la série de fonctions Z fn» converge normalement, donc, uniformément sur [2, +oo[.
Par théoréme de la limite double

{(x) —— 1.

x—+00

— Y Exercice 13.4

+00 1
Pour tout x € R}, on note f(x) = _—
" F) ,;1 1+n?xx

Déterminer un équivalent de f en +oo.

Résolution

1

5 ~ - A une constante multiplicative prés, chaque terme de la somme de la série semble
1+n“xxx—+toonsxx

Intuition : on remarque que

G. BOUTARD 11 Lycée GAY-LUSSAC



II. REGULARITE DE LA SOMME D’UNE SERIE DE FONCTIONS SERIES DE FONCTIONS

f(x)_ _+oo x
de % _xxf(x)_n§1—1+xxn2.

Début de la rédaction.
Pour tous x € ]RI et n € N*, on note gnlx)=

1 1

1+n2xx

On a x) ~ —— .
gn) % 08 ire n?

De plus, pour tout x>0 et n € IN*, on a x x n2> 0, donc,

X

g ()l T < <2
gnw)= —5 < < —.
" 1+xxn2 xxn2 n2

La majoration trouvée ne dépend pas de x, donc,

1
lgnllco < —5-
nlioco nz

1
Or, la série de Riemann Z — converge (car 2> 1).
n

Donc, par théoréme comparaison des séries a termes positifs, Z llgrnlloo converge.
On en déduit que la série de fonctions Zgn converge normalement, donc uniformément, sur 10, +ool.
Dongc, par le théoreme de la double limite,

+oo +00 1 2
xx f(x)= nglgn(x) e 2T 6
Ainsi,
flx) ~ =x ﬁ

1
avoir le méme comportement asymptotique que — MAIS on ne somme pas les équivalents! Cependant, on peut s’intéresser a la limite
x

I1.3. Intégration terme a terme d’une série de fonctions

—— @) Théoréme 13.5 - Intégration terme a terme d’une série de fonctions

Soient a < b deux réels et (f,,) une suite de fonctions définies sur le segment [a, b].
Si,
(i) pour tout n € N, 1a fonction f,, est continue sur [a, b],

(i7) la série de fonctions Z fn» converge uniformément sur [a,b].

n=0

b b +o0o +oo pb
[ swa= [y o=y [ faoa.
a a n=0 n=0va

=0

Démonstration
L'hypothese (ii) se réécrit : la suite de fonctions (Sj,) converge uniformément sur [a,b] vers S.

b
De plus, pour tout n € IN, S, est continue comme somme de fonctions continues (hypothése (7)), donc, f S, (t)dt existe
a

b b
Par théoréme d’interversion limite-intégrale, f Sn(t)dt f S(t)dt.
a n—+oo a

b n b
De plus, par linéarité de 'intégrale, f Spt)dt = Z f frn(t)dt.
a r=07a

+00 b
Alors, la fonction S : x — Z fn(x) est continue sur [a, b], la série numérique Z f fn(®)dt converge et :
a

b +00 rb b
On en déduit que la série Zf fn(t)dt converge et que sa somme est Z fn@®dt = f S@)dt O
a n=0va a
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‘¢- Exemple 13.7

1
Pour tout n € IN* et x €[0, 1], on pose f,(x) = S
Pour tout n € IN* et x €[0,1], on a : |f,(x)| < —. Donc, pour tout n € N*, 0 < || £l <

1 n*
La série de Riemann Z — converge (car 2> 1), donc par théoréme de comparaison des séries a positifs, la série
n

Y lIfnlloo converge.
Ainsi, la série de fonctions Z fn» converge normalement, donc uniformément, sur [0, 1].

De plus, les fonctions f, sont continues sur [0, 1].

1
Ainsi, par le théoréme d’intégration terme a terme, la série Z f frn(t)dt converge et
0

1 +o0

Z fn(t)dt Z fat)de.
1 1 1 1 1
Or, pour tout n =1, f fn(®)dt =f ——dt=—x Arctan(—).
0 0 n2 + t2 n n

Ainsi,

1 +oc0
Z fo®)dt = Z = xArctan(l)

“/® Remarque 13.5

Ce théoréme est a mettre en paralleéle avec les résultats du chapitre INTEGRALES A PARAMETRES.

I1.4.Dérivabilité de 1a somme d’une série de fonctions

~—— &) Théoréme 13.6 — Dérivation terme a terme d’une séries de fonctions

Soient (f7,) une suite de fonctions définies sur 1.
Si,
(i) pour tout n € IN, la fonction £, est de classe €* sur I,
(i7) la série de fonctions Z fn» converge simplement sur I,

(ii1) la série de fonctions Z f,, converge uniformément sur 1.

+o0
Alors, la fonction S :x— Y f,(x) est de classe €” sur I et, pour tout x € I, S'(x) = Z fr(x).
n=0 n=0

Autrement dit, pour tout xe I,

d _d =(d

n=0

Démonstration
L'hypothese (ii) se réécrit : la suite de fonctions (S;) converge simplement sur I vers S.

n
Par opération sur les fonctions de classe € 1, pour tout n € IN, la fonction S;, est de classe €l surl (hypothese (i)) et S/, = Z f];.

+00
L'hypothese (iii) se réécrit : la suite de fonctions (S ;1) converge uniformément sur I vers g:x— Z f}; (x).
k=0
Ainsi, en utilisant le théoréme de dérivation de la somme d’une suite de fonctions, la fonction S’ est de classe €l sur et, pour tout
xel,
+00
S'(x) = Z f,’l(x).
n=0
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/® Remarque 13.6 — La dérivabilité est une notion locale

Lhypothese (iii) peut étre remplacée par : la série de fonctions Z f, converge uniformément sur tout segment
inclus dans I vers g.

En effet, par le théoreme, on peut conclure que S est de classe € ! sur tout segment inclus dans I donc sur I.

‘¢- Exemple 13.8

n+1
Pour tout n € IN et x €] — 1, 1[, on pose f,(x) = (=1)" x i wE Montrons que la somme de la série de fonction an est
n

de classe €" sur ]- 1,1[.

» Pour tout n € IN, la fonction f,, est de classe € L sur - 1,1[ (fonction polynomiale) et, pour tout x €] —1,1I,
fr(x)=(=1)" xx".

» Soit x €]—1,1[. Pour tout n € IN, on a 0 < |f,, (%) < |x|".
Or, |x| €]0,1[, donc la série géométrique Z |x”| converge.
Par théoréme de comparaison, la série Z fn(x) converge absolument, donc converge. Ceci est vrai pour tout
x€e]l—-1,1[.
Donc, la série Z fn» converge simplement sur ]—1,1[.

> Soit a € [0,1[. Pour tout x € [-a,al, on a |f;,(x)| <a”.

Donc, par définition de la borne supérieure, sup | f,’l(x)| <a”.
x€l[—a,al

Or, a €[0,1[, donc la série géométrique Za” converge. Par théoréme de comparaison des séries a termes positifs,

la série Z sup | f,’L(x)| converge.
x€[—a,a]

D’ou, la série Z f,, converge normalement sur [—a,a]. Ceci est vrai pour tout a € [0, 1[.
Donc, la série Z f, converge normalement, donc uniformément, sur tout segment inclus dans 1-1,1[.

+00 n+1
Ainsi, par le théoréme de dérivation terme a terme, la fonction S : x — Z (-1D" x 1 est de classe €' sur

n=0 n
I1-1,1[, et

+00 +00
Veel-L1[, S'x)=) (-1 xa"=) (—x)'=—

n=0 n=0 1
Allons plus loin :
On en déduit qu’il existe C € R telle que, pour tout x €]—1,1[, S(x) =In(1 +x)+C.

+00 0n+1
Or, S(0) = -1"
r, S(0) n;O( ) X7

=0. Donc, C =0, puis

Vxe]l-1,1[, S(x)=In(1+x).

— J) Théoreme 13.7 - Extension aux fonctions de classe <€k, EeN*

Soit 2 € IN*. Soient (f,,) une suite de fonctions définies sur I.
Si,
(z) Pour tout n € IN, la fonction f,, est de classe &k sur I ,

+00
(i7) la série de fonctions Z fn» converge simplement sur I vers S :x+— Z fn(x),
n=0

(iii) pour tout j € [1,% — 1], la série de fonctions Z f,(Lj ) converge simplement sur I,

(iv) la série de fonctions Z f,(Lk) converge uniformément sur tout segment inclus dans 1.
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+00

Alors, la fonction S : x — Z fn(x) est de classe &k sur I et, pour tout j € [1,%],
n=0

: +00 .
vxel, SV(x)= Z f,(lj)(x).
n=0
Démonstration

Appliquer a la suite des sommes partielles (S,) 'extension aux fonctions de classe ©* du théoréme de dérivation de la limite d’'une
suite de fonctions. ]

~— @) Théoréeme 13.8 - Extension aux fonctions de classe €™

Soient (f5,) une suite de fonctions définies sur 1.
Si,

(i) Pour tout n € N, la fonction f,, est de classe € sur I,
+00

(i7) la série de fonctions Z fn» converge simplement sur I vers S :x— Z fn(x),
n=0

(iii) pour tout j€ IN*, la série de fonctions Z f,(lj ) converge uniformément sur tout segment inclus dans I vers

+00 .
une fonction gj:x— )_ F(z).
n=0

+00
Alors, la fonction S : x — Z fn(x) est de classe € sur I et, pour tout j € IN*,
n=0

X +00 .
veel, SVwx)=Y ).
n=0

Démonstration

Conséquence immédiate du corollaire précédent. o

‘9- Exemple 13.9 - Classique : 1a fonction { de Riemann

1

Pour tout n € IN* et x > 1, on pose fn(x) = —.
n

+00
On a montré que la série de fonctions Z fn converge simplement sur ]1,+oo[ vers { : x — Z — (fonction { de
n=1"7
Riemann).
Pour tout n € IN, la fonction f,, est de classe € sur 11, +oo[. De plus,
k
—In(n)
VEkeIN* Vxell,+ool, fP(x)= #
n
. : * k) (1n(”))k
Soit k£ = 1. Soit a@ > 1 quelconque. Pour tout n€e IN*,ona: sup |f, (x)) =
x€la,+oo[ n
_ . l1+a (In(n))* 1
De plus, par croissances comparées, en prenant b €]1,a[ (par exemple b = 5 ),ona:———=0 — |
n n

. . 1 . . .
Or, la série de Riemann Z —, converge (car b > 1), donc par théoréme de comparaison des séries a termes positifs,
n

f,(zk)

la série Z( sup ) converge.

[a,+oo[
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Donc, la série de fonctions Z f,(Lk) converge normalement sur [a, +oo[. Ceci est vrai pour tout a > 1.
D’ot1, la série de fonctions Z f,(lk ) converge normalement, donc uniformément, sur tout segment inclus dans ]1,+ool[.

Ainsi, par le théoréme de dérivation, la fonction { est de classe €°° sur 11, +oo[.
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