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I 1| Structure de groupe

A - Groupes et sous-groupes

— Définition 19.1 : Groupe
Un groupe est un couple (G, *) constitué d'un ensemble G et d'une loi de composition interne x tels que :

(i) laloixestassociative: Vx,y,zeG, xx*x(y*z)=(x*xy)*xz;

(ii) il existe un élémentneutre: VxeG, xxe=exx=Xx;

(iii) toutélémentde G posseéde uninverse: VxeG, dyeG, xxy=y*xx=e.

Quelques remarques en vrac :

* Lesnotations sont treés variables et on privilégiera selon le contexte une notation additive (+), multiplicative
(x) ou bien de composition de fonctions (0). On omettra parfois méme de noter la loi, s’il n'y a aucune
ambiguité. Toujours en fonction du contexte, on parlera d’élément inverse, de symétrique ou bien d’opposé.
Par convention, la notation additive est en général réservée aux groupes abéliens, c’est-a-dire aux groupes
commutatifs. La notation multiplicative est la plus courante.

¢ T'associativité de la loi permet de se dispenser de tout parenthésage.
Exemples de lois de composition non associatives : (x, y)— x A y sur R3, (1, v)— uov—vou sur £(E).

¢ Lorsqu'’ils existent, I'élément neutre et 'inverse d'un élément sont uniques.

¢ L'existence d'un inverse permet de simplifier les expressions: ax=ay = x=y.

Exemples
* Groupes additifs : Z, Q, R, C et .#,(K). Groupes multiplicatifs : Q*, Q*, R*, R, C*, U et GL,(K).

* Si Gy désigne 'ensemble des bijections (ou permutations) d'un ensemble X, (S, o) est un groupe.

Proposition 19.2
Si (G, *1) et (G,, *,) désignent deux groupes, alors (G; x G,,*) est un groupe, avec * définie par :

V(x1, x2), (11, ) € Gy x Gy, (X1, X2) % (1, 12) = (X1 %1 )1, X %2 J0)

Par récurrence immédiate, tout produit fini de groupes est encore un groupe.



E Chap. 19 Structures algébriques et arithmétique

r Définition 19.3 : Sous-groupe

Soit (G,*) un groupe. On dit que H c G est un sous-groupe de G si (H,*) est un groupe.

On retiendra plut6t la caractérisation suivante.

Proposition 19.4 : Caractérisation d’un sous-groupe
Soit (G, *) un groupe. H C G est un sous-groupe de G si H est non vide et si:

Vx,yeH, xxy 'eH

On vérifiera donc en pratique que e € H, que H est stable par et enfin que pour tout x € H, x ' € H.

Exemples
e (U,,x)estun sous-groupe de (U, x).
* Lensemble des matrices triangulaires d’ordre 7 est un sous-groupe de .#,(K) (pour quelle l0i?).
e O(E)etSO(E) sont des sous-groupes de (GL(E), o).

Exercice 1
On appelle centre du groupe (G, ) 'ensemble défini par :

7Z(G)={aeG|VbeG,axb=bxa}
Montrer que Z(G) est un sous-groupe de G. Quel est le centre de GL,(K)?

Exercice 2
Soient E un ensemble non vide, (G, o) son groupe de permutations et x € E. On pose :

Stab, ={o0 €65 | o(x)=x}

Montrer que Stab, est un sous-groupe de &.

Théoréme 19.5 : Sous-groupes de Z
’»Si G estun sous-groupe de (Z,+), alors il existe un unique n €N tel que G = nZ.

Démonstration
Si G = {0}, le résultat est immédiat. Supposons désormais G # {0}.

* Si G contient x € Z*, il contient également —x, ce qui nous assure que G NN* est non vide.
G NN* admet donc un plus petit élément noté n.

¢ Comme n € G et G estun groupe, nZ C G.

* Réciproquement, soit m € G.
Par division euclidienne, il existe un unique couple d’entiers (p, r) tel que :

m=pn+ravec0<r<n

Comme m e G et pn € G, r € GNN. Par définition de n, r est nécessairement nul, ce qui montre que
m € nZ. Ainsi, G = nZ. [

Proposition 19.6 : Intersection de sous-groupes

Soit (H;);e; une famille de sous-groupes de G. Alors ﬂ H; est un sous-groupe de G.
iel

En revanche, la réunion de sous-groupes n’a aucune raison, en général, d’'étre un sous-groupe.

Exercice 3
| Identifier le sous-groupe pZn qZ pour deux entiers p et g quelconques.
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Partie I - Structure de groupe E

B - Morphismes de groupes

Pour comparer les groupes entre eux, nous allons faire appel aux morphismes de groupes. Ce sont les applica-
tions qui préservent la structure de groupes.

Définition 19.7 : Morphisme de groupes

On appelle morphisme du groupe (G, ) dans le groupe (G, ) toute application ¢ : G — G’ qui vérifie :

Vx,yeG, ¢lxxy)=o(x)xp(y)

Exemples
Parmi les exemples les plus classiques, on peut citer :

exp:(R,+)— (R}, x); In:(RL,x)—= (R, +); |-]:(CF x) = (RY, x);

det: (GL,(K), x) = (K*,x);  £:(6,,0) = ({-1,1}, x)

On rappelle que £(o) désigne la signature d'une permutation o de [1, n].

Exercice 4
cos(f) —sin(@)
sin(f) cos(@)

Montrer que 6 — [ ] est un morphisme de (R, +) dans (SO,(R), x).
Exercice 5

Soient e I'élément neutre d'un groupe G, e’ celui d’'un groupe G’ et ¢ un morphisme de G dans G’.
Vérifier que ¢(e)= e’ et que pour tout x € G, ¢(x)' = ¢(x7).

Les deux propositions qui suivent sont assez utiles pour montrer qu'un ensemble posséde une structure de
groupe.

Proposition 19.8 : Images directe et réciproque d’un sous-groupe
Soit ¢ un morphisme du groupe (G, *) dans le groupe (G, *).
(i) Si H estun sous-groupe de G, ¢(H) est un sous-groupe de G’.

(ii) Si H’ estun sous-groupe de G/, ¢ '(H’) est un sous-groupe de G.

Démonstration
Montrons la premiére propriété. Notons e 1'élément neutre de G (donc de H) et e’ celui de G’.

e ¢(e)=e’donce’ € p(H).
* Pour tous x’/, y’ € ¢(H), il existe x, y € G tels que x' = ¢(x) et y'=¢(y). D’oy,
(Y =) xp(y) = p(x)xp(y )= plxxy ™)

Ainsi, x"*(y’)"' € ¢(H).

La démonstration est analogue dans le cas de I'image réciproque. [ |

On en déduit que Im(¢) = ¢(G) et Ker(¢) = ¢ ' ({e’}) sont respectivement des sous-groupes de G’ et G.

Définition 19.9 : Noyau et image d’'un morphisme
Soit ¢ un morphisme du groupe (G, *) dans le groupe (G, *).

¢ On appelle image de ¢ et on note Im(¢) le sous-groupe ¢(G)={¢(x), x € G}.

 On appelle noyau de ¢ et on note Ker(¢) le sous-groupe ¢ }({e’})={x € G, ¢p(x)=e'}.
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n Chap. 19 Structures algébriques et arithmétique

Exemple
| SO, (R) est un groupe en tant que noyau de det: O, (R) — {—1,1}.

Proposition 19.10
’»Un morphisme ¢ est injectif si et seulement si Ker(¢p) = {e}.

Démonstration
Supposons ¢ injective et soit x € Ker(¢). ¢(x)=e’ = ¢(e) donc x = e. Ainsi, Ker(¢) = {e}.
Supposons que Ker(¢) ={e} et soient x, y € G tel que ¢(x)=¢(y).

p(x)+p(y) " =¢’ donc Plxxy)=¢’

D’oll x %y~ = e, soit x = y. ¢ est bien injective. |

— Définition 19.11

Soit ¢ un morphisme du groupe (G, *) dans le groupe (G, *).

* Si ¢ est bijectif, ¢ est qualifié d’isomorphisme.

* Si ¢ est bijectif et G = G’, alors ¢ est qualifié d’automorphisme.

La réciproque ¢! d’'un isomorphisme ¢ est lui-méme... un isomorphisme!

Etablir que deux groupes sont isomorphes revient 8 montrer qu’ils possédent la méme structure, c’est-a-dire
que I'un est la parfaite copie de I'autre via I'isomorphisme ¢.

Exemples
| exp est un isomorphisme de (R, +) dans (R%, x), In est 'isomorphisme réciproque.

Attention, si deux groupes finis possédent le méme nombre d’éléments, ils ne sont pas pour autant isomorphes.

Exemple

Voici la table des deux seuls ' groupes a 4 éléments. Autrement dit, tout groupe a 4 éléments est isomorphe a
I'un de ces deux groupes. En guise d'illustration, on pensera aux groupes U, et U3.

x| a|b|c|d x| x|y|z|t
ala|b|c|d X|x|ylz]|t
b\ b|c|d|a y|iy|lx|t]|z
clcl|d|al|b zlz|t|x|y
d|d|a|b]|c titlz|y|x

Groupe Z/AZ Groupe de Klein

Ces deux groupes abéliens ne peuvent étre isomorphes. En effet, supposons qu'’il existe un isomorphisme ¢
entre les deux. On aurait ¢(a)= x et ¢(c)=@(b* b)= ¢(b)? = x. Donc ¢(a) = ¢(c) : contradiction!

Exercice 6
| Montrer que les groupes U et SO,(R) sont isomorphes.
Exercice 7 - Automorphismes intérieurs
Soient (G,*) un groupe et g € G. On considere I'application ¢4 : x — g * x x g~ définie sur G.
* Montrer que ¢, est un automorphisme de G.

* Montrer que § — ¢ est un morphisme de (G, *) dans (&, 0) ou & est 'ensemble des permutations de G.
Quel est son noyau?

1. aisomorphisme pres, nous y reviendrons!
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Partie I - Structure de groupe B

C - Groupe (Z/nZ,+)
Dans tout ce paragraphe, n désigne un entier naturel non nul. Rappelons que si a, b € Z,

a=b[n] < n|la—b) < a—benZ

Théoreme / Définition 19.12

La congruence modulo 7 est une relation d’équivalence.
On note Z/nZ '’ensemble des classes d’équivalence de Z pour cette relation.

Pour a € Z, on note souvent a la classe d’équivalence associée a la relation de congruence modulo 7. Lentier
a est appelé représentant de cette classe. Cette classe est un ensemble contenant I'entier a et tous les entiers
congrus a a modulo 7 :

a={a+kn|keZ}=a+nZ

En particulier, 0={...,—2n,—n,0,n,2n,...} = nZ.
Le principe de division euclidienne nous assure que :

z/nZ={0,1,...,n—1}

Z/nZ est aussi parfois noté Z,,.

Proposition 19.13

Sia;=a, et b, = by, alors :

a1+b1:az+b2 et 611Xb1:az><bz

Démonstration
| Sia,=a,[n]etb =b,[n] alors a;, + by = a, + b, [n]. De méme, a, b, = a, b, [n]. |

Cela signifie que lorsque 'on travaille modulo 7, on peut choisir n'importe quel représentant de la classe pour
mener les calculs. Forts de ce résultat, nous pouvons définir une addition (mais aussi une multiplication) sur
les éléments de Z/nZ, c’est-a-dire des opérations qui portent directement sur les classes d’équivalence :

V(a,b)€Z? a@+b=a+b et axb=ab

T

addition  addition
dansZ/nZ dansZ

Théoréme 19.14
’»Pour tout n € N*, (Z/nZ,+) est un groupe abélien.

Démonstration
Pour n € N*, (Z/nZ,+) vérifie les propriétés suivantes :

e commutativité: Va,be€Z a+b=a+b=b+a=b+a

e associativité: Va,b,c €7Z, (E+E)+Eza+b+?za+b+c:E+b+c:ﬁ+(E+E)

o existence d'un élément neutre: VYacZ, a+0=a+0=a

o inversibilité des éléments: VYa€Z a+—a=a—a=0
Ainsi, —3 = 8 est I'inverse de 3 pour la loi + dans Z/11Z.

Lapplication a — @ est un morphisme surjectif? de (Z,+) dans (Z/nZ,+). Cette application a pour noyau nZ.

Nous montrerons que (Z/nZ,+, x) est en fait un anneau.

2. ce qui revient finalement a montrer en des termes a peine différents que (Z/nZ, +) est un groupe.
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n Chap. 19 Structures algébriques et arithmétique

D - Sous-groupes engendrés, groupes monogenes et groupes cycliques

Définition 19.15

Soit A une partie d'un groupe (G, ). Le sous-groupe engendré par A est I'intersection de tous les sous-
groupes de G contenant A.

C’est bien un sous-groupe de G ; c’est méme le plus petit contenant A, au sens de I'inclusion.
(i) si A={a}avec a un élément de G, en notant (a) le sous-groupe engendré,
(a)= {ak | ke Z} (notation multiplicative) oubien (a)={ka|ke€Z} (notation additive)
En effet, tout sous-groupe de G contenant a contient nécessairement les puissances de a et par ailleurs,

I’ensemble des puissances de a est bien un sous-groupe de G.

On notera que ¢, :|Z — G est un morphisme de groupes dont I'image est (a).
k — aF

(i) siA={a,...,a,} est une partie d'un groupe abélien G, en notant (a,..., a,) le sous-groupe engendré,
(ay,...,an)={a;"-a" |(ay,...,a,)€Z"}

Sans commutativité de a, ..., a,, cette égalité devient fausse. Par exemple, en général, ab?a? # a®b>.

(iii) Si A est une partie quelconque de G, en notant (A) le sous-groupe engendré,

x€(d) < 3FreN, Ix,...x)eA, Aay,...,a,)€L’, x=x"xr

Exemples

* (Z,+)est engendré par 1 (mais aussi par —1); (U,,, x) est engendré par e*"/";
(GL,(K), x) est engendré par les transvections et les dilatations;

¢ (Oy(R), x) est engendré par les réflexions;

* (6,,0) est engendré par les transpositions.

Définition 19.16
Un groupe (G, *) est dit :
* monogene s'il est engendré par un élément : G = (a) = {a*, k € Z};

e cyclique s'il est monogene et fini.

On notera qu'un groupe monogene est nécessairement abélien.

Exemple
| (U, x) est cyclique.

— Théoréeme 19.17

Le groupe (Z/nZ,+) est cyclique. De plus, Z/nZ = (k) si et seulement si k est premier avec 7.

On commencera par déterminer les sous-groupes engendrés par k dans Z/4Z pour k € {0,1,2,3}.

Démonstration
7/nZ est un groupe fini et, de facon directe, Z/nZ = (1).
Cherchons maintenant les autres générateurs de Z/nZ en considérant k € Z.

(kY=2Z/nz=(1) <= 3JacZ ak=1 < 3JacZ ak=1 <= 3a,b)eZ? ak+bn=1

D’apres le théoreme de Bézout, k engendre Z/nZ si et seulement si k An=1. u

Le groupe (Z,+) est monogene et le groupe (Z/nZ,+) est méme quant a lui cyclique. Ce ne sont pas de simples
exemples parmi d’autres, tous les groupes monogenes s’y ramenent comme le montre le théoréeme suivant.
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Partie I - Structure de groupe

Théoréme 19.18 : Classification des groupes monogenes
* Tout groupe monogene infini est isomorphe a (Z,+).

* Tout groupe monogene fini (c’est-a-dire cyclique) de cardinal n est isomorphe a (Z/nZ,+).

Démonstration
Soit G = (a) un groupe monogene. On consideére le morphisme de groupes surjectif ¢, :|Z — (a)
Ker(¢,) est un sous-groupe de Z, donc de la forme nZ. Deux possibilités : k — a*

* Sin =0, Ker(¢,)={0} donc ¢, estinjective. G est alors isomorphe a Z.

* Supposons maintenant n # 0. Pour tout entier relatif p, il existe (g, r) € Zx{0,...,n—1} telque p = ng+r.
Comme a”=e,aP =a™a" =a’. Ainsi, Im(¢,)=(a)={e,a,...,a '}.
Cet ensemble possede bien n éléments distincts. En effet, il n'y a pas de « doublon » puisque :

7 s - —
aF=a*" — a"¥=e = k-kenz = k=k

Autrement dit, le morphisme ¢ :|Z/nZ — (a) est un isomorphisme de groupes.
T k

k— a

Exemple
| Le groupe (U, x) est donc, en tant que groupe cyclique de cardinal 7, isomorphe a (Z/nZ,+).

I’ ’ a2
7
/; a
1
- . . . — - - ,
a? al e a? : e
1
2, . ’ N . . \
Représentation d’'un groupe monogene infini \\\ a1 =g
N a2 = g2

Représentation d’'un groupe monogene fini
Exercice 8

(i) Montrer que I'image d'un groupe cyclique par un morphisme de groupe est un groupe cyclique.

(ii) Montrer que tout sous-groupe d'un groupe cyclique est cyclique.

E - Ordre d’'un élément dans un groupe

D’apres le théoreme précédent, le groupe monogene (a) est soit isomorphe a Z soit isomorphe a Z/nZ pour
un certain entier naturel 7 non nul. Ce qui amene a la définition suivante.

Définition 19.19
Soient (G, ) un groupe et a un élément de G.
e On dit que a est d’ordre fini s’il existe n € N* tel que (a) est isomorphe a Z/nZ.

* On appelle alors ordre de a I'entier naturel n.

En notant n 'ordre de a, (a) ={e,a,...,a"'}. Lordre de a est le plus petit entier p non nul tel que a” = e.

Exemple

| Le nombre complexe j est d’ordre 3 et (j) = {1, j, j*}.

Exercice 9

e Quelestl'ordre de 2 et 3 dans (Z/5Z,+)?
e Quel est'ordre de j dans (C*, x)? A quelle condition z € C* est-il d’ordre fini?
» A quelle condition les rotations de R? sont-elles d’ordre fini?
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n Chap. 19 Structures algébriques et arithmétique

Proposition 19.20
’781 a est d’ordre fini n, alors, pourtout p dansZ: a”’=e <= n|p.

Démonstration
| C’est encore et toujours une question de division euclidienne. En effet, si'on suppose a” = e, on peut alors
| écrire p=qgn+ravec0<r <netdonc, a? =a9%a" =a" =e.Sir €{l,...,n—1}, cela contrevient a la
| définition de n. Nécessairement r = 0, donc n|p. La réciproque est immédiate. |

Exercice 10
| Trouver les éléments de (Z/47Z,+) et de ((Z/2Z)?,+) d’ordre 2. Ces deux groupes sont-ils isomorphes?

Théoréme 19.21
FL’ordre d'un élément d'un groupe fini divise le cardinal du groupe.

On appelle parfois ordre du groupe son cardinal, lorsque celui-ci est fini.

Démonstration
La démonstration n'est exigible que pour G commutatif; une preuve générale sera présentée en TD.

Soit a un élément du groupe (G, ) supposé fini, de cardinal n, et pour la cause, abélien.

e L'élément a est nécessairement d’ordre fini. S’il ne Iétait pas, les éléments de (a) seraient nécessaire-
ment deux a deux distincts et a engendrerait alors un sous-groupe de G de cardinal infini, impossible.
Nous noterons par la suite d 1'ordre de a.

e Lapplication ¢, : g € G — axg n’est certainement pas un morphisme mais elle est bijective, de bijection
réciproque ¢,1:g € G — a' xg. Le groupe G étant abélien, le produit I_[ g estbien défini et :

geG
[ [s=]]0ae)=] [(axg)=a"] |2
geG geG geG geG
Par simplification, a” = e donc d|n. [

Exercice 11
| Vérifier cette propriété dans (Z/6Z,+).

Attention, il n’existe pas toujours d’élément dont |’ordre est égal a n'importe quel diviseur de n.

B 11| Structures d’anneau et de corps

A - Anneaux et corps

— Définition 19.22 : Anneau
Un anneau est un triplet (A, +, x) constitué d'un ensemble et de deux lois de composition interne tels que :
(i) (A,+)estun groupe commutatif;

(ii) laloi x est associative, admet un élément neutre et est distributive sur + :

Vx,y,z€A, xx(y+z)=xxy+xxz et (x+y)xz=xxz+yxz

Quelques remarques en vrac :
¢ On note en général 04 I’élément neutre pour I'addition, 14 I'’élément neutre pour la multiplication.
e 'anneau est dit commutatif lorsque la loi x est commutative.
* Unanneau commutatif est dit inregres’ilestnonnuletsi: V(x,y)€A?, xxy=04 = x=040uy=04.

Un anneau integre n'admet donc pas d’autre diviseur de 0 que lui-méme.
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Partie II - Structures d’anneau et de corps n

Exemples
Parmi les exemples les plus classiques d’anneaux, on peut citer :

(Z,+,%), (K+x), (KIX]+x), (Mp(K),+x), (Z(E),+0) et (('(N),+x)

La structure d’anneau permet de retrouver des résultats déja établis dans K ou .#,,(K) : si x et y commutent,

n n—1 n
(x_i_y)n:Z(Z)xkynk; xn_yn:(x_y)zxkynflfk et (IA_x)zxkzlA_xn+l
k=0 k=0 k=0

Proposition 19.23
Si A; et A, désignent deux anneaux alors (A; x A,,+, x) est un anneau pour les lois définies par :

V(x1, %2), (1, ) €A X Ay, (X1, %)+ (N, Yo) =+, X0+ 1) et (X1, X2) X (11, o) = (1 01, X2 0)

Par récurrence immédiate, tout produit fini d’anneaux est encore un anneau.

— Définition 19.24 : Sous-anneau
Soit (A, +, x) un anneau. On dit que B C A est un sous-anneau de A si (B, +, x) est un anneau contenant 1 4.

— Proposition 19.25 : Caractérisation d’'un sous-anneau
Soit (A,+, x) un anneau. B C A est un sous-anneau de A si et seulementsil, € Bet:

Vx,yeB, x—y€B e xxyeB

Exemples
e Zestun sous-anneau de Q.
* Lensemble des matrices diagonales d’ordre 7 est un sous-anneau commutatif de ./, (K).
e Zli]=Z+iZ={a+ib|(a,b)E€ Z?} est un sous-anneau de C.

Définition 19.26
Soit (A4, +, x) un anneau.
¢ On dit qu'un élément x € A est inversible s'il est inversible pour la loi x.

¢ On note parfois A* 'ensemble des éléments de A inversibles.

Exemples

¢ Lensemble des inversibles de Z est {—1,1}.

Définition 19.27 : Corps

Un corps est un anneau commutatif non nul pour lequel tout élément non nul admet un inverse pour la
loi x.

Dans le cadre du programme, les corps sont supposés commutatifs. Un corps est un anneau integre.

— Définition 19.28 : Sous-corps

Soit (K, +, x) un corps. On dit que K’ ¢ K est un sous-corps de K si (K, +, x) est un corps.

— Proposition 19.29 : Caractérisation d'un sous-corps

Soit (K, +, x) un corps. K’ C K est un sous-corps de K si et seulement si :

Vx,yeK'xK* x—yeK et xxy'lekK

Exemples
| (Q,+, %), (R,+, x), (C,+, x) et (K(X), +, x) sont des corps. Q et R sont des sous-corps de C.
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m Chap. 19 Structures algébriques et arithmétique

B - Morphismes d’anneaux

Définition 19.30 : Morphisme d’anneaux
Soient A et B deux anneaux. On appelle morphisme de A dans B toute application ¢ : A — B qui vérifie :

D) Vx,y €A ¢o(x+y)=¢(x)+o(y) () Vx,y€A ¢p(xxy)=¢(x)x@(y) (i) ¢(14)=1p

Le point (i) assure qu'un morphisme d’anneaux est un morphisme de groupes. Si ¢(0,) =0 découle de la
définition, ce n’est pas le cas de 'égalité ¢(1,) =15.

Si ¢ est de plus bijectif, on le qualifie d'isomorphisme d’anneaux.

Exercice 12
| Montrer que pour tout élément x inversible de A, ¢(x) est inversible dans B et ¢(x)™' = ¢ (x_l).

— Définition 19.31 : Noyau et image d’'un morphisme
Soit ¢ un morphisme de 'anneau A dans I'anneau B.
¢ On appelle image de ¢ et on note Im(¢) 'ensemble ¢(A)={¢(x), x € A}
 On appelle noyau de ¢ et on note Ker(¢) 'ensemble ¢ ' ({05}) = {x € A, ¢(x)=03}.

— Proposition 19.32

Limage d'un morphisme d’anneaux est un anneau.

En revanche le noyau d'un morphisme d’anneaux de A dans B n’est pas, en général, un sous-anneau de A.

Exercice 13
Soit ¢ : A— B un isomorphisme d’anneaux. Montrer que ¢~! est un isomorphisme puis que x est inversible

dans A si et seulement si ¢(x) est inversible dans B.
C -Idéaux d’'un anneau commutatif
1 - Généralités

Soit ¢ : A— B un morphisme d’anneaux. Si Ker(¢) n’est pas en général un sous-anneau de A, en revanche,
Ker(¢) est un sous-groupe de (A, +) qui vérifie de plus :

Vx eKer(¢p), VacA, xacKer(¢p) et axecKer(¢p)

En effet, en conservant les notations, ¢(xa)=¢(x)x ¢p(a)=0g et p(ax)=¢(a)x ¢(x)=03.

On dit alors que Ker(¢) est un idéal (bilatére) de A, ce qui amene la définition suivante.

— Définition 19.33 : Idéal d’'un anneau commutatif
Soit (A, +, x) un anneau commutatif. On appelle idéal de A toute partie I de A telle que :

(i) (I,+)estun sous-groupe de (A4,+);
(ii) I eststable par multiplication par tout élémentde A: VxelI, VYae€A, xacl.

On dit parfois que I est absorbant pour la loi x.

En particulier, nous avons prouvé que le noyau d'un morphisme d’anneaux est un idéal.

Exemples

e 2Zestunidéal de'anneau Z et, plus généralement, nZ est un idéal de Z.
¢ Lensemble des suites réelles qui convergent vers 0 est un idéal de I'anneau des suites réelles convergentes.
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Théoréme / Définition 19.34 : Idéal principal
Soit x un élément d’'un anneau commutatif A. xA={xa | a € A} est le plus petit idéal de A contenant x.
On l'appelle idéal principal engendré par x et on le note parfois (x).

On rappelle que 'on note a|b pour a, b éléments d'un anneau commutatif il existe c € Atel que b =c¢ x a.
Alors,
x|y & yAcxA < (y)c(x)

Proposition 19.35 : Opérations sur les idéaux
Soient I; et I, deux idéaux d'un anneau commutatif A. Alors,
e I[N estunidéal de A;

e [+L={x;+ x| (x,x) e} x I} estun idéal de A.

2 - Arithmétique dans Z

Théoréeme 19.36
FLes idéaux de Z sont les nZ, ou n € N.
Démonstration
| Unidéal de Z est un sous-groupe de Z donc de la forme nZ. Réciproquement, on montre que nZ est stable
| par multiplication : ¢’est bien un idéal de Z. Les idéaux de Z sont donc tous principaux. u

Rappelons que nZ = mZ si et seulement si n =+m.

Pour a,b €Z, aZN bZ est un idéal de Z donc il existe un unique c e N tel que aZNbZ = cZ.
De méme, aZ+ bZ est un idéal de Z donc il existe un unique d e N tel que aZ + bZ =dZ.

— Définition 19.37
Soient a, b € Z.

¢ On appelle plus grand diviseur commun de a et b 'unique entier naturel d tel que aZ+ bZ = dZ.
On le note pged(a, b)oua A b.

¢ On appelle plus petit commun multiple de a et b I'unique entier naturel c tel que aZNbZ = cZ.
On le note ppcm(a, b)ouaV b.

Il reste a vérifier que le PGCD et le PPCM ainsi définis sont bien les mémes que ceux entrevus par le passé.

— Théoreme 19.38 : Théoreme de Bézout
Soient a, b € Z.

e Il existe un couple (1, v)€Z? telque au+bv=aAb.
Une telle relation est appelée relation de Bézout de a et b.

e a et b sont premiers entre eux si et seulement s'il existe un couple (u, v) € Z? tel que au+bv = 1.

Démonstration
| La premiere propriété découle directement de la deuxieme. Justifions celle-ci.

| Supposons que a Ab =1. Alors aZ+ bZ =7, donc 1 s’écrit sous la forme au + bv avec u, v € Z.
| Supposons que 1 = au+ b v. En multipliant par n € Z, on obtient n = a(nu)+ b(nv)donc Z c aZ+bZ.
Comme l'inclusion inverse est immédiate, onaZ=aZ+ bZetdoncaAb =1. u

L'algorithme d’Euclide est une méthode efficace pour déterminer le pgcd de deux entiers. Il repose sur le
résultat suivant : si a et b sont deux entiers relatifs non nuls et si a = bg + r ol g estle quotient et r le reste de
la division euclidienne de a par b,aAb=Db Ar.
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Théoreme 19.39 : Lemme de Gauss
rSoienta,b,c €Z.Sia|bcetaNnb=1,alorsa|c.

Démonstration
| Retranscrivons les hypotheses: bcZ C aZ et aZ + bZ = Z. En multipliant par c, il vient ¢Z C aZ. |

Une conséquence directe : si p est premieret p | ab, alors p | a ou p | b; c’est le lemme dit d’Euclide.
En revanche, méfiance, si a et b ne sont pas premiers entre eux, on peut avoir a | b ¢ sans que a divise c.

D -Lanneau (Z/nZ,+, x)

Théoreme 19.40
rLe triplet (Z/nZ,+, x) est un anneau.

Démonstration

| Nous avons déja prouvé que (Z/nZ,+) est un groupe abélien. Lélément 1 est neutre pour la multiplication.
| 11 ne reste qu’a montrer que la loi x est associative et distributive, ce qui est chose aisée. |

Exercice 14
Donner les tables de multiplication de Z/4Z et de Z/57Z.
Quels sont leurs éléments inversibles? Sont-ce des anneaux intégres ?

r Proposition 19.41

Lélément k est inversible dans 'anneau Z/nZ siet seulementsi kAn=1.

Démonstration
‘ Grace au théoréme de Bézout,

| JacZ, axk=ak=1 < 3J(a,b)eZ? ak+bn=1 < nAk=1 =
La preuve nous fournit une méthode pour trouver I'inverse d'un élément de Z/nZ.

Exemple

Cherchons l'inverse de 11 dans Z/42Z. Pour cela, appliquons I’algorithme d'Euclide étendu afin de trouver
une relation de Bézout. 11 étant premier, il est premier avec 42, et :

42=11%x34+9 1=9-2x14

11=9%x1+42 =9—(11—9x1)x4

9=2x4+1 =9x5—-11x4

2=1x2+0 =(42—11%x3)x5—11x%x4
dou42A11=2A1=1 =42x5—11x19

Ainsi, 42 x 5—11 x 19=1, c’est-a-dire 11 x (—19) =1 [42]. Donc l'inverse de 11 est —19 = 23.

— Théoreme 19.42
Soit n € N*, Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Z/nZ estun corps.

(ii) Z/nZ est un anneau intégre.

(iii) 7 est premier.
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Démonstration
| (i)==(ii) : tout corps est integre.

| (i)==(iii) : procédons par contraposition. Supposons que n n’est pas premier. Il existe donc a, b € N* tels
| que n=ab aveca,b €[2,n—1[. Donc a x b =0 sans que a ni b ne soient nuls.

(iii)==>(i) : si n est premier, tous les éléments de Z/nZ sont inversibles, a I'exception de 0. |

Lorsque p est premier, on note traditionnellement F, le corps Z/pZ.

Théoréme 19.43 : Lemme chinois

Si m et n sont deux entiers premiers entre eux,

Z/mnZ estisomorphea Z/mZ xZ/nZ

Démonstration
Pour m A n =1, construisons un isomorphisme d’anneaux naturel entre Z/mnZ et Z/ mZ x Z/ nZ.
Pour cela, on vanote X, X et X les classes d’équivalence respectives de x. Soit maintenant ’application :

¢ | Z/mnZ — Z/mZxZ/nZ
x — (X,X%)

Cette application est bien définie dans le sens ol1 (X, X) ne dépend pas du choix du représentant de x. En
effet, x + knm = X et x + knm = X pour tout k € Z. De plus,

* ¢ est un morphisme de groupes puisque pour tous x, y € Z,
PE+T) = FY)=G+y, x+Y)=(X+7,5+7)=9X)+ ()
* On vérifie de méme que pour tous x,y €Z, (X x y) = @(x) x ¢(¥).
* Ajoutons que ¢(1)=(1,1).
e Last but not least, les deux anneaux de départ et d’arrivée ont méme cardinal et :

A

xeKer(¢p) <= x1=0 et X=0 <= n|lx e m|x

n et m étant supposés premiers entre eux, nm | x donc Ker(¢)= {0}. ¢ est bien un isomorphisme.

Plus prosaiquement, le théoreme chinois affirme que pour n A m =1, I'ensemble des solutions du systéme

{xza[n]

x=b[m]
est xo + mnZ, x, étant 'unique antécédent par ¢ du couple (a, b) dans Z/mnZ.

P . C . .y a a,
On montre par recurrence que si la factorisation premiere de n est P X Xpr,

7))
nZ \piz prZ

La résolution d’équations dans Z/nZ se ramene de la sorte a une résolution dans des anneaux plus simples.

Définition 19.44 : Indicatrice d’Euler
FPour n e N* on pose ¢(n)=card{k €[1,n] | k An=1}. La fonction ¢ est appelée indicatrice d'Euler.

@ (n) représente donc le nombre d’entiers inférieurs a n et premiers avec n. Mais c’est également :
¢ le nombre d’éléments inversibles de 'anneau Z/nZ (on note parfois I'ensemble des inversibles (Z/nZ)*).
¢ le nombre de générateurs du groupe (Z/nZ,+), c’est donc aussi celui de (U, x).

Naturellement, ¢(1) =1 et pour tout entier premier p, p(p)=p—1.
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10000 pm)|] 0|1 2|3 |4|5|6|7|8]|9
0+ 1 (22|42 )|6|4]|6
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6000 -
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2000 A

70+ | 24|70 24|72 |36|40|36 |60 |24 |78

80+ (325440 (82|24 |64 |42 |56 |40 | 88

90+ |24 |72 |44 160 |46 |72 |32 |96 |42 | 60

0 2000 4000 6000 8000 10000

Représentation de lindicatrice d’Euler Les 99 premieres valeurs de ¢

Exercice 15 — Formule sommatoire

‘ Montrer que pour tout n e N*, n = Z p(d).
dln

Proposition 19.45
’»Soient m,neN*".SimAn=1, p(mn)=p(m)p(n).

Démonstration
| Tout repose sur le lemme chinois. En effet, si m An =1, alors Z/mnZ et Z/ mZ x Z/nZ sont isomorphes.
| IIs posseédent donc le méme nombre d’éléments inversibles. Or les inversibles de Z/mZ x Z/nZ sont les
| couples (a, b) ol a et b sont des éléments inversibles de Z/mZ et Z/nZ. Ainsi, p(mn) = p(m)p(n). [ |

Proposition 19.46

1
Pour tout n eN*, p(n)=n- l_[ (1— —).
p premier p

pln

Démonstration
* Soient p un entier premier et ¢ e N*. p(p)=p—1.

* Quels sont maintenant les entiers compris entre 1 et p% non premiers avec p®? Ce sont exactement les
nombres qui admettent p comme diviseur, c’est-a-dire les multiples de p (compris entre 1 et p“%).
Iy en a précisément p%~!. Ainsi, p(p%) = p%—p*L.

e Soitn = pla !'x---x p;" lafactorisation premiére de n. Les entiers pl.ai étant premiers entre eux,

a

o(n)= (p(plal NP pf‘r): (‘p(plal)(p(pzaz N prar):...: So(p{ll)SD(Pz 2)"'90(}9;1’)

r r ,
L1 ==t [ 11 )= 102
i=1 i=1 pi i=1 pi

a 1
Ainsi, w(n)zn-n(l—;). [ |
i=1 i

Comment expliquer I'alignement de certains points sur le graphe de ¢ ? C’est trés simple :

* ¢(p)=p—1doncles points de coordonnées (p, p — 1) appartiennent a la droite d’équation y = x —1.

e p(p*)=p¢ (1 — %) donc les points d’abscisse p® appartiennent aux droites d’équations y =(1— %)x, etc.
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...
o o

. - Coroll. 4.,
Lemme 19.47 a5, Pro formis igitoe fnumero?umf ﬁmPliC_iDﬁbW‘
Soit n € N*. L'ensemble des éléments inver- mulitndo parfium ad eos primarum 2 l;ﬂf""b;‘;;ff? .
ibl VA YAG laloi _ pumerus |multitudo partitm 7 pmp‘.'adcumpﬂm.
sibles (Z/nZ)* est un groupe pour la loi x.  propofitus|ad eom primarum  [FoF
‘ P31 s} e
pp PLp—T) -
pq |(p—ig—1) 5] 3
— Proposition 19.48 : Théoréme d’Euler —— _ ;Pq gf(’;{ ;)’(é_l‘) 133
i \ 3 ol 6
Soienta€ZetneN\{0,1}.SiaAn=1, alors : par ;P{-;)I)(f)‘ll("“)‘ 1] 2
P" 3 —_— E i 1 *
C g \pp-Dg-T) g I
a?"=1{n] o re ple-nale- D) i
prgr |pp—Dg—1)r—1) ,56 8
pgrs |[p—D{g-n)r—1)s—1) | ¥
18
19
20
21
22

pr(p—1)
Démonstration ' 53 gfg:ﬂ(g@i) Isz
@ (n) n'est rien d’autre que le cardinal du groupe P (PO Dlg—=DE-T). i
des inversibles (Z/nZ)*, x). SiaAn =1, a estun f: 3,‘} ‘i(é::;é%;afﬁiﬁis?)x) nf., P
€élément de ce groupe, donc: . LA gttt |e 20Comli..
a?MW=1 < a*"=11n] Theoremata arithmetica nova methodo

demonstrata, Leonhard Euler, 1763

On retrouve directement le petit théoréme de Fermat au programme de MPSI.

Corollaire 19.49 : Petit théoréme de Fermat

Soient p un entier premier et a € Z. Alors,
a’ =a[p]

Si de plus p ne divise pas a, a?~' =1 [p].

E - Anneaux de polynémes a une indéterminée

Dans ce paragraphe, K est un sous-corps de C.

1 - Division euclidienne et idéaux de K[ X |

Théoréeme 19.50 : Division euclidienne

Soient A, B € K[ X] ou1 B #0. Il existe alors un unique couple (Q, R) € K[X] tel que :

A=BQ+R etpourlequel deg(R)<deg(B)

Théoreme 19.51
rLes idéaux de K[ X] sont les ensembles (P)=P -K[X]={P-Q | Q e K[X]} pour P e K[ X].

Les idéaux de K[ X] sont donc tous principaux.

Démonstration
Soit I un idéal de K[X]. (0) est un idéal de K[ X]. Intéressons-nous désormais au cas ou1 I # {0}.
e Soit P un polynéme non nul de I de degré minimal. Remarquons que (P)C I.

* Soit A € I. Effectuons la division euclidienne de A par P. On trouve :

A=BP+R avec deg(R)<deg(P)

Comme [ estunidéal, BP € I. De plus, (I,+) étant un groupe, R = A— BP € I. Par minimalité du degré
de P, il vient R =0, et donc A= BP. Les éléments de I sont donc exactement les multiples de P. [ |
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On montre que (P) = (Q) si et seulement si Q = aP, avec a € K*. Tout idéal de K[X] distinct de {0} est donc
engendré par un unique polyndme unitaire. Ce dernier est alors qualifié de polyn6me minimal.

Exemple — Polyn6me minimal d'un endomorphisme

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u € £(E)non nul. {P € K[X]| P(u) =04 )} CK[X] est
un idéal de K[X]. On montre qu’il n’est pas réduit a {0}. Il existe donc un unique polynéme unitaire qui
engendre cet idéal, c’est le polyn6me minimal de u!

(1) ={P e K[X]| P(u)=0g(p)}

2 - PGCD, PPCM et autres questions de divisibilité

De méme que 'on a défini PGCD et PPCM pour les entiers relatifs au moyen des idéaux, nous pouvons définir
PGCD et PPCM d’un couple ou d'une famille de polynémes. Si A et B sont deux polyndmes,

(A)+(B)={AU + BV | (U, V)€ K[X]*} est un idéal de K[X]

Cet idéal est donc engendré par un unique polynéme unitaire, appelé PGCD du couple (A4, B).

— Définition 19.52
Soient A, B € K[ X].
* On appelle plus grand diviseur commun de A et B 'unique polynéme unitaire ou nul qui engendre
l'idéal {AU + BV | (U, V)€ K[X]?}. On le note pgcd(A, B) ou AA B.

* On appelle plus petit commun multiple de A et B I'unique polynéme unitaire ou nul qui engendre
I'idéal (A)N(B). On le note ppcm(A, B)ou AV B.

On montre alors que pour tout polynéme D € K[ X],
D|A et D|B <= D|AAB

AN B est donc 'unique polynoéme (unitaire) de plus haut degré qui divise a la fois A et B.

On étend la définition du PGCD a celle d'une famille de polynomes non nuls. P, A---A P,, est 'unique polyndme
unitaire vérifiant :
(Pl/\"'/\Pn):{PlU1+"'+PnUn | (Ulr"') Un)EK[X]n}

Enfin, deux polynémes sont premiers entre eux si A A B = 1. Cela signifie que leurs seuls diviseurs communs
sont les polyndmes constants.

— Théoreme 19.53 : Théoréme de Bézout
Soient A, B € K[ X].
e Il existe un couple (U, V)€ K[X]? tel que AU + BV = AAB.

 Aet B sont premiers entre eux si et seulement s'il existe un couple (U, V) € K[X]? tel que AU + BV =1.

— Théoreme 19.54 : Lemme de Gauss
Soient A,B,C e K[X].SiA|BCetAANB=1,alors A| C.

3 - Décomposition en facteurs irréductibles dans K[ X]

Définition 19.55
Un polynéme P € K[ X] est irréductible si :

P=QRavecQ,ReK[X] = Q ouR constant

Tout polynéme de degré 1 est nécessairement irréductible.
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— Proposition 19.56

Tout polynéme P € K[X] admet une unique décomposition comme produit d'un scalaire par un produit
de facteurs unitaires irréductibles (a permutation des facteurs pres).

Le fait que tout polynome soit scindé sur C garantit que les seuls irréductibles de C[X] sont de degré 1.

— Théoréeme 19.57 : Théoréme de d’Alembert-Gauss
Un polynéme complexe non constant admet au moins une racine dans C.

Tout polyndéme P € C[X] de degré n > 1 admet donc exactement n racines dans C (comptées avec leur ordre
de multiplicité) et peut s’écrire sous la forme :

n
p =AI_[(X—ai) (a; €C)
i=1
Soient P e R[X] et a € C. Si ¢ est racine de P, il en va de méme pour @. On peut dés lors factoriser P par :

(X —a)(X —a)=X%>—2Re(@)X +|a|* e R[X]

Tout polynéme de R[X] se factorise sous forme d'un produit de polynémes de degré 1 et de polynémes de
degré 2 a discriminant négatif.

Théoréme 19.58 : Polynomes irréductibles
¢ Les polynémes irréductibles de C[X ] sont les polyndmes de degré 1.

¢ Les polynomes irréductibles de R[ X ] sont les polyndmes de degré 1 et de degré 2 a discriminant négatif.

En pratique, on commencera par décomposer un polynéme dans C[X] pour faire apparaitre les facteurs réels
en regroupant les racines conjuguées et ainsi obtenir sa décomposition dans R[X].

Il 111 | Structure d’algebre

— Définition 19.59 : Algebre
Une algebre sur un corps K, ou K-algebre, est un ensemble .¢f munis de trois lois +, x et - tels que::
() (.«,+,-) estun K-espace vectoriel;
(ii) (.«/,+,x)estun anneau;

(iii) leslois x et - sont compatibles :

Va,beK, Vx,yed, (a-x)x(b-y)=ab-(xxy)

Exemples
Parmi les exemples les plus classiques, on peut citer :

(K[X],-i-,X,'), (%n(K)!"hX)')) (Z(E),+,0,-) et (g(I)K))—l_’X!')

Une sous-algebre de .o/ est une partie 28 de .¢/ telle que 23 est ala fois un sous-anneau de .¢f et un sous-espace
vectoriel de .¢7. On peut par exemple citer I'ensemble des fonctions de classe ¢ “° définies sur un intervalle et
avaleurs dans K ou bien les matrices carrées d’ordre n triangulaires supérieures.

Définition 19.60 : Morphisme d’algébres

Soient .¢f et 8B deux K-algebres. On appelle morphisme de .«/ dans 9 toute application ¢ : .o/ — 93 telle
que ¢ est un morphisme d’anneaux et ¢ un morphisme d’espaces vectoriels.

Exemple
| Pour a €K, I'application P — P(a) est un morphisme entre les K-algebres (K[X],+, x,-) et (K, +, x,-).
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