Lycée OZENNE ECGB2
CORRECTIONS EXOS DU COURS

Convergences et approximations Chapitre 13

Corrections exercices types

Exercicel. 13-1

1. Soit X une var suivant la loi exponentielle de parametre A (avec A > 0).
Montrons que : Ve >0, P(| X — %I =€) < —.

A2e?
OnaE(X) =, V(X) = 5.

V(X
Alors d’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebichev appliquée a X : Ve > 0, P(|X — E(X)| =€) < (2 ) .
€
C’esta direici: .
Ve>0,P(IX-1l=e) < e
Ona[X-}zelU[X-3=<—-€]=[X-}=z¢€l
Donc:
X-1zelc[X-1=el
Par croissance des probabilités, on en déduit: P([X — % >e])<P(|X - %I >e]).
1
Ainsi: Ve >0,P([X -} =€) < e
Cette inégalité étant vraie pour tout nombre € > 0, en prenant € = % on a bien:
P(X=3/A) < v !
- T4aA? 4
2. En appliquant'inégalité de Bienaymé-Tchebychev a une var X suivant la loi normale centrée réduite, mon-

2
. . . - T 1

trons que, pour tout réel x strictement positif, ona: [ e 2 dt= 3 (1 - —2)
0 X

X — A(0,1)donc E(X)=0,V(X) =1.
1
Linégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée a X donne alors: Ve > 0,P(|X| =€) < —-
€

Or, P(IX|ze)=1-P(X|=s€e)=1-P(-e<X<¢€)=1-(D(e) —p(—€)) =2-2P(e)
1 1

Onadonc Ve>0,2-2P(e) < - ©20()-1= 1——2.
€ €

En prenante = x:

1
onadonc:2®(x)—1=1- = (%).
X

2
X _— /
Maison:Vx>0,f e 2 dt=\/Zn(fb(x)—(l)(O)):\/27r(CI>(x)—%)=%(ZCDUC)—I).
2
X _—
Donc:\/izfﬂfO e 2dt=20(x)-1.

2
N T . 2 * _E 1
Dougraceallnegahte(*):Vx>0,\/77f0 e dtzl—;.
12
Y o-= Van 1
C’estadire:Vx>0,f e 2dt2—(1——2).
0 2 X

Exercice 2. 13-2

Soit X une var a densité. Pour tout entier naturel 7 non nul, on pose X,, = X.e!". Montrons que la suite (X,,)
converge en loi vers X.
VxeR,
Fx,(x) = P(X; = X)
=P(X.e"<x)

=P(X<xe V" care">0

= Fx(xe '™
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De plus, lirP xe” '™ = x, donc par continuité de la fonction de répartition Fx sur R, on a:
n—+o0

lim Fx(xe '™ = Fx(x).
n—+oo
Ce qui justifie que la suite (X,,) converge en loi vers X.

Exercice 3. 13-3
Soit (X,) nen+ une suite de va telles que pour tout entier naturel » non nul, X, — 22(1/n).
Montrons que la suite (X},) converge en loi vers la variable certaine égale a 0.

pour tout entier naturel n non nul, X, — 2?(1/n) donc VkeN,P(X, = k) = e

klnk *
Sik=0:PX,=0)=e 1" — 1.
n—+oo
SikeN* P(X,=k =

k!ﬂk n:—w 0'
Donc on a bien que la suite (X,) converge en loi vers la variable certaine égale a 0.

e~ lin

Exercice 4. 13-4
Pour tout entier naturel 7, on considére une var S, suivant la loi binomiale de parametres n et p (avec 0 < p < 1).
Déterminons liIP P(S, =np).

n—+oo

n
Ona S, — %B(n, p) donc S, est une somme de var de Bernoulli indépendantes, de parameétre p : S,, = Z X, ol

k=1
X — B(p).
E(Sp) = np,V(Sp) = npq, E(Xi) = p, V(Xy) = pq. S
On va donc pouvoir appliquer le théoreme central limite a la suite de variables (Xg) ken+ : S, = n nqp converge en
np

loi vers une variable qui suit la loi normale centrée réduite, c’est a dire :

VxeR, lim P(S) <x)=®(x).
n—+oo

Sp—np <0
Vipq

. . o * _ 1
par conséquent : n1—1>IPooP(Sn <np)= nl—l»rPooP(S" <0)=®(0) = >

Or,ici [S,<npl =[S, —np<0] =] 1=1[S;, <0l

Exercice 5. 13-5

1. Soit (By) nen+ une suite de var mutuellement indépendantes qui suivent une loi de Bernoulli de parameétre p

n
et soit (X;) nen+ telles que X, = Z B;..

i=1

n
Alors par linéarité : E(X,) = )_ E(B;) = np
i=1

n
par indépendance: V(X,) = Y_ V(B;) = npq
i=1

X,—n . . . . .
1 p’ d’apres le TCL, (X,;) nen+ converge en loi vers une variable qui suit la loi normale centrée

vnpq

réduite, c’est a dire :

OnalX; =

VxeR, lim P(X, <x)=(x).
n—+oo
2. Soit (Yy)nen+ une suite de var mutuellement indépendantes qui suivent une loi de Poisson de parametre «

n
et soit (X,) nens telles que X, = ) Y;.
i=1

n
Alors par linéarité : E(X,,) = )_ E(Y;) = na

i=1

n
par indépendance: V(X,) = Y V(¥;) = na
i=1
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Xp—na . . L .

OnalX; = ?, d’apres le TCL, (X,;) nen+ converge en loi vers une variable qui suit la loi normale centrée
na

réduite, c’est a dire :

VxeR, lim P(X; <x)=®(x).
n—+oo

Exercice 6.  Soit X une v.a.r. qui suit la loi 98(900, 0.5). Donnons une valeur approchée de
P([405 = X = 495]).
D’apres I'approximation loi binomiale -loi normale (car n est grand), on a:
X peut étre approcher par une variable Y qui suit la loi normale .4/ (450, 225).
- _ p(405-450 _ Y-450 _ 495-450\ _ p(_ * _ —®(—3) —
donc P([405 < X < 495]) = P([405 < Y = 495]) = P( Vo5 = Vs = Vs )=P(=3=sY"<3)=03)-d(-3) =

20(3) -1=0.9973.

Exercice 7.  Soit X une v.a.r. qui suit la loi £2(64). Donnons une valeur approchée de P([X < 74]).
D’apres 'approximation loi de poisson -loi normale (car A est grand), ona:

X peut étre approcher par une variable Y qui suit la loi normale A4 (64, 64).
donc P([X <74]) = P(Y < 74]) = P(X5% < 7281 = p(Y* <1.25) = ®(1,25) = 0.8944.
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