Mathématiques
Corrigé du DS n°6

Exercice 1.

Tous les théorémes et les propriétés doivent étre énoncés avec leurs hypothéses précises.

1. Enoncer la formule d’intégration par parties.
Soient u et v deux fonctions de classe C! sur un segment [a, b], on a

2. Enoncer la formule de Leibniz.
Soient n € N et f et g deux fonctions de classe C™ sur un intervalle I de R. Alors fg € C™(I) et

wwel, ()@ =Y (179w =Y (1) 700w @),

k=0 k=0

3. Donner la définition d’une fonction croissante (la fonction n’est pas forcément dérivable).
Soit f: D — R. On dit que f est décroissante si et seulement si :

V(Il,l’g) S D2, 1 < T2 = f(xl) < f(CCQ)

4. Donner la définition avec des quantificateurs de ” lir+n fl@)=1".
Tr—r+00

Ve > 0,34 > 0,Vx > A, |f(z) — 1] <e.

5. Soit P un polynome, donner deux propositions équivalentes a ”xg est racine d’ordre n de P”.
"o est racine d’ordre n de P” est équivalent & 7 (X — z0)" divise P mais (X — z0)""! ne divise pas P”.
Cest également équivalent & "Vk € [0,n — 1], P¥)(29) = 0 et P (20) # 0.

6. Définir la loi binomiale. Donner son espérance et sa variance.

X(Q)=[0,n] et Vke[0,n],P(X=k) = (Z)pk(l —p)nk,
On notera X — B(n,p).

EX)=np et V(X)=np(l-p).

7. Soient X une variable aléatoire finie et g : X (2) — R une application, énoncer le théoreme de transfert.
L’espérance de g(X) est donnée par

z€X ()

8. Soit F un espace vectoriel, rappeler les points & démontrer pour que F' soit un sous espace vectoriel de E.
— FCFE
— Og € F (ou F #£0)
— Va,y € F,VA\, u€R, A-x+ p-y € F. (stabilité par combinaison linéaire)
9. Soit A une matrice de M,,(R), donner deux propositions équivalentes a ” A est inversible”.
7 A est inversible” est équivalent & ”31B € M,,(R),AB=BA=1,".
C’est aussi équivalent & ”Soit X € M,, 1(R), AX = 0 est un systeme de Cramer”.

10. Soient A = (a; ;) une matrice de M,, ,(R) et B = (b; ;) une matrice de M, ,(R), donner la condition pour que
AB existe.
Dans ce cas, on note C' = AB et on pose C = (c; ;), préciser la valeur de ¢; ; et pour quels i et j.

AB existe si et seulement si p = ¢. On a alors
P
V(Z7]) € [[Ln]] X [[1,7‘]], Cij = Zai,kbk,j~
k=1
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Exercice 2.

1.(a) Soit t € [1,z]. On a t < z donc

1 1
- >
t  x
Des lors, puisque e > 0, on a :
t t
e e
—_— > —.
t  x
Et donc, par croissance de I'intégrale sur [1,z] avec 1 < x :

/—dt>/ — dt.
/—dt /—dt 1 [e]f = =—=.
T T

Ainsi, on a bien montré que :

Or,

et —e
f(z)
x
(b) On remarque que :
e —e ¥ e
T x T
Par croissance comparée, on sait que
. v . e
lim — =+o00, et lim —=0.
z—+oo I T—r+00 T
Donc
. et —e
lim = +o00.

r——+00 xT

Et donc, d’apres la question précédente et le théoréeme de comparaison,

(c) La fonction f est égale a la primitive qui s’annule en 1 de la fonction continue ¢ — %t Donc, d’apres le théoreme
fondamental de I'analyse, f est dérivable et :

Fl@)==, vre[t+odl.

(d) Calculons f”(x). On a

! _i:u(x) u(z) =€, v(x) ==
@) =S =0 ) = e vle)
Or v/(z) = €®, v'(x) = 1, donc :
” u'(z)v(x) —u(z)v'(x)  ze® —e (x —1)e*
f(z) = (U(:B))2 - 72 - 2

Or, sur [1,+oo[,onaz—1>0,e* >0 et 22 > 0. Donc
() >0 sur[l,4o0[.

Alnsi, f est convexe sur [1, +o0].
(e) f est également de classe C* sur [1,+o0[. On a

r@=S-S=rw(1-1)
Ainsi . ) .
PO = 1) (1= 1) + 537 @) = (@ =17+ 1)
Donc d’apres la formule de Taylor-Young
" (3)
1@ = 1+ 70 -0+ @ TG 1o (@ -1y

2



Or
1 ¢t
oW =e =0 f=e f0)=[ Sa-o
1

On obtient donc le développement limité de f a l'ordre 1 en 0
e . .
f(z) < e(x—1)+ g(x —1)*+o((z—1)*%).
(f) Donc I’équation de la tangente & la courbe représentative de f au point d’abscisse 1 est donnée par :

y=ce(xz—1).

Comme z > 1 et £ >0, alors &(z — 1) 4+ o ((z — 1)) est positif au voisinage & droite de 1. Donc la courbe

représentative de f est au-dessus de sa tangente au voisinage a droite de 1.
(g) Voici le tracé de la courbe représentative de f sur [1, +oo].

y

A

Tangenteenx =1 __-

/”’y:e(x — 1)

P

(1,0)

|
Y
=

2. (a) Les fonctions t + ef et t — t3 sont dérivables sur [1,+oo[. De plus, ¢t + 3 ne s’annule pas sur cet intervalle,

donc la fonction

est dérivable sur [1, +o0l.
Calculons sa dérivée. Posons u(t) = et et v(t) = t3. Alors :

u' (E)v(t) — u(t)v'(t)
(v(1))? '

g'(t) =

Or /(t) = et et v'(t) = 3t2, donc :

t3et — 3t2et  t2(t —3)et (¢t — 3)et

/ _ _ —
g (t) - tG - t6 - t4

Onat—3>0 <= t>3.Parailleurs e’ > 0et t? > 0. Donc:-¢'(t) <0sit<3,-g(t)=0sit=3,-

g'(t) >0sit>3.
En particulier :
e3
lim g¢(t) = +oo.

= =6 9(3):277) t 500

On en déduit le tableau de signes de ¢’ et le tableau de variations de g :

t 1 3 400
t—3 - 0 +
g'(t) - 0 +
e +00
g(t) NS
%




(b) D’apres la question précédente, pour tout t € [1,3], on a :

3
Or &= > 0, donc :

Par croissance de l'intégrale sur [1,3] :

3 3
OS/ g(t)dtg/ edt.
1 1

3 3
/edt:e/ 1dt = 2e.
1 1

3
0< / g(t) dt < 2e.
1

Donc :

(¢) Soit x > 3. La fonction g est croissante sur [3, z], donc pour tout ¢ € [3,x] :

0<g(t) < glo) = 5.

Par croissance de l'intégrale sur [3, z] :

Or
x e.fl) x
Donc . 5
. v
0< t)dt < r
< /3 g(t)dt < —5—e
3. Effectuons une premiére intégration par parties. Posons u'(t) = e’ et v(t) = 1. Alors u(t) = e’ et v/(t) = —%. Les

fonctions u et v sont de classe C* sur [1,z]. D’apres la formule d’intégration par parties :

t

o= [[ a5 [ (= [{]

e* T el

Ainsi :

Utilisons de nouveau une intégration par parties pour calculer [, f—; dt. Posons u/(t) = e' et v(t) = %. Alors
u(t) = e’ et v'(t) = —%. Donc :

T et elqx r 2 etqx * et
—dt:[—} —/ t~(——)dt:[—} 2/ — dt.
/1 2 t211 1 ¢ t3 2 1+ . 13

7 et er e
—dt=— — 2 t)dt
| Ga=S-er2[ o
ou g(t) = &.

En réinjectant dans 1’égalité précédente :

Donc :

D’ou :



4. (a) Soit z € [3,+o00[. En utilisant 1’égalité obtenue & la question précédente et la relation de Chasles, on a :

et ev 3 v
2—2e+2/ g(t)dt+2/ g(t) dt.
1 3

flx) = — T2
Or, d’apres les questions 2(b) et 2(c), on sait que :
3 T r—3 N
0< g(t) dt < 2e, 0< g(t)dt < —5—e".
1 3 x
Ainsi : . . . . ) 5
C4S o < flx) < ef+e——26+4e+@el.
x a2 x  x? x3
Autrement dit,
e’ e e z 20 -6
;4’9726 §f(x)§ ;+P+26+ 3 e”.
(b) Multiplions 'inégalité précédente par ze~* (positif sur [3, +0o0[). On obtient :
z—6
x2

_ _ 1 o
14+ = —2eze™ < zf(z)e™ < 14— +2exe ™+
x x

Or, par croissance comparée :
lim ze * =0,
T—r+00

donc
1

lim (1 + - — Zeaje_z) =1.

xr——+00 €T

2 _
z—6 ~ 2 et lim z:0.
r—+oco I

22 4oo g’

En utilisant encore le résultat de croissance comparée, on obtient :
2 — 6
>:L

1
(1 + — + 2exe™* + 3
x x

De plus,

lim
Tr—r+00

DOIlC, d a[)Ie\b le tlléOIe\ me d eIlCadlenlent .
]. —x 1

Ainsi :
e
) ~ —.
f) S
Exercice 3.
Dans tout I’exercice, on note, pour tout n € N :

z
W, :/ cos™(t) dt

0

Partie I : étude des intégrales W,
1. On a: . .
2 T 2 e
Woz/ =5, w :/ cos(t) dt = [sin(t)]E =1,
0 0
W / cos?(8) dt / cos(2t) +1 [sin(Qt) N tr T
2 = = _— = — = —.
o o 2 1 2], 1
7], et vérifie (cos(t))™ > 0 pour tout ¢t € [0, 7], avec

2. Soit n € N. La fonction ¢ ~ (cos(t))™ est continue sur [0, &
(cos(0))™ =1 > 0. D’apres la propriété d’une fonction continue et positive qui est au moins une fois non nulle, on
a donc :
W, > 0.



3. Soit n € N. Comme 0 < cos(t) < 1 sur [0, F], on a :
cos" (1) < cos™(t).

INE

Par croissance de I'intégrale :

Wit = /2 cos" () dt < /
0 0

Donc la suite (W,,) est décroissante.
4. Soit n € N. On effectue une intégration par parties :

3 3
Wiio = / cos"2(t) dt = / cos(t) cos" T (t) dt.
0 0

Posons u(t) = sin(t) et v(t) = cos™t1(t), alors u'(t) = cos(t) et v'(t) = —(n + 1) sin(¢) cos™(t). Les fonctions u et v

sont de classe C' sur [0, g] On obtient :
z
(1 — cos?(t)) cos™ (t) dt

W2 = [sin(t) cos"“(t)]og - /5 in(t) - (—(n + 1) sin(t) cos™(t)) dt = (n + 1)/0

0

=n+1)W, —(n+1)W,yo.
Ainsi
(n+2)Why2 = (n+ 1)W,.

5.(a) Soit n € N. On a :
(71 + 2)Wn+2Wn+1 = (Tl + 1)Wan+1

(n+ I)W”W"H)neN est constante.
et Wiy =1, on apourneN
(n+ D)WWt = WoWy = g

—~

Ainsi, la suite

b0l 3

(b) Comme Wy =

Wn+1

— <1

6. Soit n € N. Par décroissance de (W,,), Wy11 < W, donc :

n+1

De plus, W40 < W41 et Wypo = ——W,,, donc :
n+2
n+1 < Wn+1 .
n+2 -~ W,

7. D’apres la question précédente, on applique le théoreme d’encadrement

W,
lim —tt =1,
n——+oo Wn
Donc W
. 2 . no_ Z
lim nW; = ngrfoo nWo,Wipi1 Wit =5

n—-+oo

8. On en déduit, en utilisant la continuité de la racine carrée :
s
lim /nW, = 5"

n—-+oo

Ainsi
W, ~ —.
" 4o \ 2n



Partie II : un calcul de limite d’intégrale

t

1. (a) La fonction ¢ — e~ * est continue sur R, donc d’apres le théoreme fondamental de ’analyse, F' est la primitive

de t — et qui s’annule en 0. Ainsi F' est dérivable sur R (méme de classe C'1).
(b) D’apres la question précédente, F' est dérivable sur R et pour tout z € R :
2

F'(z)=e"" >0,

donc F est strictement croissante sur R.
(¢) Soit x > 1. Par la relation de Chasles :

T 1 T
F(x) = / eV dt = / e dt+ / et dt.
0 0 1

Or pour t > 1, t2 > ¢, donc e~ < e~t. Par croissance de l'intégrale :

T 2 xT
/ et dtg/ e~ tdt.
1 1

1 T
F(z) < / e dt + / e tdt.
0 1

Ainsi :
(d) On remarque que :

Donc pour tout x > 1 :

1
F(z)<1 +/ et dt.
0

(e) Comme F est croissante et majorée sur [1,4o0[, le théoréeme de la limite monotone assure que F' admet une
limite finie ¢ en +o0.

2. (a) Comme ’exponentielle est de classe C*°, alors pour x € R
t
el = 1—|—t+/ (t —u)e*du
0

(b) Raisonnons par disjonction de cas
— Sit >0 alors si u € [0,¢], ¢ —u > 0 et par croissance de l'intégrale (les bornes sont dans le sens croissant)

t
/(t—u)e“duz().

0

— Sit < 0alorssiu € [t,0],t—u < 0 et par croissance de 'intégrale (les bornes sont dans le sens décroissant)

t
/(t—u)e“duZO.
0

On en déduit que pour tout t € R
t
/ (t—u)e*du>0.
0

Ainsi
et > 1+t

2
.2 27,2\
e (eu/n>

Or, pour tout t € R, on a 1+t > e pour t > —1, donc :

(c) Soit n € N* et w € [0,n]. Alors :

2
u

0<1— 2 <e v/,
?’L2

o . . 2
Ainsi, par croissance de la fonction ¢ — t" sur Ry :

2 n
U
1—-— < e_“2.
n2
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De méme, on a :
2

2 2, 2 n? u2 "
e = (eu /n ) Z (1 + 2) .
n

En prenant I'inverse (fonction décroissante sur RY ), on obtient :

R u2 —77.2
e v < (1 + ) .
< o2

3. (a) Utilisons le changement de variable u = ntan(t), de sorte que pour t =0, u = 0 et pour t = 7/4, u =n. On a

alors :
n

= 1 2 = ——F .
du = n(1+ tan®(t)) dt o2(0) dt

n U2 —n? /4 ) . n
1+%)  qu= 1+ tan2(£)) " - dt
[(e5) a= [ 0wty g

/4 —n2+41
= n/ (1 + tan?(t)) dt
0

/4 R
= n/ cos®™ ~2(t) dt.
0

(b) Soit le changement de variable u = nsin(t). Alors pour ¢t = 0,u = 0 et pour ¢t = 7, u = n. On a du = n cos(t) dt.

Donec :

Ainsi :

n 2\ " w/2 2 w/2 )
/ (1 - u) du = / (1- sinz(t))n -mcos(t) dt = n/ cos®™ T (t) dt = nWap2 1.
0 0 0

n2

(¢) Soit n € N*. Par croissance de l'intégrale, 'inégalité de la question II.3.b donne :

n U2 n? n R n 7.L2 —n?
/ <1 — 2) du < / e " du=F(n)< / (1 + 2) du.
n n
0 0 0

Mais par la question précédente :

n 2 —n? w/4 /2 )
/ (1 + UQ) du = n/ 0032"2*2(t)dt =n|Ws2_9 — / cos®™ “2(t)dt | < nWap2_s.
0 n 0 n/4

Donc
Vn € N*, nW2n2+1 S F(n) S ’I’LWQnZ,Q.

n
W = ——— 1/ 2 _ Wa, 2
NWop2_9 = 2n2 5 2n 2 2n2—-2.

Hm /202 — 2Wae 5 = 4/ =

4. Pour n > 1, nous avons :

On sait par la question 1.7 que :

n—-+oo 2
De plus,
. n . 1 1
lim —— = lim ——=—.
notoo \/2n2 —2  n—otoo \/2-2/p2 /2
Donc

) /2 T
i nWane_g = *—2= - V2 = .

De la méme maniere,

ol

lim nWy,2,q1 =
Nyt oo 2n2+1

En utilisant la question précédente, d’apres le théoreme d’encadrement,

lim F(n)= ﬁ

n—-+4oo 2

Enfin, comme F' possede une limite ¢ en +o00, on a :

lim F(n)=14¢,

n—-+oo

donc par unicité de la limite



Exercice 4.
Pour tout entier n on note f,, la fonction définie sur [0,1] par :

T 1
fn(x) :/ e dt —/ e " dt.
0 T

1. (a) La fonction ¢t — ™’ est continue sur R donc la fonction o — fox e’ dt est dérivable sur R (pour z et 0 € R )

La fonction t — e~"*" I'est également et les bornes de 'intégrales sont dérivables sur R a valeurs dans R
donc x — f: e~ dt est dérivable sur R. Donc f,, est dérivable sur R M [0,1]= [0, 1].
(b) Comme f, est dérivable sur [0, 1], on a pour z € [0, 1]

flx) = e 11— 0 04
= " e >0
2. L’équation est équivalente a f, () = 0.
Comme f, est continue et strictement croissante sur [0, 1], d’apres le théoréme de la bijection monotone, f;, est

donc bijective de [0, 1] dans [f, (0), f, (1)].
Déterminons les signes de f,,(0) et f,,(1).

0 2 1 2 1 2
frn (0) :/ e dt 7/ e " dt = 7/ e " dt
0 0 0

et comme e™ > 0 et que 0 < 1 en intégrant I'inégalité, on obtient f, (0) <0 et de la méme fagon f, (1) > 0.
Donc 0 € [f, (0), fn (1)] et Péquation f,, () = 0 a une unique solution sur [0, 1]. Donc il existe un unique ¢,

tel que
Cn 5 1 R
/ et dt—/ e dt=0
0 c

“n

De plus, ¢g vérifie :
o 2 1 2 1
/ o0t dt—/ =0 & [~ 1), =0 & 20 - 1=0 & =
0 Cco

3. On ne connalt pas ¢, mais seulement le fait qu’il soit solution de I’équation. Pour comparer ¢, et ¢,1 on comparera
donc leurs images par f,, ou f,1. Comme f, (¢;) =0 et fni1 (chy1) = 0, puisque f,,41 est croissante sur [0, 1],
comparons fri1 (¢n) et fni1 (cny1) = fn (cn)

cn 1
fni(cn) = / e(”+1)t2dt7/ e~ (n+DE gy
0 C

n

Cn 1
fnlcn) = / e”tzdt—/ e dt
0 c

n

Or comme n < n+1 et que t2>0onant?< (n + 1) t2 , exp est strictement croissante sur R donc e”t2 < e(n“)t2

/n e_"tzdtg/ne(""‘l)tzdt
0 0

1 2 1 2
—/ " dt < —/ e~ (DT gy

n n

comme 0 < ¢, on a

De méme

Finalement,
fn—i—l (Cn—H) = fn (Cn) < fn+1 (Cn)
Comme f,,41 est strictement croissante sur [0, 1] et que ¢, et ¢,11 en sont éléments, on a bien ¢,11 < ¢j.
Donc la suite (c,,) est décroissante et minorée par 0 (puisque pour tout n, ¢, € [0,1]) donc elle converge vers
une limite ¢ € [0, 1] par passage & la limite dans les inégalités.

4. (a) On étudie les variations de g () = e — x. g est dérivable sur R et ¢’ () = e” — 1

x —00 “+0o0

0
0
1

a /
g (z) N\ s




Donc pour tout x € R, e > x4+ 1 et et > nt? d’ou, pour 0 < 7 :

n—-+oo

s 2 T TS
/ e dt 2/ nt?dt = ng — 40
0 0

r

. . . 2
Par minoration, lim " dt = 4-o00.
n—+0oo Jq

(b) Comme —nt2 <0 et que x — e¥ est croissante sur R, alors et <e¥=1. Comme ¢, <1, par intégration de
I'inégalité on obtient :

C.

1 1
/ e dt < / 1dt = [t]ln =1—-¢,<1 carec,>0.
Cn c

n

Cn 2 1 2
/ et dt:/ e dE <1
0 c

n

(¢) Finalement on a

Raisonnons par ’absurde. On suppose que £ > 0 on a alors pour tout entier n, ¢, > £ et donc

Cn ¥/ Cn ¥/
1> / et dt = / et dt + / et dt > / e dt —s oo
0 0 0 0 n——4oo

On obtient donc une contradiction. Comme ¢ € [0, 1], on a finalement ¢ = 0.
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