
Exercices PCSI
É.Bouchet Séries
Exercice 1 (★). Dans chacun des cas suivants, déterminer si la série converge puis donner sa somme si possible :
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Exercice 2 (★★). Dans chacun des cas suivants, montrer que la série converge et calculer sa somme :

1. ∑
𝑛⩾0

(−1)𝑛

(𝑛 + 2)!
2. ∑

𝑛⩾0

𝑛2 + 𝑛 + 1
𝑛!

3. ∑
𝑛⩾0

5
(2𝑛 + 1)(2𝑛 + 3)

Exercice 3 (★★). On considère la série de terme général 𝑢𝑛 = 1
(𝑛+1)(𝑛+2)(𝑛+3) .

1. Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, écrire 𝑢𝑛 sous la forme 𝑢𝑛 = 𝑎
𝑛+1 + 𝑏

𝑛+2 + 𝑐
𝑛+3 .

2. Calculer alors la somme de la série.

Exercice 4 (★). Étudier la nature de la série de terme général 𝑢𝑛 dans les cas suivants.

1. 𝑢𝑛 = 𝑛 + 1
𝑛

2. 𝑢𝑛 = 1√
2𝑛

3. 𝑢𝑛 = 1
√𝑛(𝑛2 + 1)

4. 𝑢𝑛 = ln (1 − 1
2𝑛

)

5. 𝑢𝑛 = 1
𝑛2 + sin(𝑛6)

6. 𝑢𝑛 = 𝑛2 + 3𝑛 + 4
2(𝑛 + 1)4 + ln(𝑛)

7. 𝑢𝑛 = ln(𝑛)
𝑛3 8. 𝑢𝑛 = cos(𝑛)

𝑛2

9. 𝑢𝑛 = (−1)𝑛 ln(𝑛)
𝑒𝑛 10. 𝑢𝑛 =

(−1)𝑛 tan( 1
𝑛 )𝑛2

𝑒
𝑛
2

11. 𝑢𝑛 = 3𝑛2 − ln(𝑛 + 1)
5(𝑛 + 1)3 12. 𝑢𝑛 = 1

ln(𝑛)

Exercice 5 (★). Étudier la convergence des séries de terme général
1. 𝑢𝑛 = sin ( 1

𝑛 ) + ln ( 𝑛−1
𝑛 ) 2. 𝑣𝑛 = tan ( 1

𝑛 ) + ln ( 𝑛+1
𝑛 )

Exercice 6 (★). On suppose que ∑ 𝑢𝑛 est une série à termes positifs convergente. Montrer alors que la série
de terme général 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛

1+𝑢𝑛
converge aussi.

Exercice 7 (★★). Étudier la nature de la série de terme général 𝑢𝑛 dans les cas suivants.

1. 𝑢𝑛 = ln(𝑛)
𝑛2 2. 𝑢𝑛 = ln (

2 + sin ( 1
𝑛 )

2 − sin ( 1
𝑛

)
) 3. 𝑢𝑛 = cos(𝑛2) + 𝑛 sin(𝑛)

𝑛2√
𝑛

Exercice 8 (★★). On définit la suite (𝑣𝑛) par : ∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑣𝑛 =
+∞

∑
𝑘=𝑛

1
𝑘3 .

1. Montrer que la suite (𝑣𝑛) est convergente et calculer sa limite.

2. Montrer que pour tous entiers 𝑛 et 𝑚 dans ℕ∗, on a
𝑛+𝑚

∑
𝑘=𝑛

1
(𝑘 + 1)3 ⩽ ∫

𝑛+𝑚+1

𝑛

1
𝑥3 𝑑𝑥 ⩽

𝑛+𝑚

∑
𝑘=𝑛

1
𝑘3 .

3. En déduire un équivalent de 𝑣𝑛 lorsque 𝑛 tend vers +∞.

Exercice 9 (★★★). Démontrer la convergence de la série de terme général 𝑛𝑒−𝑛2 , puis montrer que ses restes
𝑅𝑛 vérifient |𝑅𝑛| ⩽ 1

2
𝑒−𝑛2 pour tout 𝑛 ⩾ 1.



Exercice 10 (★★). Soit 𝑥 ∈] − 1, 1[ et 𝑃 un polynôme de degré inférieur à 2. On cherche à étudier ∑ 𝑃(𝑛)𝑥𝑛.

Pour tout 𝑛 ∈ ℕ, on introduit la fonction 𝑆𝑛 ∶ 𝑥 ↦
𝑛

∑
𝑘=0

𝑥𝑘, définie sur ℝ.

1. Justifier que 𝑆𝑛 est de classe 𝐶∞ sur ] − 1, 1[.
2. En exprimant 𝑆′

𝑛(𝑥) de deux manières différentes, montrer que ∑
𝑛⩾0

(𝑛 + 1)𝑥𝑛 converge et donner sa somme.

3. Montrer que ∑
𝑛⩾0

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)𝑥𝑛 est convergente et donner sa somme.

4. En déduire que
+∞

∑
𝑛=0

𝑛𝑥𝑛 et
+∞

∑
𝑛=0

𝑛2𝑥𝑛 existent et déterminer leurs valeurs.

5. De façon générale, quelle méthode adopter pour 𝑃 ∈ ℝ2[𝑋] quelconque ?

Exercice 11 (Type DS). On considère la fonction définie pour tout 𝑥 ∈ ℝ par ch(𝑥) = 𝑒𝑥+𝑒−𝑥

2 et la suite (𝑢𝑛)
définie par : 𝑢0 = 1 et ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛

ch(𝑢𝑛) .

1. Soit (𝑥𝑛) une suite de nombres réels positifs. Montrer que si la série de terme général 𝑥𝑛 converge, alors
la série de terme général 𝑥2

𝑛 converge aussi.
2. Rappeler le tableau de variations de la fonction ch, ainsi que son développement limité d’ordre 2 au

voisinage de 0.
3. (a) Montrer que la suite (𝑢𝑛) est strictement positive et décroissante.

(b) En déduire que (𝑢𝑛) est convergente et donner sa limite.
4. On pose, pour tout 𝑛 élément de ℕ : 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
− 1.

(a) Montrer que la suite (𝑣𝑛) est négative.
(b) Montrer que (𝑣𝑛) est convergente de limite nulle.

(c) Soit 𝑛 ∈ ℕ∗, simplifier
𝑛−1
∑
𝑘=0

ln(1 + 𝑣𝑘). En déduire que la série de terme général 𝑣𝑛 diverge.

5. (a) Montrer que : 𝑣𝑛 ∼ − 𝑢2
𝑛
2 .

(b) En déduire que la série de terme général 𝑢2
𝑛 diverge.

(c) Conclure quant à la nature de la série de terme général 𝑢𝑛.

2


