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Extrait du programme

C - Séries entiéres

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Rayon de convergence

Série entiere de la variable réelle, de la variable complexe.
Lemme d’Abel :
si la suite (a nz(')l ) est bornée alors, pour tout nombre complexe z tel
que |z| < |zgl, la série Zanzn est absolument convergente.
Rayon de convergence R défini comme borne supérieure dans [0, +oo]
de 'ensemble des réels positifs r tels que la suite (a, ") est bornée.
Intervalle ouvert de convergence.
Disque ouvert de convergence.
Avec R, (resp. Rp) le rayon de convergence de Za 22", (resp.
Y bnz"):

— sia, =0(by), alors R, =Ry, ;

— siap ~by, alors Ry =Ry

Application de la régle de d’Alembert pour les séries numériques au
calcul du rayon.

Rayon de convergence de la somme et du produit de Cauchy de deux
séries entiéres.

La série Zanzn converge absolument si |z| < R, et elle diverge
grossiérement si |z| > R.
Pour e e R, R () n%x")=1.

Le résultat s’applique en particulier lorsque a, = o(by).

a
La limite du rapport ln—+|1| peut étre directement utilisée.

lan

b) Régularité de la somme d’une série entiére de la variable réelle

Convergence normale d’une série entiére d’une variable réelle sur
tout segment inclus dans l'intervalle ouvert de convergence.
Continuité de la somme sur l'intervalle ouvert de convergence.

Primitivation d’une série entiére d’une variable réelle sur l'intervalle
ouvert de convergence.

Caractére €°° de la somme d’une série entiére d’'une variable réelle
sur l'intervalle ouvert de convergence et obtention des dérivées par
dérivation terme a terme.

Expression des coefficients d'une série entiére de rayon de conver-
gence strictement positif au moyen des dérivées successives en 0 de
sa somme.

Liétude des propriétés de la somme au bord de I'intervalle ouvert de
convergence n’est pas un objectif du programme.
Relation R (}_anx™) =R (}_nanx™).

c) Développement en série entiére au voisinage de 0 d’une fonction d’une variable réelle

Fonction développable en série entiére sur un intervalle 1-r,r[.
Série de Taylor d’une fonction de classe €°.

Unicité du développement en série entiére.

Développements des fonctions usuelles.

Formule de Taylor avec reste intégral.

Les étudiants doivent connaitre les développements en série en-
tiére des fonctions : exponentielle, cosinus, sinus, cosinus et sinus
hyperboliques, Arctan, x — In(1+x) et x — (1+x)%.

Les étudiants doivent savoir développer une fonction en série entiere
a l'aide d’'une équation différentielle linéaire.

d) Séries géométrique et exponentielle d’une variable complexe

Continuité de la somme d’une série entiére de la variable complexe
sur le disque ouvert de convergence.

Développement de 1 sur le disque unité ouvert.

Développement de exp(z) sur C.

La démonstration est hors programme.




SERIES ENTIERES I. RAYON DE CONVERGENCE

Dans tout le chapitre K désigne R ou C. Toutes les fonctions sont définies sur un intervalle I de R et a valeurs dans
K.

I. Rayon de convergence

I.1. Convergence simple d’une série entiere

Définition 17.1 — Séries entieres

Soit (a,) € cN,
On appelle série entiere et on note Zan x 2" la série de fonctions Z fnoufr,: C — C
z — apxz2™.

“® Remarque 17.1

Lorsqu’on consideére les fonctions f, : R — C de la variable réelle, la série entiére est plutét notée

Zanxx".

x — apxx".

—— Lemme 17.1 - Lemme d’Abel

Soient )_a, x 2" une série entiére et z¢ € C telle que la suite (a, x z{}) est bornée.
Alors, pour tout z € C tel que |z| < |zg/, 1a série Zan x 2" converge absolument.

Démonstration

» Sizg =0, alors c’est terminé.

» Supposons zg # 0. Soit z € C tel que |z] <|zgl.
n

20

Pour tout n € IN,

an 2" = Jan x 2]

z

20

n
Or, la suite (an x 2} )nely est bornée, donc |a, x 2" =0 ( )
n
converge.

20
Par théoréme de comparaison des séries a termes positifs, la série Z |an X zn| converge. Autrement dit, Zan x 2" converge absolument.
|

. . z
De plus, 0 < <1, donc la série géométrique Z —
z

4 Remarque 17.2 - Rappel

On sait que toute partie A non vide et majorée de R posséde une borne supérieure notée supA.
On adopte la convention suivante : si A est une partie non vide de IR non majorée, alors on note sup A = +oo.

— Y Exercice 17.1

Résolution

Cas 1 : B n’est pas majoré. Dans ce cas, supB = +00. On a alors clairement sup A < supB.
Cas 2 : B est majoré. Dans ce cas, supB € R et est un majorant de B.

Soit a € A. Comme A c B, on a a € B. Donc, a <supB.

Donc, supB est un majorant de A.

Par définition, sup A est le plus petit majorant de A, donc, supA <supB.

G. BOUTARD 3 Lycée GAY-LUSSAC



I. RAYON DE CONVERGENCE SERIES ENTIERES

Lensemble {r € R, |la suite (a, x r"") est bornée} est une partie de R non vide (0 appartient a cet ensemble). Avec la
remarque précédente, on peut donner la définition suivante.

Définition 17.2 - Rayon de convergence

Le rayon de convergence, noté R, de la série entiére Zan x z" est la borne supérieure de 'ensemble des
réels r = 0 tels que la suite (a, x ") est bornée :

R =sup{r € R, |la suite (a, x ") est bornée}.

Le rayon de convergence R appartient a [0, +oc], ou [0, +o0o] désigne [0, +oo[ U{+o0}.

Le rayon de convergence de la série entiére Y a, x 2" est parfois noté R a, xz").
n n

‘¢- Exemple 17.1

La série Zz" a pour rayon de convergence 1 (dans ce cas, pour tout n € IN, a, = 1). En effet, on sait que la suite (")
est bornée si, et seulement si, r € [0, 1].
Donc, {r eR, |1a suite (") est bornée} =10, 1], puis R =sup[0,1] =1.

— Y Exercice 17.2

Soit @ € R. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Zn“ xz".

Résolution

Soit r € [0, 1[. Par croissances comparées, n% x r" 0, donc, la suite (n% x ") est bornée.

n—-+oo

Soit 7 > 1. Par croissances comparées, n% x r" +00, donc, la suite (n% x r"*) n’est pas bornée.

n—+oo

Donc,
{r € Ry |la suite (n* xr") est bornée} =[0,1[ ou {r € Ry |la suite (n% x r") est bornée} = [0, 11.

Dans les deux cas,

le rayon de convergence de la série entiere Z n% x 2" est 1.

~— & Théoreme 17.1

Soit Za n % 2" une série entiére de rayon de convergence R. Soit z € C.

» Si |z| <R, alors la série numérique Za » x 2" converge absolument. En particulier, la suite (a L x 2" ) converge
vers 0, et est bornée.

» Si |z| > R, alors la suite (a, x z") n’est pas bornée et la série numérique Zan x z" diverge grossiérement.

Démonstration

» On suppose que |z| < R. Par définition de la borne supérieure, |z| n’est pas un majorant de {r € Ry |la suite (ap x ") est bornée}.
Donc, il existe r¢ € {r € R4 |la suite (a, x r"*) est bornée} tel que rq > |z|, autrement dit, la suite (a5 x r{}) est bornée.
Par le lemme d’Abel, la série Zan x 2" converge absolument.

» On suppose que |z| > R.

Par I'absurde, supposons la suite (a, x 2") bornée. On en déduit que la suite (a, x 2| ) est bornée.

On a alors [z| € {r € Ry |la suite (an x ") est bornée} et, par définition de borne supérieure, |z| < R. Contradiction.
Dong, la suite (a x 2") n’est pas bornée.

On en déduit que la suite (a5, x 2”*) ne peut pas converger vers 0. Donc, la série Zan x 2" diverge grossiérement.

PSI 2025 — 2026 4 G. BOUTARD



SERIES ENTIERES

I. RAYON DE CONVERGENCE

“® Remarque 17.3 - IMPORTANT!!!

On a les implications :

lz| <R =—> Zan x z" converge absolument
lz2|>R == ) a,x2z" diverge
Zan x 2" converge =— |z|<R
Y a, x2" diverge == |z|=R.

En particulier : R est «le moment » ou la série Za 22" change de nature.

R = sup{lzl )la série numérique Za n % 2" converge (absoluement) }

—— {2l Définition 17.3 - Disque ouvert de convergence, Intervalle ouvert de convergence ————

Soit ) a, x 2" une série entiere.

Lensemble D,(0,R)={z € C| |z| <R} est appelé disque ouvert de convergence de la série entiere. Lorsque
R =+00,0onaD,0,R)=C.

L'ensemble ] — R, R[ est appelé intervalle ouvert de convergence de la série entiére. Lorsque R = +o00, on a
1-R,R[=R.

/® Remarque 17.4 - Visualisation

o Y a, xz" DVg
7 2
III %\‘
I

~ -
~o () -~
.

“® Remarque 17.5 - O © O Utilisation du critére de d’Alembert pour déterminer le rayon de convergence
d’une série entiere

Soit Za » X 2" une série entiére. On suppose qu’il existe N € N tel que, pour tout n =N, a, #0.
Pour déterminer le rayon de convergence de la série entiére Zan x 2", on fixe z # 0, puis on étudie la limite du

1

. |an+1 x 2"t | lan+1l
quotient - = x |z].

lay, x 2" lanl
1
. . lens1l Qp+1 X 2"t
» Cas 1: On suppose qu’il existe £ € R} tel que ——— ——— ¢, donc | | ?x|z|.
a,| n—+oo lay, x 27| n—+oo

D’apreés le critére de d’Alembert :
. 1 . .. n
e sifz|< 7 alors ¢ x |z| < 1 et 1a série numérique Zan x 2" converge absolument.
o silz|> 7 alors ¢ x |z| > 1 et la série numérique Zan x 2" diverge (grossierement).

Donc,

1
R=-.
¢

G. BOUTARD 5 Lycée GAY-LUSSAC




I. RAYON DE CONVERGENCE

SERIES ENTIERES

+1
lan+1l Ap+1%2"
» Cas 2 : On suppose que —— ——— 0, donc | |
la,l n—+oo la, x z"| n—+oo
D’apres le critéere de d’Alembert, la série numérique Za n % 2" converge absolument. Ceci est vrai pour tout |z| > 0.
Donc,
R = +oo.
n+l
lan 1l |an+1 Xz |
» Cas 3 : On suppose que —— 400, donc +00.
la,| n—+oo lay, xz"| n—+oo

D’aprés le critére de d’Alembert, la série numérique ) _a, x 2" diverge.

Ceci est vrai pour tout |z| > 0, donc,

R=0.

Soit Zan x z" une série entiére. On suppose qu’il existe N € N tel que, pour tout n >N, a, # 0.

. lan+1l
lim
n—+oo |an|

Rayon de convergence

0 +00
1
¢€]0,+ -
10, +ool 7
+00 0

Cette méthode fonctionne encore lorsque la pusisancede zestn+1,n—1,...

— E?'Q Méthode 17.1 - ATTENTION!!! La puissance de z doit étre n pour appliquer cette méthode ——

L

- Exemple 17.2

n
. ~ , . LY z
1. On considére la série entiére Z -
n!

janal 1

1
Pour tout neN,onaa, =— #0, et,

N , L. s 4
Donc, par le critére de D’Alembert, le rayon de convergence de la série entiére Z - est R = +oo.
n!

2. On considére la série entiére Zz”.

lani1l _

Pour toutn=1,a,=1#0, et
|an| n—+o0o

Dong, par le critere de D’Alembert, le rayon de convergence de la série entiere Zzn est R=1.

n
. ~ , . LY Z
3. On consideére la série entiére Z —.
n

lani1l . n

nl lay,| T n+1 n—+oo

Pour toutn=1,a,=—#0, et
n

z
Dong, par le critére de D’Alembert, le rayon de convergence de la série entiere Z —estR=1.
n

4. On consideére la série entiére Zn! x 2"

lans1l

Pour toutnelN,onaa, =n!#0,et, —— =(n+1)

las,|

lan] n+1 n—+oo

+00.
n—+oo

Donc, par le critere de D’Alembert, le rayon de convergence de la série entiere Z n!xz"est R =0.

PSI 2025 — 2026
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SERIES ENTIERES I. RAYON DE CONVERGENCE

Z® Remarque 17.6 — Sur le bord du disque/intervalle de convergence ? On ne peut rien dire!

Soit Za n x 2" une série entiére de rayon de convergence R.
Si |z| = R, alors on ne peut pas conclure quant a la convergence (absolue) de la série numérique Zan xz",

zn
1. Considérons la série entiere Z — dont le rayon de converge est R = 1.
n

1
Pour z =1, la série Z — diverge (série harmonique).
n

(-1)"

Pour z = -1, la série Z converge (critere spécial des séries alternées; pour le calcul de la somme de la

série, voir le chapitre SERIES NUMERIQUES).

2. Considérons la série entiere Zz” dont le rayon de converge est R = 1.
Soit z € C tel que |z| = 1. pour tout n € IN, on a |z|” = 1. D’ou la suite (]z|") ne tend pas vers 0, donc Zz” diverge
grossierement.

n

. . . z 1
3. Considérons la série entiére Z —- Pour toutn=1,onaa, = —7* 0, et
n n

lan1l _ n?

lanl  (n+1)2 n—+oo

1. Dongc, par le

Zn

critere de d’Alembert, le rayon de converge de Z — estR=1
n

2

Soit z € C tel que |z| = 1. Pour tout n € IN, on a | —| = —; (terme général d’'une série de Riemann convergente car
n n

n
N L. L. z
2>1). D’ou, la série numérique Z — converge absolument.
n

— E'% Méthode 17.2 — Cas des séries entieres lacunaires

Soit Zan x z" une série entiére. On suppose qu’une infinité de ¢, sont nuls.
On dit que la série entiere Zan x 2" est lacunaire.

Pour déterminer le rayon de convergence de la série entiere Zan x 2", on fixe z € K* (quand z = 0, la série
numérique Za » % 2" converge clairement), puis on applique le critére de D’Alembert en conservant z dans le
quotient.

‘¢- Exemple 17.3 - Attention a la puissance de z!!!

On considére la série entiere » 2" xIn(n) x 22",
n=1
Il faut bien noter que dans ce cas, il s’agit bien d’une série entiére lacunaire : on étudie la série entiere Zan xz" ol
la suite (a,) est définie par ag =0, ag, =2" xIn(n) pour n =1 et ag,+1 =0 pour n € IN,
Soit z # 0. Pour tout n =1, on a

271 x In(n + 1) x 2200+D)] In(1++
- el )
g In(n)

1) x |22 —— 22|12,
|2” x In(n) x 22”| n—+00
Par le critére de d’Alembert,

) 1 ) )
» si|z| < —, alors la série numérique Z 2" x In(n) x 22" converge absolument.

\/§ n=1

) 1 . . .
» si|z| > —, alors la série numérique Z 2" x In(n) x 22" diverge.

\/§ n=1

1
Ainsi, le rayon de convergence de la série ) 2" x In(n) x 22" est —

7

G. BOUTARD 7 Lycée GAY-LUSSAC



I. RAYON DE CONVERGENCE SERIES ENTIERES

~—— @) Théoréme 17.2 - Théoréme de comparaison pour les séries de fonctions

Soient Za ax2" et Zb » % 2" deux séries entiéres. On note R, le rayon de convergence de la série Za ax2" et
Ry le rayon de convergence de la série Y b, x2".

1. Sia, =0(by,), alors R, = Ry.
2. Sia, =o0(by), alors R, = Ry,.
3. Sia, ~b,, alors R, =Ry.

Démonstration

1. On suppose que a, = O0(by).
Par définition, il existe N € IN et M > 0 tels que, pour tout n = N, la,| <M x |b,|.
D’ow, pour tout 7 = 0, pour tout n = N, |a,| xr’* <M x |b,| xr".
On en déduit que {r € R |la suite (b, x ") est bornée} < {r € Ry |la suite (an x ") est bornée}.
Donc, tout majorant de {r eR+ |1a suite [an X rn) est bornée} est un majorant de {r eRy |la suite (by x r™") est bornée}.

Donc, par définition de la borne supérieure, R, = Ry,.

2. Siap =o0(by), alors a, =0(by).
3. On suppose que ap ~ by,. Donc, a, =0(by) et by, =O0(ay). D’ou, par le premier point, Ry = Ry et Ry < Rp. Donc, Ry =Ry, ]

I.2. Opérations sur les séries entieres : série dérivée, somme et produit de Cauchy

~— @) Théoréeme 17.3 - Série dérivée

Les séries entiére Y a, xz" et Y n xa, x 2" ont le méme rayon de convergence.
n n

Démonstration

pn 2N ! 20 2N
On note R le rayon de convergence de la série entiere Zan x 2" et R’ le rayon de convergence de la série entiére Zn xap xz".
» Soitr=0.0na:a, xr"=0(nxapxr").

Dongc, par le théoréeme 17.2 page 8, .

» Soit r €]0,R[ et n € IN.

n
Soit y €lr,RI. Ona:nxaan”:anxy”xnx(i) .

r

Or,
Y

n—+oo

n
0, donc la suite (n X (%) ) est bornée.

n
. B r
< 1, donc par croissances comparées, n x (—)
Y

De plus, y <R, donc la suite (a, x y"*) est bornée.
On en déduit que la suite (n x a, xr") est bornée.
Donc, 10,R[c {r = 0|la suite (n X Qp X r”) est bornée}.

Donc, par définition du sup, .
Ainsi, R =R’. o

PSI 2025 — 2026 8 G. BOUTARD



SERIES ENTIERES I. RAYON DE CONVERGENCE

~—— € Théoréme 17.4 - Somme

Soient Zan x 2" et an x 2" deux séries entiéres. On note R, le rayon de convergence de la série entiére
Zan x z" et Ry le rayon de convergence de la série entiére Z b, xz".

Le rayon de convergence R de la série Z(a n+by) x 2" vérifie I'inégalité R = min(R,, Rp).

De plus, lorsque R, # Ry, on a R = min(R,,Rp).

Démonstration

» Soit 7 €]10,min(R,,Rp ). Les séries Y an xr™ et Y by xr” convergent.
On en déduit que la série Z(an +by,) xr" converge.
Ceci est vrai pour tout r € ]O,min(Ra,Rb)[, donc R = min(R4,Rp).

» On suppose que R, <Ry, (le cas R, > Ry, est similaire). Soit r €]R4, Ry .

On en déduit que la série Zan x r"* diverge grossiérement et que la série Z b, xr" converge (absolument).

On en déduit que la série Z(an +by) x r" diverge grossiérement.

Ceci est vrai pour tout r €]R4,Rp[, donc R < R,.

Par le premier point R = min(Rq,Rp). Or, ici min(Rq4,Rp) = Ry, donc R = min(Rg, Rp). m}

‘9" Exemple 17.4

1
En utilisant le critere de d’Alembert, on montre que la série entiére 22” x z" a pour rayon de convergence 3 et la

Ari 1é z u v —#—.
série entiére Y 3" x z" a pour rayon de conver ence3;t2

11 1
On en déduit que la série entiere Z(Qn +3™) x 2" a pour rayon de convergence min (g, 5) =3

Définition 17.4 — Produit de Cauchy de deux séries entieres

Soient Z a, x2" et Z b, x 2" deux séries entiéres.
n=0 n=0
Le produit de Cauchy des deux séries entiéres ) a, xz" et )_ b, x 2" est la série entiere ) c, x 2" avec:
n=0 n=0 n=0

n n
Vn=0, c,= Z aprq:Zakan—k:Zan—kka-
p+q=n k=0 k=0

~—— ©) Théoréeme 17.5 - Produit de Cauchy

Soient Y a,xz" et ) b, x 2" deux séries entieres. On note R, le rayon de convergence de la série entiére
n=0 nz=0

Z a, x 2" et Ry le rayon de convergence de la série entiére Z b, xz".

n=0 n=0

» Le rayon de convergence R du produit de Cauchy Z cp x 2" vérifie 'inégalité R = min(R,,Rp).
n=0

» De plus, pour tout z € C tel que |z| < min(R,,Rp),
+00 +00 +00
Y eax2"=[) apxz"|x|) b,x2"
n=0 n=0 n=0

Démonstration

» Soit r €]0,min(R,, Ry )l.
D’ou, les séries numériques Za nxr’ et Z by, x r" convergent absolument.

n
Par théoréme (produit de Cauchy de séries numériques), la série numérique Z ( Z (ap x r* xb n—k X r"_k) converge absolument.

G. BOUTARD 9 Lycée GAY-LUSSAC



I. RAYON DE CONVERGENCE SERIES ENTIERES

n n n

Or, pour tout n € IN, > (ap, x * xb,_p x rn_k) =) (apxbp_pxr')= ( > (ag x bn_k)) xr =c, xr’™.
k=0 k=0

Donc, la série ch x r" converge absolument.

Ceci est vrai pour tout 7 €]0,min(R,,Rp)[, donc, R = min(R,,Rp).

» Soit z € C tel que |z] €]0,min(R4,Rp)I.
D’ou, les séries numériques Za nx2"et Z bn x 2" convergent absolument.
Par théoréeme (produit de Cauchy de séries numériques), la série numérique Z cn x 2" converge absolument et

+00 +00 +00
Yoenx2®={Y apx2™|x|Y byx2"|.
n=0 n=0 n=0

‘¢~ Exemple 17.5

n

. 1

A T'aide du critere de d’Alembert on montre que les séries Z — % Z" et Z x z" ont pour rayon de convergence
n!

+00.

1
On en déduit que le rayon de convergence du produit de Cauchy ch x 2" des deux séries entiéres Z — X 2" et
n!

(-1"
2

x 2" est +00.

n.

1 -1
Deplus,ennotantpourtoutn(—:]N,an:—'etbn—( ') ,ona
n! n!
R (=1)F 1 & fn p 1 n [0 sin=1
g‘k'X(n Y a><kgb(k)><(—1) —ax(l—l) —{ 1 sin=0
Donc, pour tout z € C,
+00 +00 (_1\
zixz” x k) xz"|=1
n—On! n=0 n!
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SERIES ENTIERES II. REGULARITE DE LA SOMME D’UNE SERIE ENTIERE

II. Régularité de la somme d’une série entiere

~—— € Théoréme 17.6

Soit Za » % x"* une série entiére (de la variable réelle) de rayon de convergence R > 0.
La série entiere Z an xx" converge normalement, donc uniformément, sur tout segment inclus dans l'intervalle
ouvert de convergence |— R, R[.

Démonstration

Soit [a,b] c]—R,R[. On considere 0 < r <R tel que [a,b]lc]—r,rl.

Pour tout n € IN et x € [a,b], on a |ap x x| <lay| x r"*. Ce majorant ne dépend pas x, donc  sup |an xx™| <lan|xr".
x€[-r,r]

Or, 0 <r <R, donc la série numérique Zan x r" converge absolument.

Par théoréme de comparaison, la série numérique Z sup |a n X x"| converge.
x€la,b]

Ainsi, la série entiére Zan x x" converge normalement sur [a,b]. o

I1.1. Continuité de la somme d’une série entiére

— @) Théoréeme 17.7

Soit Za » % x" une série entiére (de la variable réelle) de rayon de convergence R > 0.
+00

La fonction somme S : x — Z a, x x" continue sur ]— R, R[.
n=0

Démonstration

Pour tout ne€IN,onnote f,: R — C
X = apxx®
D’apres la proposition précédente, la série de fonctions Z fn converge uniformément sur tout segment inclus dans |- R, R[. De plus,
les fonctions f;, sont continues sur |- R, R[ (car polynomiales).
Donc, par théoréme de continuité de la somme d’une série de fonctions, la fonction S est continue sur ]- R, RI. m}

‘¢- Exemple 17.6

n
. s X
La série entiéere Z — a pour rayon de convergence R = 1.
n

+00 ,.N

Dong, la fonction S : x — Z — est continue sur ]—1, 1[.

n=1 1

~— @ Théoréeme 17.8

Soit Za » X 2" une série entiére (de la variable complexe) de rayon de convergence R > 0.
+00

La fonction somme S : z — Z a, x 2" continue sur D,(0,R).
n=0

Démonstration

Admis
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II. REGULARITE DE LA SOMME D’UNE SERIE ENTIERE SERIES ENTIERES

‘¢- Exemple 17.7

n
o . 2
La série entiere Z — apour rayon de convergence R = +oo0.
n!

+00 n
Donc, la fonction S : z — Z — est continue sur C.
n=0 1

I1.2. Dérivation de la somme d’une série entiére

~— @ Théoréeme 17.9

+00

Soit Zan x x" une série entiére (de la variable réelle) de rayon de convergence R > 0. On note S : x — Z anpxx”
n=0

sa fonction somme.

La fonction S est de classe ¢! sur 1- R, R[ et, pour tout x €]- R, R,

+00 +o00o
S'(x)=) nxan x 1= Y (n+ 1) xapiq xa”.
n=1 n=0

Démonstration

Pour toutneN,onnote f,: R — C
X — apxx"
On sait que la série de fonctions Z frn converge uniformément sur tout segment inclus dans ]- R, RI[, donc celle-ci converge simplement
sur |- R,RI.
De plus, les fonctions f;, sont de classe €' sur]1-R ,R[ (car polynomiale)
Or, la série entiéere Z nxapxx" ~1 est 1a série dérivée de la série entiére Za n % &', donc elles ont le méme rayon de convergence.
n=1
Dongc, la série Z f,, converge uniformément sur tout segment inclus dans 1- R, RI.

Ainsi, par le théoréme de dérivation terme a terme, la fonction S est de classe %! sur 1-R,R[ et, pour tout x €] - R,R|,
+00

S'@)=Y nxapxx® L, o
n=1

— Y Exercice 17.3

+00
Soit x €] -1, 1[. Calculer Z nxx".
n=0
Résolution
+00 1
Le rayon de convergence de la série entiere an est 1 et, pour tout x €] -1, 1[, Z x" = T2
n=0 X

D’ou, en dérivant terme a terme sur l'intervalle ouvert de convergence de la série entiére, pour tout x €] -1, 1],

+00 1
Y stz L
n=1 (1-x)2

En multipliant par x,
+00 x

n
nxXx =-———5.
D’ou,

+00 +00 x
Y nxa"=) nxxnz—z.
n=0 n=1 (1-x)

le terme pour n =0 vaut 0
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SERIES ENTIERES

~— &) Théoréme 17.10

II. REGULARITE DE LA SOMME D’UNE SERIE ENTIERE

+00

Soit Za » xx" une série entiére (de la variable réelle) de rayon de convergence R > 0. On note S : x — Z anxx"
n=0

sa fonction somme.

La fonction S est de classe € sur ]- R, R[ et, pour tout p € IN, tout x €]-R,RI,

+00o
SP(x) = Y (nx(=-1Dx-x(n—p+1)xa,xx"P).
n=p

Démonstration

Par récurrence en appliquant le résultat précédent. o

— "X Exercice 17.4

+00
Soit x €] -1, 1[. Calculer Z n? xx".
n=0

Résolution

+00 1
Le rayon de convergence de la série entiere an est 1 et, pour tout x €] -1, 1I, Z x" = 12
n=0 X
D’ou, en dérivant terme a terme deux fois sur I'intervalle ouvert de convergence de la série entiére, pour tout x €] -1, 1],

+00 1 1 +00 9 2
ZnXxn_ =—— et ZnX(n—l)Xxn_ = —.
n=1 1-x) n=2 (1-x)

En multipliant par x2,
+00 2x2
nx(n-1)xx" = —.
n=2 (1-x)
D'ou,
+00 +00 2x2
Y ax(r-Dxa=) nX(n—l)xx”:—3.
n=0 n=2 (1 _x)
Donc,
oo oo 242 x xx(x+1)

2 "= -1 = =
ngon X X ngb(nx(n )+n) X X TP + TRy TR

~—— &) Théoréme 17.11 - Coefficients d’une série entiére

+00
Soit Za » xx" une série entiére (de la variable réelle) de rayon de convergence R > 0. On note S : x — Z Ap XX
n=0

n

sa fonction somme.
Alors, pour tout n € N,
S(”)(O)
anp=———.
n!

Démonstration

+00

Par le théoréme précédent, pour tout p € IN, on a S®P)(0) = Y (x(m-1)x--x(n—-p+1)xay x0"P). Pour n=p, ona 0" P =00=1
n=p

et, pour n>p, 0P =0.

Donc,S(p)(O):px(p—l)x---X(p—p+1)><ap=p!><ap‘ |
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II. REGULARITE DE LA SOMME D’UNE SERIE ENTIERE SERIES ENTIERES

I1.3. Primitivation de la somme d’une série entiére

~— €) Théoréeme 17.12

+00

Soit Zan x x™ une série entiére (de la variable réelle) de rayon de convergence R > 0. On note S : x — Z anxx"
n=0

sa fonction somme.

L'unique primitive sur ] - R,R[ qui s’annule en 0 de la fonction S est la fonction somme de la série entiere

a
Y ﬁ x x"*1 dont le rayon de convergence est R.
n

Démonstration

Qn
+1
De plus, on sait que S est continue sur |-R, R[. D’ou, 'unique primitive de S qui s’annule en 0 est la fonction 1-R,R[ —

C
X
x — S(t)dt.
0

La série entiere Za n xx" est la série dérivée de Z x & +1, donc elles ont le méme rayon de convergence R.

Pour tout ne€IN,onnote f,: R — C

x = apxx"
Soit x €] - R,RI[. Or, la série de fonctions Z frn converge uniformément sur le segment d’extrémités 0 et x et les fonctions f,, sont
continues sur le segment d’extrémités O et x.
Dong, par le théoréme d’intégration terme a terme, on a :
(0]

an
xx™.

X +00 px n +
S@)dt = anp xt'dt=
fo ng‘o o nont1

“® Remarque 17.7
On montre de la méme maniére que, pour tout [a,b] <] - R,R|,

b +oo

+oo pb
Y apxt"dt=) | a,xt"dt
a n=0 n=0Ya
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SERIES ENTIERES III. DEVELOPPEMENTS EN SERIE ENTIERE

II1. Développements en série entiere

II1.1. Généralités

Définition 17.5 - Développement en série entiere

Soit I un intervalle ouvert de R contenant 0 et f : I — IK une fonction.
On dit que la fonction f est développable en série entiere lorsqu’il existe r > 0 et Zan x x" une série entiére
tels que :

+00
Vxel-r,rl, f(x)= Z an xx".
n=0

— R Proposition 17.1

Soit f : I — K une fonction développable en série entiére.

Alors,
. e . £™(0)
» les coefficients a, (voir définition précédente) sont uniques et, pour tout n € IN, a, = -
n!
+00 f(n)(o)
» il existe r >0 tel que ]—r,r[c I et, pour tout x €]l —r,r[, f(x) = Z — X x".
n=0 T
» La fonction f est de classe € sur ]1—r,r[.
Démonstration
+00
» Montrons l'unicité des coefficients a,. Supposons qu'il existe 7' > 0 et (b,,) tel que, pour tout x €]—r',7'[, f(x)= Y bp xx™.
n=0

Les séries entieres Za nxx” et Zb » x " ont des rayons de convergence strictement positifs (car respectivement supérieurs a r et ).
En notant S, la fonction somme de la série entiére Za nx2", Sp la fonction somme de la série entiére Z bp xz" et r' = min(r,r’), on
a, pour tout x €] 7", r"'[, f(x) = Sq(x) = Sp ().
Donc, pour tout n € IN et x €] - 7", r"'[, f(n)(x) = Sf,n)(x) = Sgl)(x).

S;”)(O) £™(0) Sén)(O)
= = = = bn.

n! n! n!

» Ce point est une conséquence du premier point et de la définition de fonction développable en série entiére.
» Ona f =8, sur ]-r,r[ et la fonction S, est de classe €°° sur ]—r,r[ (son rayon de convergence est supérieur a r). O

Puis, en utilisant le théoreme 17.11, on a, pour tout n € N, a,

— Y Exercice 17.5

Soit f : I — K une fonction développable en série entiére : il existe r > 0 et Za » x x"" une série entiére tels que :
+00
Vxel-r,rl, f(x)= Z an xx".
n=0

1. On suppose f paire. Montrer que, pour tout 2 € IN, agy+1 =0.
Les coefficients d’indice impair dans le développement en série entiére d’une fonction paire sont nuls.
2. On suppose f impaire. Montrer que, pour tout 2 € IN, as; = 0.

Les coefficients d’indice pair dans le développement en série entiere d’une fonction impaire sont nuls.

Résolution

1. Pour tout x€]-r,rl,

+oo +0oo +00 +00
fc)=fx) <= Y apnx(-x)"=)Y apxx"” < Y (-D'xapxa”=) apxa™.
n=0 n=0 n=0 n=0
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III. DEVELOPPEMENTS EN SERIE ENTIERE SERIES ENTIERES

Donc, par unicité des coefficients d’'une série entiére, pour tout n € IN, (-1)" xa, =ap.
Donc, pour tout n =2% + 1 (n impair), on a agp .1 =0.

2. Pour tout x€]-r,r|,

+00 +o00 +00 +00
—f(-x)=fkx) < —Zanx(—x)": Zanxx" — Z(—l)’”lxan xx" = Zanxxn.
n=0 n=0 n=0 n=0

Donc, par unicité des coefficients d'une série entiére, pour tout n € IN, (-1)" 1 xa n=ap.
Donc, pour tout n =2% (n impair), on a agp =0.

Définition 17.6 — Série de Taylor

Soit I un intervalle ouvert de IR contenant 0 et f : I — IK une fonction de classe €°°.

o1
La série entiére Z x x" est appelée série de Taylor de f (en 0).
‘¢- Exemple 17.8
+00 xn+1
Dans le chapitre SERIES DE FONCTIONS, on a montré que, pour tout x €]—1,1[, In(1+x) = Z (-1)* x wh
n=0 n

Méme si la fonction x — In(1 + x) est définie sur |- 1, +ool, ’égalité trouvée n’est pas vraie pour x > 1.
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SERIES ENTIERES III. DEVELOPPEMENTS EN SERIE ENTIERE

II1.2. Développements en séries entieres de référence

~—— @) Théoréme 17.13 - Formule de Taylor avec reste intégral

Soient n € IN, I un intervalle de R, f € ctg”'“rl(I,]K) etael.
Alors, pour tout x € I,

n (k) X (a _ £\
f(x) _ Z f k'(a) » (x—a)k +f % 52 f(n+1)(t)dt
k=0 "' a -

(n) X (g —
f ( ) ooodk f ‘(a) —a)® _|_f Q f(n+1)(t)dt
n. n.

x(x—a)+ x (x

a

Démonstration

On raisonne par récurrence sur n. Pour tout n € IN, on note la propriété #, : « Pour toute fonction f € @l JK)et (x,a)el 2, ona:

n £(k) A
f=Y f kv(a) Y —art +fx % « F D dr,
k=0 k! a nl

Initialisation. n = 0. Pour toute fonction f € ¥1(I,K) et (x,a)€ I, on a :

0 r(k)
zf @ el + f(’“o— FOV O =@+ [ 1xf Odt = @)+ 0 - fla) = o).
— a .

Donc #.

Hérédité. soit n € IN. On suppose ./, et on montre A, 11.
Soient f € <€n+2(1,]K) et (x,a)€ I2. En particulier f € <c‘oo’“rl(l,]K) et, par hypothése de récurrence, on a :

n p(k) _ )
f@=1Y f k'(a) x(x—a)t +fx¥ x FP D) at. (6h)
k=0 k! a w
( _t)n+1

Pour tout ¢ € I, on note u(t) = f('”l)(t) et v(t) = . La fonction u = f('”l) est de classe €1 sur I car f est de classe @2 gy

(n+1)!
I et 1a fonction v est de classe € sur I car polynomiale.
De plus, pour tout t € I,

—_ £\
dO =" et = nf "
Donc, par intégrations par parties,
T e _ et i f G-t ns2)
fa P xf ®dt = NEFSI xf () TS xf (t)dt
@-a"t (x 0" )
many @ ) e < 0de

Ainsi, en remplacant dans (1), on a :

n f(k)(a) B (x_a)n+1 x (x—t)"+1
_ (n+1) (n+2)
f) = 2 T et T ! (“Hf e f 0
n+1 (k) X (r_ p\2+1
- f (a) y (x_a)k +f % . f(n+2)(t)dt
ico k! e (n+1)!
Ce qui achéeve la récurrence. O
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III. DEVELOPPEMENTS EN SERIE ENTIERE

SERIES ENTIERES

Fonction exponentielle

— @) Théoréme 17.14 - Développement en série entiére de la fonction exponentielle

n

10 2
VzeC, e° Z —-
azo 1!
Rayon de convergence R = +oo.

Démonstration

(Astuce utile!) Soit z€ C. On considére f: R — C
t e?xt,

—

La fonction f est de classe €°° sur [0, 1]. Donc, par la formule de Taylor avec reste intégral, pour tout n € IN,

1(1_t)n xzn+1xertdt 0.

Or, 21 = o(n!), donc f
0

D’ou, par théoreme de comparaison,

n—-+oo
n—+oo

nz Z
Lo e

n
L. z
Pour tout z € C, la série Z — converge, donc R = |z|. Donc, R = +oo.
n!

n r(n)Q) 1(—pn no,n 1(1—¢n
e =f)=)Y f | +f D fr D= _'+f L)
ico ™! o n! ion! Jo n!
Or, pour tout n € IN,
1 _ A\ 1 _qn 1 1
U (1-1) XZn+1Xezxtdt‘sf 11—t X|Z|n+lx|ez><t|dtsf ix|zln+1xethe(z)dt$f L e x e Re@ gt < 1o+ e
0 n! 0 n! 0 n! o ]

Re(2)l, 1
n!’

/® Remarque 17.8

Pour toutzeC,ona:e

-z n
=Y (-1 x =,
n=0 n!

Fonctions cosinus et sinus, fonctions hyperboliques

— @ Théoréme 17.15 - Fonctions cosinus et sinus

2n +00 2n+1

. RPN
@) et VxelR, sm(x)—nZ::O( 1)" x

VxeR -
V=D @n+ 1)

+00
cos(x) = Z (-1)" x
n=0

Rayons de convergence R = +oo.

Démonstration

Soit x € R, on a : cos(x) = Re(e!®) et sin(x) = Im(e'*).
ix +00 (1x)n
Or, e'* =

!
n=0 ™

Donc,

ix)" (ix)"

+00
cos(x) = Z Re (

n=0

+00

) ZRe et sin(x):ZI ( ) ZIm
n=0

Or,i= ez, Donc,

cos(k x ) = (—1)F

cos(g+k Xﬂ) =0 sin=2k+1 (nimpair).

si n =2k (n pair),

Rew=Re(ei"%”)=cos(”;”)={

De plus, on sait qu’une séries a termes complexes converge si, et seulement si, les séries des parties réelles et imaginaires convergent.
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SERIES ENTIERES III. DEVELOPPEMENTS EN SERIE ENTIERE

et
oy ey o (mxmy sin(kxm)=0 si n =2k (n pair),
Im(l ) - Im(e : ) - s1n( ] - { sin(g +k xn) :(—l)k sin=2k+1 (n impair).
Donc,
+00 B xzk ] +00 & 2k+1
cos(x) = kgo(—l) * @ml et sin(x)= kgo(—l) X BT
x2n x2n+1
Les calculs précédents montrent que, pour tout x € R, les séries numériques Z(—l)n X @ et Z(—l)n X Gni D! convergent.
n)! n !
n x2n n x2n+1

D I d d éri tie -1 t ) (-1 — est +oo. o

onc, le rayon de convergence des séries entieres Z( ) x @ e Z( ) x @n ) est +oo

4@ Remarque 17.9

On peut aussi trouver ces développements en série entiere en utilisant les formules d’Euler :

eix + e—ix . ix _ e—ix
cos(x)=—— et sin(x)=——.
2 21

La méthode est ensuite similaire a celle de la démonstration du théoréme suivant.

~— @) Théoréeme 17.16 - Fonctions cosinus et sinus hyperboliques

+00 x2n +00 x2n+1
VxelR, ch(x)= et VxeR, sh(x)= _—
’ ,;0 @n)! ’ ,;0 @2n + 1)
Rayons de convergence R = +oo.
Démonstration
eX+e™™ eX¥—e™¥
Soit x € R, on a : ch(x) = — et sh(x) = —
+00 .. +00 (_ A\
Or,e®= ) Y oete = > (=%)
n=0 n! n=0 n!
+oo| 1 n +o00 ..2p
Done, ch(x)= Y [=x( 1+(-D" )xx—' = * 2
n=0 2 %/_/ n: p=0 (2p).
=0 si n impair
=2 si n pair
+o| 1 X +00 x2p+1
De méme, sh(x) = Z —X( 1-(-1D" )X— = _—
n=ol 2 —_— n! =0 Cp+1)!
=0 si n pair
=2 si n impair
x2n x2n+1
Pour tout x € R, les séries numériques et convergent.
ur tout x ies numériqu Z @ Z @n verg
xZn 2n+1
Dong, le rayon de convergence des séries entiéres et est +oo. m}
Y vers fes entiéres ) o1 ©t X gy OO0
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A partir du développement en série entiere de z —

1-z
Théoreme 17.17 — z —
] 1-z
1 +00
VzeC,|lzl<1l= = », &
1-2 n=0
En particulier,
1 +00 1 +00
Vxe]-1,1[, =Y 2" et Vxel-L1, — =) (-1D"xx"
1 —X n:() 1 + X n:()
Rayons de convergence R = 1.
Démonstration
+00 1
On sait déja que le rayon de convergence de la série entiére Zz” est R =1 et que, pour tout z€ C, Z 2" = 15
=0 -z
+00 nl +00
En particulier, pour tout x €]1-1,1[, —— = Z x", puis en remplacant x par —x €]-1,1[, il vient : —— = Z (-D" xx". O
1-x = 1+x =
— © Théoréme 17.18 - x — In(1 —x) et x — In(1 +x)
+00 41 +00 L "
Veel-1,1[ In(l-x)=-) =— et Vrxel-1L1 In(l1+x)=) (-1)" 'x=—.
n=1 "1 n=1 n
Rayon de convergence R = 1.
Démonstration
n+l
La série entiere Zx" est la série dérivée de la série entiere Z o1 donc ces séries ont le méme rayon de convergence.
n
+00 ,n+1
De plus, en notant pour tout x €]1-1,1[, S(x) = Z T’ on sait que la fonction S est de classe € sur1- 1,1[ et, pour tout x €]1-1,1[,
=0
e e '
S'(x)= x" = .
=0 1-x
X , X 1 x
Donc, pour tout x €] —1,1[, S(x) = f S'(t)dt +S(0) = f 1 dt+0=[-In(1- t)]0 =—In(1-x).
0 0 -
En remplacant x par —x on obtient de second développement en séries entiéres. o

~— @) Théoréme 17.19 - Arc tangente

+00 2n+1
Vxe€l-1,1[, Arctan(x)= Z (-1D" x .
=0 2n+1
Rayon de convergence R = 1.
Démonstration
2n+1
» En appliquant le critére de d’Alembert, on montre que le rayon de convergence de la série entiére Z(—l)” x Gnill est 1.
n !
. I 1 1 2 l RSy n 2n
» Soit x€]—1,1[,on a : Arctan' (x) = ——5 = —— <. Or, —x“ €] — 1, 1[, donc Arctan'(x) = Z (=1)" xx=™.
1+x2  1-(-x2) =0
Par théoreme d’intégration terme a terme des séries entieres,
2n+1

X +00 px 9 +00 x
f Arctan’(®)dt= ) | (D" x¢*"dt= ) (-1)"x .
0 n=0J0 n=0 2n+1

X
Or, f Arctan’(¢)d¢ = Arctan(x) — Arctan(0) = Arctan(x).
0
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2n+1

+00o n x
D Arect: = -1 .
onc, Arctan(x) nE:O( )" x omrl
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Fonction puissance x — (1+x)* avec a € C

~— @ Théoreme 17.20 - x — (1+x)* avec aeC

Soit a € C
+00

Veel-1,1, (Q+x)*=1+)
n=1

x".

ax(a—1)x---x(@a—n+1)
n! 8

Rayon de convergence R =1 (sauf si a € IN).

Démonstration
» Lorsque a € IN, il suffit d’appliquer la formule du bindme de Newton.

» Soit @ € €\ IN. Considérons la fonction fg : x — (1 +x)% = @¥In1+2),

a
La fonction fq4 est de classe €°° sur ]1- 1, +ool. De plus, pour tout x > —1, f(;(x) =

1+x

X fcr(x)-

On en déduit que f4 est solution du probleme de Cauchy

@
{ ¥ 1+x
y(0)=1.

De plus, ’équation différentielle est a coefficients continues sur ]—1,+ool, donc par théoréme ce probléme de Cauchy posséde une
unique solution.

xy=0sur]-1,+o00[

+00
On considére une série entiére Zan x x™* de rayon de convergence R € [0, +c0]. On note, pour tout x €]— R, R[, S(x) = Z anp xx".
n=0
On sait que S est de classe €°° sur ] - R,R[ et on peut dériver terme a terme la série.
D’ou, pour tout x €]—1,1[,

+0o0 +00

1+0)xS'@W-axS@ = 1A+x)x Y nxapxx" T-ax ) apxa"
n=1 n=0
+00 +00 +00
= ananxxn_1+2nxanxx"—axZanxxn
n=1 n=1 n=0
+00 +00 +00
= Y (n+Dxapyx2+ Y nxapxa"—ax Y apxa®
n=0 n=0 n=0

+00
= Z((n+1)><an+1+(n—a)xan)xx”.
n=0

On en déduit que S est solution de I'équation différentielle y' —

a
x y =0 si, et seulement si, pour tout x €] - R, R,
x

+00

Y (+Dxaps1+(—a)xap)xa™ =0.

n=0
D’ou, par unicité du développement en série entiere de la fonction nulle, on a : Va e IN, (n+1) xa,+1 +(n — @) x ap = 0. Donc, pour tout
nelN*,

a-(n-1) a-(n-1) a-(n-2) a-0 ax(@=1)x---x(@-n+1)
an:—xan_lz X X e X Xaoz Xao,
n n n-1 1 n!

De plus, on a S(0) =1 si, et seulement si, ag = 1.
Ainsi, par unicité de la solution d’'un probléme de Cauchy, pour tout x €]-R,R[Nn]—1,+o0l,

+00

falx)=1+ Z

n=1

ax(@=—1)x---x(a—n+1) n
0 xx't.
n!

Il reste a déterminer R!
Soitxe R*,ona:
+1
|an+1 xx" | _|%n+1

an

x |x| ——— |x|.
n—

n—
><|x|=|
n+1

lan xx™|
Par le critéere de d’Alembert :

e Si|x| <1, alors la série Zan x x"* converge absolument.

e Si|x|>1, alors |an X X +00.

"
n—+oo

Donc, R =1.
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SERIES ENTIERES

III. DEVELOPPEMENTS EN SERIE ENTIERE

— "X Exercice 17.6

2. Montrer que Arccos + Arcsin est constante.

3. En déduire le développement en série entiére de Arccos.

Résolution

Indication : quelle est la dérivée de Arcsin?

1. Déterminer le développement en série entiére de Arcsin.
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