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I. Lien entre loi binomiale et loi de Poisson

1. (a) S, = Z X}, est une somme de loi de Bernoulli indépendantes et de méme parametre p,,, donc ’ Sn = B(n,py). ‘

k=1
Par suite,

S, = 0] et e o Psy = 1) = () )oh1 - p)

(b) i. Pour tout n >k, k € S,,(Q) et, d’apres l.a, P(S, = k) = <Z>p’fl(1 —pu)" R

ii. e Comme np, a une limite finie strictement positive A, on a np,, ~ A et, par suite, p,, ~ — —J>r 0. Par suite,
n n—+oo

~—npp——A

—_——
_ n __ _ -
(1—pn) exp(nin(l — p, ) nz@ e .
—0
iii. Comme n — +00, on peut supposer que n > k, et donc
n n! 1 1
P(S, =k)= Fl=pp)" = (1 = pp)
B 1 . n 1
nn—1 n—k+11 & 1
= — — 1— n____~
n n n k'(npn) ( Pn) (1 —pn)k
-1 —k+1 1 1 AP
- ﬁ 2 " - E(npn)k (1_pn)n ﬁ —+> 6_)\?.
— n——+0o0
n n n : :,; T Pn :
=1 —1 —1 car k constant —e —1 car pp—0
(c) i Comme X;(2) =...= X, () =[0,1], N, () = max(X;, ..., X,,)(2) = [0, 1].

ii. Pour tout n € N,

P(N,, = 0) = P(max(X1, ..., X;) =0) = P(X; =00 ...1 X,, = 0)
= P(X; =0)..P(X,, =0) (indépendance)
= (1 _pn)'"(l _pn) = (1 _pn)n - e

n——+00
iii. Par suite, comme N, () = [0, 1],

(N,,) converge en loi vers une loi de Bernoulli de parametre 1ir_£1 P(N,=1)=1-¢"
n—-+0oo

2. (a) Soit f:rzeRy —e ™ —1+u2.
est dérivable sur R, par opérations sur les fonctions usuelles et, pour tout x > 0,
+

fllz)=—e"41>0e "<l —2<0&12>0.

Par suite, on a :

f(z) /
0

On a donc f(z) > 0 pour tout € Ry, et donc 1 —x < e~ % pour tout = > 0.
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(¢) Or, d’apreés 2.a, comme % >0,onal-— e < —, et, en remplagant dans le second membre de 2.b, on obtient
n
bien I'inégalité souhaitée.
(a) Sous réserve de convergence,
+oo
Z|P U=k—i)—P(V=k—i)|=> |P(U=p)—P(V=p)| (enposantp=Fk i)
p:—i
+oo
ZIPU p)—P(V=p)|+> |P(U=p)— PV =p)|
p——i T/ =0

:ZPU:

k=0

Or, cette série converge (d’apreés 2.b), donc la série de départ converge, cqfd.
De plus, d’apres 2.c,

A—Z|P — ki) (v—k—i)|—§P(U—k)—(i)k;e—é §2<2)2.

(b) e Pour tout i € N, A,P(Z =1i) > 0.
2
e Pour tout i € N, A;,P(Z =1i) <2 (A> P(Z =1).

constante
e Or, la série de terme général 2 () P(Z =1) converge (somme des probabilités d’une variable aléatoire), donc,
n

d’apres le théoreme de comparaison des séries & termes positifs, la série de terme général A;P(Z = i) converge
aussi.
(c) e Pour tout i e N, |[P(U=k—1i)—P(V=k—1)|P(Z=1)>0.
e Pour tout i e N, |[P(U =k —i)— P(V=k—1)|P(Z=1) < AP(Z =1).
e Or, la série de terme général A;P(Z = i) converge (somme des probabilités d’une variable aléatoire), donc,
d’aprés le théoreme de comparaison des séries a termes positifs, la série de terme général |P(U =k — i) — P(V =
—1)|P(Z = i) converge aussi.

(d) On a établi la convergence de la série By,



k—2 22
=N PU=k-))-P(V=k—i)|P(Z=i)+|P(U=1)— PV =1)|P(Z=k—1)
i=0 =0 pour i =k —1
<0 <0
= .
+|P(U =0)— P(V =0)|P(Z Z | P(U ) P(V =% —1i)|P(Z =1)
pour i = k i=k+1 0 =0
N 1T /PR p(z—k—1)+§P(V—k—‘)P(Z—‘)
= o e = o ne/ = 2 = 1 =1

ii. D’apres la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements (Z = i);en, on a :

—+o00 oo
PV+Z=k=) PV+Z=knZ=i)=» P(V=k-inZ=i)
=0 i

= Z P(V =k—i)P(Z=1i) (indépendance)

+oo
:ZP =k—i)P(Z=i)+ Y PV =k-i)P(Z=1i)
i=k—1 >0
k—2
> P(V=k—i)P(Z =i
=0
k—2
iii. Notons ug = »  P(V =k —i)P(Z =i).
=0

e Alors on a, pour tout k > 2, up, > 0et up, < P(V+Z =k).

Or, la série de terme général P(V + Z = k) converge (somme des probabilités d’une variable aléatoire), donc,
d’apres le théoreme de comparaison des séries a termes positifs, la série de terme général uj converge aussi.
e Par suite, comme, pour tout k£ > 2,

A A A
By = ‘1——ei P(Z=k)+|2—Z2e»|P(Z=k—1)+uy,
n n n
—_——— ————
constante constante

la série de terme général By converge comme combinaison linéaire de séries convergentes.

4. (a) Pour tout k € N, d’aprés la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (Z = i);en, on

a
+oo

P(Z+U):k:ZP(ZJrU:lmzzi):ZP(U:k—mzzi)idZP(U:k—i)P(Z:z')
=0 3 3

et P(Z+V =k) :iP(V:k—i)P(Z:i).

Par suite,

\P(Z+U=k)—P(Z+V =k)| =

ZPU k—1i)P ZP =k—i)P(Z=1)

+oo
= Z((P(U: k—i)—P(V = k—z’))P(Z—i))|
oS > UPU =k—i)—P(V=k—i)P(Z=1i)
égalité triangulaire i—0

= Z |(P(U=k—1i)—P(V=Fk—14)|P(Z=1) (série convergente d’apres 3.c)

- By



5.

Or, la série de terme général By, converge (d’apres 3.d.iii), donc, d’apres le théoréme de comparaison des séries a
termes positifs, la série de terme général |P(Z + U = k) — P(Z +V = k)| converge aussi.

(b) En sommant 'inégalité obtenue & la question précédente (les pb de convergence des séries qui apparaissent ont
déja été levés), on obtient :

“+oo +oo +oo
M IP(Z+U=k) - (Z+V—1<:\<ZB,FZZ (U=k—i)—P(V=Fk—1i)|P(Z=1)
k=0 k=0 1=0
“+00 +oo
=> > [(PU=k—i)—P(V=Fk—i)|P(Z=1) (propriété admise au début de la question 4)
=0 k=0
+oo +oo
=> P(Z=1) <Z|(P(U_k—i)—P(V_k—i)|>
=0 k=0
+oo by 2
< =i = ‘aprés 3.
7;P(Z i) <2 n)) (d’apres 3.a)
Y 2 +oo by 2
N
=1 car Z(Q2)CN

(a) Pour tout k € N,

|P(Ui+ ...+ Uy =k) = P(Vi + ... + V,, = k)|
= |P(Ui+ .4 Uy =k)—P(Ui+ .. + Up_1 + Vs, = k)
+PUL+ 4 Un 1 +Vy=k)—PUy + ... ¥ Upo+ V1 + V, = k)
+ it P+ Vot .4V, =k) = P(Vi+ ... + V,, = k)|
<|PUL+ .4 Up=k)—PUy+ ... + Up_1 +V,, = k)|
+|PU 4.4 Up 1 +Vy=k) = PUL + .. 4 Up o + V1 + V,, = k)|
+ o+ PO+ Vot o+ V= k) = P(Vi+ ... + V, = k)|

d’apres 'inégalité triangulaire.
(b) En posant u; = [P(Ui + ...+ Ui+ Viga+ ...+ V, =k) —PUi+ ..+ U1 + Vi + ...+ V,, = k)|, on a, d’apres la
question précédente,
|PUy+ . 4 Up=k) = P(Vit o+ Vo = k) = ) ttig,
=1

Or, on a, pour tout i € [1,n],

wg =|P(Ur+ ...+ Ui+ Vigi + .+ Vo= k) = P(Ur + ... + U1 + Vi + .. + Vi, = k)|
=|PU1+..4Ui14+Vis1+ ...+ Vo +Ui=k)—PUL1+ ..+ U1 + Vi1 + . + Vo + Vi = k)
=|P(Z;+U;=k)— P(Z; +V; = k)|

ou Z;, U; et V; vérifient les conditions de la question 4, donc, pour tout i € [1,n],

La série de terme général |P(Uy + ...+ U, =k)—P(Vi+..+V, =k)| = Zum converge donc comme somme
i=1
finie de séries convergentes et en sommant l'inégalité (x), on a :

-~ X A2 2a2
SIPU1+ ..+ Up=k) = P(Vi + ..+ V,, —/{:|—ZZU1,€<Z ( ) _”2<n> =

k=0 i=1 k=0

n
(¢) X, qui suit une loi binomiale de parametre (n, %), peut s’écrire sous la forme X = Z U; ou chaque U; suit une
i=1
loi de Bernoulli de parametre % et sont indépendantes entre elles.

n
De méme, si V < P(A), alors V peut s’écrire sous la forme X = Z Vi ou chaque V; suit une loi de Poisson de
i=1



parametre % et sont indépendantes entre elles.
Par suite,

+oo
P(X=k) —e

k oo
T =Y [P(X =k)— P(V =k)
k=0 ' k=0
+oo
=Y [P(Ur+ ..+ Uy =k) = P(Vi + ... + V; = k)|

k=0

2\

< —.

n

II. Modélisation de la concentration en bactéries

AV AV
6. (a) D’apres I’énoncé, la probabilité que la bactérie se trouve dans le prélévement est BT donc X; — B <V> .
n
N L AV
(b) Ona N = ZX“ ou les X; sont supposées indépendantes, donc N — B (n, V) .
i=1
0 siz <0
7.0na F(z) =< M\e?
() o onk=[z]sizx>0
| A B
Pour diminuer le nombre d’opérations, on peut écrire i —.
bt
def poisson(x,lambda)
if x <0 :
return 0
else :
k=np.floor(x)
prod=1
for i in range(1,k+1) :
return prod*np.exp(-lambda)
, . AV A
8. (a) En reprenant le résultat de la question 5.c avec A = cAV =n—— et N < B | n, - )= Bln,—],ona
n

k=0 k=0 k=0
K
< Z |P(N =k)—P(U = k| (inégalité triangulaire)
k=0
+oo 2)\2
< P(N=k)—PU=k| <— d’apres 5.
IR =0 - PO =K <25 (aprts 50
_ 2n2AVZ 2nAV? 2¢(AV)?
O

(b) D’apres la question précédente, un majorant de 'erreur commise est

2(AV)2 [(AV
v o\

2
) =2n(107%)% = 2n10~ 12

2.106(AV)2

V
D’ot1, pour que 'erreur commise soit inférieure & 1079, il suffit que

(c) D’apres I’énoncé, on a ¢ < 108, donc I'erreur est inférieure a

6 2 6 2 6 —3\2
2100AV)° _ o s 210°AV)? 210901077

S \aev) _ 6
% = = 106 = 106 2.10%

et donc que le volume total soit supérieur a 2.10% metres cubes.



+oo
_A/\

A*| _ 2Amin(),2) 2 A\
(d) Comme on a ];) P(X e A o min( - u < o car min(A\, 2) < 2.

Par suite, en reprenant le méme raisonnement qu’en 8.a avec cette amélioration, on obtient

= k) —

AN AnAV _ 4(AV)

P(N < K) - PU < K)| < = = 200 = 22

(e) D’oli, pour que I'erreur commise soit inférieure & 107, il suffit que

4(AV) 6 4(AV) 4(1073) 3
<10 V> V>—"-=410
T A T ’
et donc que le volume total soit supérieur a 4.10% metres cubes.
III. Construction d’une procédure de test
9. h est de classe C* sur | — 1, 400 par opérations sur les fonctions usuelles et, pour tout z > —1,
/ I+
h(xz)=1In (1+x)+T71—1n(1+x)>0<:>x>0
T
On a donc
r ] ! T lim h(2) = limhlnh— (h—1) =1 i '
1 T Jim, (z) = lim hlnh — (h—1)= (par croissances comparées)
h(z) N . Va xglfooh(m) = $Eriloox(ln(1 +z)—1)+In(1+2)=+oc0

Par suite, h est positive sur | — 1, 400[ et ne s’annule qu’en 0.
10. Posons V() ={y;, i€ I[},ou I CNyet J={ieI: yl>a}

On a alors [Yza]:U[Y:yi] et PY > a) ZP
ieJ ieJ
Comme Y est positive, on a, pour tout ¢ € I, y; > 0. On en déduit :

V)= 4PV =y) 2> yP(Y =y;) =Y aP(Y =y)=aP(Y >a).

el icJ i€

On a donc bien

PY >a) <

11. (a) C’est le théoréme de transfert!!!
Sous réserve de convergence,

+oo uk )\k

+oo
DR =k) =) e
k=0

k=0

Or, cette série converge (série exponentielle), donc la série de départ converge, donc concerge absolument (série &
termes positifs), donc, d’aprés le théoréme de transfert, e~ admet une espérance et

E(euX) — e—)\e)\e“ — 6)\(6“—1).

(b) Comme eto(X=(1+e)A) — g—uo(1+e)Aguo X puo(X=(14€)A) y3dmet une espérance comme multiple d’une variable ad-
mettant une espérance et

E(eu()(X—(l+5)/\)) — E(e—u()(l+e))\eu()X) — e—uo(l—&-e))\e)\(e"o—l) _ e—)\(l—e'uo-i-uo-‘ruoe).

Par suite, en posant ug = In(e + 1), on a bien

E(euo(Xf(lJrs))\)) _ ef)\(lfelr‘(s'*'l)+1n(€+1)+1n(€+1)6) — o A(—et(1+e) In(1+e)) _ ,—Ah(e)

(¢) i. Pour tout u > 0,

PO HX =N >e)=P(X —A> )Xe) (car A > 0)
= P(u(X — \) > ule) (car u > 0) = P(e"X=Y > gure) (car exp est croissante su



(d)

ii. On a

PO HX =)\ >e) P(e“(X_’\) > e“’\a) (pour tout u > 0 d’apres 1.

1

euAe
— E(e—u)\seu(X—A)) _ E(eu(X—(1+5)>\))

IN

E(e X)) (d’apres 10)

= ¢~ () (en prenant u = ug > 0 de la question 11.b)

Pb selon moi dans l’énoncé, il fallait liree > 1 et 0 < e < 1.
e Si e > 1, alors h(—e) n’a pas de sens. Cependant, on peut calculer :

p()\—l(X_)\) <—1)=PX - A<-X)=PX<A=X)=PX<A1-¢))=0
<0

car X(92) =N.
eSiec=1,

PAYX -N)<-1)=P(X-A<-AN)=P(X<0)=PX =0)=e?=e M9,
e Enfin, si 0 <e <1,

PO HX =A< —)=P(X - A< —)Xe)
(u(X = X) > —ude) (pour tout u < 0)
(eu(X—)\) > 6—u)\5)

1

S e E(e™X=N) (d’apres 10 avec —ule > 0)

_ E(eu(Xf(lfa))\))'

Or, comme en 11.b, on a

E(euO(Xf(lfs))\)) _ E(e*UOO*&))\euOX) _ efuo(lfa))\e)\(euofl) — ef)\(lfe“oJruofuoa)7

et, en posant ug = In(1 —¢), on a

e_m_cm(l—E>+1n(1_s)_1n(1_s)a) — o Aet+(1—e)In(1—€)) _ ,—Ah(—e)

E(euo(X—(l—s))\)) _
Do, en posant u = ug =In(l —¢) <0, on a

P()\_l(X —A) <—¢)< E(e“O(X_(l_E)A)) = e M(=9),

e D’ol, | Pour tout £ €]0,1], PIA"HX — ) < —¢) < e M(=9),
Pour tout A > 2000,

PX<a)=PX -A<a-N=PM X =N <X Ha-))
=P\ HX -\ < — t et A —
( ( ) < —¢) (en posant € ( o )
>0 car A>2000>«

< e Ah(=2) (d’apres 11.d) — e MO THa=A) o= AR(A T Ta1)

Si A > 2000, alors \"ta—1 < ﬁ —1 (€ [~1,0]), donc, comme h est décroissante sur [—1,0], on a h(A"ta—1) >
# (a5~ 1) (29
Comme on a de plus A > 2000(> 0), on a, en multipliant ces inégalités entre nombres positifs,

AM(A "o — 1) > 2000k (20% - 1) ,

et donc

“AR(A o — 1) < —2000h (%80 - 1) ,

et finalement, en composant par exp, qui est croissante sur R, on a

e MO Tram1) o o~ 2000 (g5 —1)

On a donc bien

oY

P(X<a)< e~ ta-1) < o~ 2000A( 5655 —1)



()

In(100) T

2000h£§20aW —1) = In(100) & h(z) = 5000 0 posant z = 3000~ 1. De plus, comme z € [0,2000], on a
= —1e[-1,0]
= 5000 L EELO
h est continue et strictement décroissante sur [—1, 0], donc elle réalise une bijection de [—1,0] sur [0, 1].
In(1 In(1
Or, 112(0(?8) € [0,1], donc I'équation h(z) = 112(0(?8) admet une unique solution sur [—1,0], notée zy. Enfin,

Pour mot, la question est mal posée, car on a l'impression qu’il faut montrer qu’il y a une unique solution sur R,

puis montrer qu’elle est dans [0,2000]...
In(100)

2000

Il y a une autre solution dans R, que l'on trouve en résolvant l’équation h(z) = sur Ry.

En admettant que ay > 1865, on a

P(X < 1865) < P(X < ag) < e~ 20004 (a5f0—1) = ¢~ In(100) _ ﬁ.
1
Si A > 2000, alors P(X < 1865) < .

Or, ici, ’événement X < 1865 est réalisé, donc on a moins d’une chance sur 100 d’avoir une concentration en
bactéries supérieure a 2000/1.



