ESPACES PREHILBERTIENS REELS TD

‘ Espaces préhilbertiens réels — TD; ’

Produits scalaires et bases orthonormées

Exercice 1
On note E = %1([0, 1],R). Pour tout (f,g) € E2, on note :

1
o(f,g) = F(0)g(0) + [0 FlHg' () dt,

Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur E.

Exercice 2 +oo
On note E = R[X] et on considére 'application ¢ : E x E — R donnée par : ¢(P,Q) =f P(t) x Q(¢) x e tdt.
0

1. Soit (P,Q)€ E?. Montrer que l'intégrale ¢(P,Q) converge.
2. Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur E.
3. Pour tout (p,q) € N2, calculer p(XP,X9).

+00

4. Calculer inf (B-axt?-bxt—c)®xetdt.
(a,b,c)eR3 Jo

Exercice 3
Pour (A,B) € #,(R)?, on pose (A,B) =tr(A" x B).
1. Montrer que (:,-) définit un produit scalaire sur .4, (RR).
2. Montrer que, pour tout A € .4, (R), (tr(A))2 <ntr(ATA). Etudier le cas d’égalité.

3. Montrer que la famille constituée des vecteurs de la base canonique de .4, (IR) est une base orthonormée pour
le produit scalaire précédent.

4. Montrer que la norme associée a ce produit scalaire vérifie : V(A,B) € J%n(IR)2, A xB| <A x|B].

Exercice 4
On note u7 =(1,1,0), o =(2,0,1) et w3 =(1,1,1).
1. Vérifier que (&7, 49, u3) est une base de R3.

2. Est-elle orthonormée pour le produit scalaire canonique de R?? Si non, I'orthonormaliser.

Exercice 5
Soit E un espace préhilbertien réel et (e1,...,e,) une famille de vecteurs unitaires de E telle que :

n
VieE, lxI®=)Y (er, %)
k=1

Montrer que (eq,...,e,) est une base orthonormée de E.

Exercice 6
Soient E un espace euclidien de dimension n = 3 et (¢, v) une famille libre de E.
Pour tout x € E, on note f(x) = (u,x)v+ (v,x)u.

1. Montrer que f est un endomorphisme de E.

2. Montrer que Ker(f) = Vect(u,v)L.

3. On note g = fim(r) 'endomorphisme de Im(f) induit par f. Déterminer les valeurs propres de g.
4. En déduire que f posseéde exactement 3 valeurs propres.
5

. Déterminer les sous-espaces propres de f.
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Exercice 7
Soient E un espace euclidien, et a et b deux vecteurs unitaires de E. On consideére :

f: E — E
x — x—{a,x).b.

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que f soit bijective. Exprimer /! lorsque
cela est possible.

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que f soit diagonalisable.

Inégalité de Cauchy-Schwartz

Exercice 8
Résoudre ’équation

4txi=n

{ X1+ +xp=n
d’inconnue (x1,...,x,) € R".
Exercice 9
1. Soit (x1,...,%,) € R". Montrer que |x1 +...x,| < Vn x%+-~~+x%.

n

2
n n
akkaxck) s(Za%xck)X(Z b%xck).
k=1 k=1

2. Soient (a1,...,an,61,...,bn,¢1,...,cn) € (R4)>™. Montrer que : (
k=1

n n 1 .
3. Soit (a1,...,a,) € (RY)" tel que Z ap, = 1. Montrer que : Z — >n2. Etudier le cas d’égalité.
k=1 k=1Ck

Exercice 10

b b 1
1. Soient a < b réels. Montrer que, pour tout f € E = ‘60([a,b],Ri), on a f f(@&)de x f m dt=b-a.
a a

2. Soit £ :[0,1] — R une fonction de classe €* telle que £(0)=0.
1
Montrer que, pour tout x € [0, 1], f(x)? < x x f (f’(t))2 dt.
0

Exercice 11 1
Soit (x,y,2) € R3 tel que 22 +y2 +322 < 1. Montrer que : (x+y+z)2 < R

Orthogonal

Exercice 12
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E un espace préhilbertien. Montrer que :

1. si Fc@G,alors G- cF*; 2. (F+@)*r=F'nG*; 3. Fr+Gtc(FnG)* .

Exercice 13
On munit .4, 1(R) du produit scalaire : (X,Y) = X" xY. Soit A € 4,(R).

1. Montrer que Im(AT) = Ker(A)L.
2. Montrer que Ker(4) =Ker(AT x A).
3. En déduire que Im(AT)=Im(AT x A) et rg(A) =rg(A" x A).
4. On suppose que A =0,,.
(a) Montrer que Ker(AT + A) =Ker(A)nKer(A ).
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(b) En déduire que AT + A est inversible si, et seulement si, Im(A) = Ker(A).

Exercice 14
On considere I'espace vectoriel E = 4([0,1],R) muni du produit scalaire :

1
V(f,2) B2, (f,g)= fo F(Dgt)dt.

On considere le sous-espace vectoriel H = {f € E|f(0)=0} de E.

1. Soit f € H. On pose h : t — tf(¢). Justifier que (f,h) =0 et en déduire que f est la fonction nulle.
2. En déduire H" et (Hi)l.

Exercice 15
Soit E = #,(R) muni du produit scalaire usuel.
1. Donner une base de 2, (R) 'ensemble des matrices diagonales de E, puis déterminer (@n(R))L.

2. Déterminer Vect({,, )t

Projection orthogonale et distance

Exercice 16

[ AR

5 -2 1
Soit p endomorphisme de R? canoniquement associé a A = .(—2 2 2). Montrer que p est un projecteur

1 2 5
orthogonal.

Exercice 17
On munit R* de sa structure euclidienne canonique. Calculer la distance de # =(1,2,3,4) a

y+z—-2t

F= {(x,y,z,t) € ]R4|

x—y—-2t = 0
o[

Exercice 18
Soit (e1,e9,e3,e4) une base orthonormée de R* munit de sa structure euclidienne canonique. On note u = ej+eg+esg+ey,
v=2e9+3e4 et F =Vect(u,v).

1. Déterminer F=.

2. Donner la matrice dans la base (e1,e2,e3,e4) de la projection orthogonale sur F'.

Exercice 19
On munit .#2(R) du produit scalaire usuel noté ¢, ).

b
1. Montrer que F = {(—ab a) |(a, b)e Rz} est un sous-espace vectoriel de .Z>(IR).
2. Déterminer une base orthonormée de F* pour (-, ).

11
3. Calculer la projection orthogonale de J = ( 1 1) sur Ft.

Exercice 20
On munit .4, (R) de son produit scalaire usuel : pour tout (A,B) € 4, (R) x 4, (R), (A,B) = tr(AT x B).

1. Montrer que %, (R) et <, (IR) sont supplémentaires orthogonaux dans .4, (R).

1 2 3
2. Déterminer la distance de M = (0 2 4) a AR).
1 2 3
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Exercice 21
Soient E un espace euclidien et p un projecteur de E.
Montrer que p est un projecteur orthogonal si, et seulement si, pour tout (x,y) € E2, (p(x),y) = {x, p(y)).

Exercice 22
Soient (E,(-,)) un espace euclidien et F un sous-espace vectoriel de E.

1. Soit v € E de norme 1. Montrer que ¢: x — {(x,v)v est le projecteur orthogonal sur Vect(v). Montrer que
()l < llx|| pour tout x € E.

2. Soient pr le projecteur orthogonal sur F et x € E. Montrer que pr(x) et x — pr(x) sont orthogonaux, puis que
IlprCOll < llxIl.

3. Soit p un projecteur tel que, pour tout x € E, || p(x)| < ||x||. En considérant un vecteur x orthogonal a Ker(p),
vérifier que x et x — p(x) sont orthogonaux. En déduire que p est un projecteur orthogonal.

4. Soient p et ¢ deux projecteurs. Montrer que p o g est un projecteur si p et ¢ commutent. La réciproque est-elle

vraie?

Exercice 23
Soient (E,( , )) un espace euclidien de dimension n, p un projecteur orthogonal de rang r et (e1,...,e,) une base
orthonormale de E.

1. Montrer, pour tout x € E, [|p(x)||% = (p(x),x).

n
2. Montrer que Z ||p(ei)||2 =r.
i=1
Exercice 24 1
On se place dans 6([0, 7], R) muni du produit scalaire {f,g) = ;f (&) x g(¢)de.
0

1 T
Déterminer inf —/ (cos(t)—axt—bx t2)2 dt.
(a,b)eRZ 1T Jo

Formes linéaires et hyperplans

Exercice 25
Soit ¢ une forme linéaire sur .4, (R).
Montrer qu’il existe une matrice A € .4, (R) vérifiant, pour tout M € .4, (R), p(M) = tr(A x M).

Exercice 26
Soit E = R,[X] avec n € IN.

1
1. Montrer I'existence et I'unicité d’'un polynéme A de E tel que, pour tout P € E, P(0) = f A(t) x P(t)dt.
0

2. Montrer que deg(A) =n.
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