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� Équations différentielles linéaires

« A mathematician is a device for turning coffee into theorems. »

Alfréd Rényi (1921-1970)

Plan de cours

I Résolution des équations linéaires scalaires d’ordres 1 et 2 . . . . . . . . . . . . . . . 1

II Étude générale des systèmes différentiels linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

III Une preuve du théorème de Cauchy-Lipschitz linéaire (HP) . . . . . . . . . . . . . . 11

Lignes de champ issues de la résolution d’un problème hydraulique
Massau – Mémoire sur l’intégration graphique et ses applications (1878)

I | Résolution des équations linéaires scalaires d’ordres 1 et 2

Cette première partie reprend et complète l’étude des équations différentielles menée en première année.

A – Équations différentielles linéaires scalaires d’ordre 1

Commençons par exprimer les solutions les équations dites résolues, c’est-à-dire celles qui s’écrivent, sur un
intervalle I , sous la forme y ′(t ) = a (t )y (t ) + b (t ). On suppose les fonctions a , b : I →K continues sur I .

Théorème 17.1

Soit A une primitive de a supposée continue sur l’intervalle I .

• L’équation homogène y ′ = a (t )y admet pour solution générale t 7→λeA(t ) où λ ∈K.

• L’équation y ′ = a (t )y + b (t ) admet pour solution générale t 7→ yp (t )+λeA(t ) où yp est une solution
particulière de l’équation complète.

Démonstration

• Résolution de l’équation homogène par la méthode du facteur intégrant
Soit y une solution sur I de l’équation y ′(t )−a (t )y (t ) = 0. Posons alors ϕ(t ) = y (t )e−A(t ).
ϕ est dérivable et ϕ′(t ) =

�

y ′(t )−a (t )y (t )
�

e−A(t ) = 0. ϕ est constante sur l’intervalle I et donc :

∃λ ∈K, ∀t ∈ I , y (t ) =λeA(t )

Réciproquement, toute fonction de cette forme est bien solution de l’équation.
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• Résolution de l’équation complète par la méthode de variation de la constante
On recherche les solutions sous la forme y (t ) =λ(t )eA(t ). Soit t0 ∈ I .

y ′(t ) = a (t )y (t ) + b (t ) ⇐⇒ λ′(t ) = b (t )e−A(t ) ⇐⇒ λ(t ) =

∫ t

t0

b (x )e−A(x ) dx +λ(t0)

⇐⇒ y (t ) =λ(t0)e
A(t )+eA(t )
∫ t

t0

b (x )e−A(x ) dx

La fonction y est bien la somme d’une solution de l’équation homogène et d’une solution particulière
(dont on a même donné une forme explicite). ■

On considère l’équation différentielle linéaire d’ordre 1 suivante et l’équation homogène associée :

a (t )y ′+ b (t )y = c (t ) (E ) et a (t )y ′+ b (t )y = 0 (H )

On suppose a , b , c : I →K continues sur l’intervalle I . On déduit du théorème précédent les deux résultats
fondamentaux suivants.

Corollaire 17.2 : Structure de l’ensemble des solutions

Lorsque a : I →K ne s’annule pas sur l’intervalle I ,

• l’ensembleSH des solutions de (H ) est une droite vectorielle ;

• l’ensembleSE des solutions de (E ) est une droite affine de directionSH .

Point vocabulaire : on dira « Les solutions de l’équation différentielle sont les fonctions (de la forme) t 7→ . . . ».

Corollaire 17.3 : Problème de Cauchy

Si a ne s’annule pas sur l’intervalle I , le problème de Cauchy

�

a (t )y ′+ b (t )y = c (t )

y (t0) = y0

admet une unique solution sur I .

L’interprétation graphique est immédiate : par un point donné, passe une et une seule trajectoire. Autrement
dit, les courbes représentatives de deux solutions ne peuvent s’intersecter. Si en revanche, a s’annule, tout est
possible !
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Représentation de solutions de y ′− cos(x )y = sin(2x )

On notera en particulier que toute solution d’une équation différentielle de la forme y ′(t )+ b (t )y (t ) = 0 qui
s’annule une fois sur un intervalle donné y est « obligatoirement » entièrement nulle !
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Partie I – Résolution des équations linéaires scalaires d’ordres 1 et 2 3

Plan de résolution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre :

➊ Identification de l’équation.
➋ Mise sous forme résolue (ou normalisée) en divisant par a (t ) sur les intervalles où a ne s’annule pas.

Ex. : t y ′− t 2 y + sin t = 0. On résout l’équation y ′− t y +
sin t

t
= 0 sur R∗+ et sur R∗−.

➌ Résolution de l’équation homogène : y ′ = f (t )y avec f continue sur l’intervalle de résolution I .
La solution générale de l’équation homogène est t 7→λeF (t ) où F est une primitive de f sur I et λ ∈K.

➍ Résolution de l’équation avec second membre.
On recherche pour cela une solution particulière yp de (E ). S’il n’y a pas de solution évidente, on utilise
la méthode de la variation de la constante en cherchant y sous la forme y (t ) =λ(t )eF (t ). En injectant
l’expression dans l’équation, on obtient une expression de λ′ que l’on peut (bien souvent) primitiver.
La solution générale de l’équation (E ) est y : t 7→λeF (t )+ yp (t ).
Ex. : Résoudre y ′− x y = x en cherchant une solution particulière de deux façons différentes.

➎ Raccordement éventuel des solutions.
Ex. : y ′+a (x )y = b (x ) avec y1 solution sur R∗− et y2 solution sur R∗+.

La fonction y 7→
�

y1(x ) si x < 0

y2(x ) si x > 0
est solution de l’équation sur R∗. Elle est solution sur R si elle est

prolongeable par continuité en une fonction dérivable, voire de classeC 1 auquel cas :

lim
x→0−

y1(x ) = lim
x→0−

y (x ) = lim
x→0+

y (x ) = lim
x→0+

y2(x )

lim
x→0−

y ′1 (x ) = lim
x→0−

y ′(x ) = lim
x→0+

y ′(x ) = lim
x→0+

y ′2 (x )

➏ Utilisation des conditions initiales.

Exemple

Résolvons sur R l’équation différentielle (E ) : t y ′+ |t |y = t 2e−|t |.

• Résolution de l’équation sur R∗+

(E ) ⇐⇒ t y ′+ t y = t 2e−t ⇐⇒ y ′+ y = t e−t

On trouve y (t ) =
�

t 2

2 +C1

�

e−t où C1 ∈R.

• Résolution de l’équation sur R∗−

(E ) ⇐⇒ t y ′− t y = t 2e−t ⇐⇒ y ′− y = t et

On trouve y (t ) =
�

t 2

2 +C2

�

et où C2 ∈R.

• Recollement des solutions
Supposons que y soit solution sur R de l’équation (E ). L’application y est donc dérivable sur R et :

∃C1, C2 ∈R, ∀t ∈R∗, y (t ) =















�

t 2

2
+C1

�

e−t si t > 0

�

t 2

2
+C2

�

et si t < 0

Cela donne a priori de très nombreuses solutions ! On
peut en visualiser certaines sur le graphe ci-contre.
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y est dérivable sur R∗ et le sera sur R si et seulement si elle admet un DL à l’ordre 1 en 0.

y (t ) =
t→0

C1−C1t +o(t ) =
t→0

C2+C2t +o(t )

Par unicité du DL, on trouve C1 =C2 = 0. Il y a donc une unique solution dérivable sur R.
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4 Chap. 17 Équations différentielles linéaires

B – Équations différentielles linéaires scalaires d’ordre 2

1 – Généralités

On considère l’équation différentielle linéaire d’ordre 2 suivante et l’équation homogène associée :

a (t )y ′′+ b (t )y ′+ c (t )y = d (t ) (E ) et a (t )y ′′+ b (t )y ′+ c (t )y = 0 (H )

On suppose a , b , c , d : I →K continues sur un intervalle I . Les résultats suivants sont provisoirement admis.

Théorème 17.4 : Problème de Cauchy

Si a ne s’annule pas sur l’intervalle I , le problème de Cauchy

�

a (t )y ′′+ b (t )y ′+ c (t )y = d (t )

y (t0) = y0 ; y ′(t0) = y ′0

admet une unique solution sur I .

Théorème 17.5 : Structure de l’ensemble des solutions

Lorsque a : I →K ne s’annule pas sur l’intervalle I ,

• l’ensembleSH des solutions de (H ) est un plan vectoriel ;

• l’ensembleSE des solutions de (E ) est un plan affine de directionSH .

Le plan de résolution d’une équation linéaire du second ordre ne diffère pas de celui du premier ordre.

Proposition 17.6 : Principe de superposition

Si y1 est solution de l’équation a y ′′+ b y ′+ c y = d1(t ) et y2 de l’équation a y ′′+ b y ′+ c y = d2(t ) alors
y1+ y2 est solution de l’équation a y ′′+ b y ′+ c y = d1(t ) +d2(t ).

2 – Cas des équations différentielles à coefficients constants

On suppose ici que les fonctions a , b et c sont constantes réelles avec a ̸= 0. (E ) s’écrit sous la forme :

a y ′′+ b y ′+ c y = d (t ) (E )

Théorème 17.7 : Cas de l’équation homogène à coefficients constants

Soient l’équation a y ′′+ b y ′+ c y = 0 et∆ le discriminant de l’équation caractéristique a r 2+ b r + c = 0.

• Si∆> 0, on note r1 et r2 les deux racines réelles distinctes. Les solutions sont de la forme :

y (t ) =λ1er1t +λ2er2t avec λ1,λ2 ∈R

• Si∆= 0, on note r la racine réelle double. Les solutions sont de la forme :

y (t ) = (λ1+λ2t )er t avec λ1,λ2 ∈R

• Si∆< 0, on note α± iβ les deux racines complexes conjuguées. Les solutions sont de la forme :

y (t ) = (λ1 cos(β t ) +λ2 sin(β t ))eαt avec λ1,λ2 ∈R

Exercice 1
Résoudre les équations différentielles suivantes :

y ′′+3y ′+2y = 0 ; y ′′−2y ′+ y = 0 ; y ′′−2y ′+5y = 0

Comme dans le cas des équations différentielles linéaires d’ordre 1, l’ensemble des solutions de l’équation
a y ′′+ b y ′+ c y = d (t ) est obtenu en recherchant une solution particulière de cette équation.
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Partie I – Résolution des équations linéaires scalaires d’ordres 1 et 2 5

On est régulièrement appelé à déterminer une solution particulière lorsque le 2nd membre est de la forme :

• d (t ) = P (t ) avec P ∈K[X ].
On cherche une solution sous la forme d’un polynôme Q de même degré que P . Ex. : y ′′−2y ′+ y = t 2.

• d (t ) = P (t )em t avec P ∈K[X ].
On cherche une solution sous la forme Q (t )em t avec Q ∈K[X ] et deg(Q ) = deg(P )+k , k étant l’ordre de
multiplicité de m en tant que racine de l’équation caractéristique.

• d (t ) = cos(ωt ) ou d (t ) = sin(ωt ), on passe en complexe et on retrouve le cas précédent 1.

3 – Cas des équations différentielles à coefficients non constants

Lorsque l’équation n’est pas à coefficients constants, il n’y a pas de méthode de résolution systématique. Voici
cependant quelques techniques à connaître. On se laissera guider par l’énoncé dans la plupart des cas.

• Recherche de solutions à l’aide de séries entières

Exemple

Résolvons l’équation (x 2+ x )y ′′+(3x +1)y ′+ y = 0 en posant y (x ) =
+∞
∑

n=0

an x n puis en dérivant terme à

terme la somme de la série entière sur l’intervalle ouvert de convergence (inconnu pour le moment).
En injectant dans l’équation,

+∞
∑

n=2

n (n −1)an x n +
+∞
∑

n=1

(n +1)nan+1 x n +
+∞
∑

n=1

3nan x n +
+∞
∑

n=0

(n +1)an+1 x n +
+∞
∑

n=0

an x n = 0

⇐⇒
+∞
∑

n=0

[n (n −1)an + (n +1)nan+1+3nan + (n +1)an+1+an ] x
n = 0

⇐⇒
+∞
∑

n=0

(n +1)2(an+1+an )x
n = 0

Par unicité du développement en série entière, il vient an+1 =−an quel que soit n ∈N.
On trouve alors an = (−1)n a0 pour tout n ∈N et,

∀x ∈]−1, 1[, y (x ) =
+∞
∑

n=0

a0(−x )n =
a0

1+ x

Les solutions déterminées seront alors définies sur un intervalle centré en 0. Toutes les solutions de l’équation
n’étant pas nécessairement développables en série entière, il se peut que l’on obtienne seulement une partie
des solutions. Dans l’exemple précédent, les solutions développables en série entière forment une droite
vectorielle alors que l’espace vectoriel formé des solutions sur ]0, 1[ est de dimension 2.

• Recherche de solutions de type polynomiales

On pourra commencer par rechercher le degré d’une fonction polynomiale éventuellement solution, des
conditions sur son coefficient dominant, sur ses racines...

Exemple

Considérons l’équation différentielle x (x +1)y ′′+(x +2)y ′− y = 0 et cherchons une solution polynomiale

de la forme P (x ) =
n
∑

i=0

ai x i où n = deg(P ), c’est-à-dire an ̸= 0.

Si n > 0, le terme dominant de x (x +1)P ′′(x )+ (x +2)P ′(x )−P (x ) est (n 2−1)an x n , donc n ⩽ 1. On peut
donc poser P (x ) = a x + b et en injectant dans l’équation trouver b = 2a , c’est-à-dire P (x ) = a (x +2).

1. Si iω n’est pas racine de l’équation caractéristique, yp (t ) = A cos(ωt ) +B sin(ωt ).
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6 Chap. 17 Équations différentielles linéaires

• Factorisation par une solution déjà connue (méthode dite de Lagrange)

Cette technique n’est rien d’autre qu’une adaptation de la méthode de variation de la constante. Si on connaît
une solution y0 de l’équation différentielle, on peut chercher une solution sous la forme y = y0z . Une telle
écriture nous ramène alors à la résolution d’une équation différentielle dont l’ordre est abaissé.

Exemple

Reprenons l’exemple de l’équation différentielle x (x +1)y ′′+ (x +2)y ′− y = 0. Posons y (x ) = (x +2)z (x ).

x (x +1)y ′′+ (x +2)y ′− y = 0 ⇐⇒ x (x +1)(x +2)z ′′(x ) =−(3x 2+6x +4)z ′(x )

⇐⇒ x (x +1)(x +2)Z ′(x ) =−(3x 2+6x +4)Z (x )

en notant Z (x ) = z ′(x ). Z vérifie une équation différentielle linéaire d’ordre 1 de la forme :

Z ′(x ) =
�

−
2

x +2
+

1

x +1
−

2

x

�

Z (x )

Ainsi, Z (x ) = A ·
x +1

(x +2)2 x 2
=

A

4

�

1

x 2
−

1

(x +2)2

�

, et donc, z (x ) = B
�

1

x +2
−

1

x

�

+C avec A, B , C ∈R.

Enfin, y (x ) =
A′′

x
+B (x +2) avec A′′, B ∈R. On a obtenu l’ensemble des solutions sur R∗+ (et non R∗).

• Changements de variable et d’inconnue (en principe fournis par l’énoncé)

Exercice 2

Résoudre sur R∗+ l’équation différentielle x 2 y ′′+ y = 0 en posant t = ln(x ).

II | Étude générale des systèmes différentiels linéaires

A – Systèmes différentiels linéaires à coefficients continus

Un système d’équations différentielles linéaires d’ordre 1 est un système de la forme :






















x ′1(t ) = a11(t )x1(t ) + · · ·+a1n (t )xn (t ) + b1(t )

x ′2(t ) = a21(t )x1(t ) + · · ·+a2n (t )xn (t ) + b2(t )
...

...

x ′n (t ) = an1(t )x1(t ) + · · ·+ann (t )xn (t ) + bn (t )

On peut alors le mettre sous la forme X ′(t ) = A(t )X (t ) +B (t ) avec :

X =





x1
...

xn



 ∈F (I ,Kn ) ; A : t 7→





a11(t ) . . . a1n (t )
...

...
an1(t ) . . . ann (t )



 ∈F (I ,Mn (K)) ; B =





b1
...

bn



 ∈F (I ,Kn )

On suppose par la suite que les fonctions vectorielles A et B sont continues sur l’intervalle I .

Exemple
¨

x ′ = 3 cos(t )x − y +2

y ′ = x + t y − t 2 peut s’écrire X ′ = AX +B avec X =

�

x
y

�

, A(t ) =

�

3 cos(t ) −1
1 t

�

et B (t ) =

�

2
−t 2

�

.

On appelle solution du système différentiel linéaire X ′ = AX + B toute fonction vectorielle u ∈ C 1(I ,Kn )
vérifiant u ′(t ) = A(t )u (t ) +B (t ) sur l’intervalle I .

On peut écrire le système X ′ = AX +B sous une forme vectorielle, moins commode que la forme matricielle :

x ′ = a (t )(x ) + b (t ) avec a ∈C (I ,L (E )) et b ∈C (I , E )

© Mickaël PROST Année 2025/2026



Partie II – Étude générale des systèmes différentiels linéaires 7

B – Structure de l’ensemble des solutions et problème de Cauchy

À l’exception de quelques cas particuliers comme les systèmes différentiels linéaires à coefficients constants (cf.
section suivante) ou les équations scalaires d’ordre 1 (cf. section précédente), il n’est pas possible de résoudre
de manière générale un système en explicitant ses solutions. Cela n’empêche nullement d’établir l’existence
de telles solutions, leur éventuelle unicité si l’on rajoute des contraintes, et plus généralement leurs propriétés.

Théorème 17.8 : Théorème de Cauchy-Lipschitz (linéaire)

Soient I un intervalle de R, t0 ∈ I et X0 ∈Mn ,1(K). Si A : I →Mn (K) et B : I →Mn ,1(K) sont continues

sur I , alors, le problème de Cauchy

�

X ′ = AX +B

X (t0) = X0
admet une et une seule solution.

La démonstration de ce résultat phare est hors programme mais une preuve figure en annexe.

Exemple

Si X est une solution de l’équation homogène X ′(t ) = A(t )X (t ) avec A ∈C (I ,Mn (K)),

∃t0 ∈ I , X (t0) = 0 ⇐⇒ ∀t ∈ I , X (t ) = 0

Théorème 17.9 : Structure de l’ensemble des solutions

Lorsque A : I →Mn (K) et B : I →Kn sont continues sur l’intervalle I ,

• l’ensembleSH des solutions de X ′ = A(t )X est un sous-espace vectoriel deC 1(I ,Kn ) de dim. n ;

• l’ensemble des solutions de X ′ = A(t )X +B (t ) est un sous-espace affine deC 1(I ,Kn ) de directionSH .

Démonstration

• Cas du système homogène
La fonction nulle (à valeurs dans Kn ) est évidemment solution du système et si X1 et X2 sont deux
solutions, λ un scalaire, alors λX1+X2 est encore solution :

A(λX1+X2) =λAX1+AX2 =λX ′1+X ′2 = (λX1+X2)
′

Pour tout t0 ∈ I , l’application X 7→ X (t0) établit un isomorphisme entreSH etKn en vertu du théorème
de Cauchy-Lipschitz linéaire.SH est donc un espace vectoriel de dimension n .

• Cas du système avec second membre
Supposons que Xp soit une solution particulière du système différentiel X ′ = AX +B .

X̃ solution du système complet ⇐⇒ X̃ ′ = AX̃ +B ⇐⇒ X̃ ′ = AX̃ + (X ′p −AXp )

⇐⇒ (X̃ −Xp )
′ = A(X̃ −Xp ) ⇐⇒ X̃ −Xp solution du système homogène

X̃ est bien la somme d’une solution particulière et de la solution générale du système homogène. ■

C – Système fondamental de solutions du système homogène et wronskien

Toute solution du système homogène à coefficients continus X ′ = A(t )X s’écrit comme combinaison linéaire
d’une base (X1, . . . , Xn ) de l’espace des solutions. Cette base est qualifiée de système fondamental de solutions.

Proposition 17.10 : Caractérisation d’un système fondamental

Soient A : I →Mn (K) continue sur l’intervalle I et X1, . . . , Xn des solutions du système X ′ = A(t )X .
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (X1, . . . , Xn ) est un système fondamental de solutions ;

(ii) pour tout t ∈ I , (X1(t ), . . . , Xn (t )) est une base deKn ;

(iii) il existe t0 ∈ I tel que (X1(t0), . . . , Xn (t0)) soit une base deKn .

Année 2025/2026 Lycée Louis-le-Grand – MP



8 Chap. 17 Équations différentielles linéaires

Démonstration
Ce résultat est une nouvelle conséquence du théorème de Cauchy-Lipschitz en considérant, pour tout t ∈ I ,
l’isomorphisme :

φt : SH −→ Kn

X 7−→ X (t )

L’image d’une base de solutions (donc d’un système fondamental) parφt est une base deKn . ■

Même si nous en aurons un usage essentiellement limité aux équations linéaires d’ordre 2, le wronskien est un
outil commode pour déterminer si une famille de solutions forme un système fondamental.

Définition 17.11 : Wronskien

On appelle wronskien d’une famille de solutions (X1, . . . , Xn ) du système X ′ = A(t )X , l’application :

W : t 7→ det(X1(t ), . . . , Xn (t ))

D’après ce qui précède,

(X1, . . . , Xn ) est un système fondamental ⇐⇒ ∀t ∈ I , W (t ) ̸= 0 ⇐⇒ ∃t0 ∈ I , W (t0) ̸= 0

D – Solutions du système complet et méthode de variation des constantes

Revenons au système différentiel à coefficients continus X ′ = A(t )X +B (t ) avec A(t ) ∈Mn (K) et B (t ) ∈Kn .
Supposons connu un système fondamental (X1, . . . , Xn ) de solutions de l’équation homogène. Toute solution
de l’équation homogène s’écrit ainsi sous la forme :

X (t ) =λ1X1(t ) + · · ·+λn Xn (t ) où λ1, . . . ,λn ∈K

On cherche désormais les solutions de l’équation complète sous la forme X (t ) =λ1(t )X1(t )+ · · ·+λn (t )Xn (t )
où les fonctions λi sont supposées dérivables sur l’intervalle de résolution I .

X ′ = A(t )X +B (t ) ⇐⇒ λ′1(t )X1(t ) + · · ·+λ′n (t )Xn (t ) = B (t )

Pour t fixé, les coefficients λ′1(t ), . . . ,λ′n (t ) s’interprètent alors comme les coordonnées du vecteurs B (t ) dans
la base (X1(t ), . . . , Xn (t )).

Ainsi, si l’on connaît un système fondamental de solutions de l’équation homogène (ce qui n’est pas acquis !), on
peut résoudre l’équation complète en déterminant les fonctions λi par primitivation directe des coordonnées
de B . En pratique, les calculs sont néanmoins vite pénibles et nous n’en n’abuserons pas...

E – Équations différentielles linéaires scalaires d’ordre n

L’étude des systèmes différentiels est en partie motivée par le fait que toute équation différentielle linéaire
scalaire d’ordre n se ramène, au moyen de l’équivalence suivante, à un système différentiel linéaire d’ordre 1 :

x (n ) = a0 x +a1 x ′+ · · ·+an−1 x (n−1) ⇐⇒ X ′ = AX avec X =







x
x ′

...
x (n−1)






et A =













0 1 0 · · · 0

0
...

...
...

...
...

...
...

... 0
0 · · · 0 0 1

a0 a1 · · · · · · an−1













La matrice A est parfois appelée matrice compagnon du système homogène X ′ = A(t )X . Sous réserve de
continuité de A, c’est-à-dire lorsque les fonctions a0, . . . , an−1 sont continues,

• les solutions de l’équation X ′ = AX sur un intervalle donné forment un espace vectoriel de dimension n .

• le problème de Cauchy

¨

x (n ) = a0(t )x +a1(t )x
′+ · · ·+an−1(t )x

(n−1)

x (t0) = x0, x ′(t0) = x1, . . . , x (n−1)(t0) = xn−1

admet une et une seule solution.

© Mickaël PROST Année 2025/2026



Partie II – Étude générale des systèmes différentiels linéaires 9

La famille de fonctions (x1, . . . , xn ) est qualifiée de système fondamental de solutions sur I de l’équation
x (n ) = a0 x +a1 x ′ + · · ·+an−1 x (n−1) si, et seulement si, la famille (X1, . . . , Xn ) est un système fondamental de
solutions de X ′ = A(t )X , i.e. ssi le wronskien de la famille ne s’annule pas en un point (quelconque) de I :

∃t0 ∈ I , W (t0) =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

x1(t0) · · · xn (t0)
x ′1(t0) · · · x ′n (t0)

...
...

x (n−1)
1 (t0) · · · x (n−1)

n (t0)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

̸= 0

Exemple

(cos◦ ln, sin◦ ln) est un système fondamental de solutions sur R∗+ de t 2 y ′′ + t y ′ + y = 0 puisque les deux

fonctions sont (avant tout !) bien solutions et, par exemple, W (1) =

�

�

�

�

1 0
0 1

�

�

�

�

= 1 ̸= 0.

On retrouve aisément le résultat précédent en vérifiant que le wronskien est solution d’une certaine équation
différentielle linéaire d’ordre 1. Par multilinéarité du déterminant, si x1 et x2 sont deux solutions sur I de
l’équation différentielle x ′′ = a0(t )x +a1(t )x ′ et t ∈ I ,

W (t ) =

�

�

�

�

x1(t ) x2(t )
x ′1(t ) x ′2(t )

�

�

�

�

donc W ′(t ) =

�

�

�

�

x ′1(t ) x ′2(t )
x ′1(t ) x ′2(t )

�

�

�

�

+

�

�

�

�

x1(t ) x2(t )
x ′′1 (t ) x ′′2 (t )

�

�

�

�

= a1(t )

�

�

�

�

x1(t ) x2(t )
x ′1(t ) x ′2(t )

�

�

�

�

Ainsi, W ′(t ) = a1(t )W (t ). La preuve se généralise facilement pour une équation différentielle d’ordre n 2 :

W ′(t ) = an−1W (t ) soit W (t ) =λexp

�

∫ t

t0

an−1(u ) du

�

=λexp

�

∫ t

t0

Tr(A(u )) du

�

(λ ∈R)

D’où le fait que W est nul sur I ou bien ne s’annule jamais.

La méthode de variation des constantes permet, une fois connu un système fondamental de solutions, de
résoudre l’équation différentielle avec second membre x (n ) = a0(t )x + a1(t )x ′ + · · · + an−1(t )x (n−1) + b (t ).
Explicitons le cas particulier des équations différentielles d’ordre 2 de la forme x ′′+a (t )x ′+ b (t )x = c (t ), seul
cas à connaître. Cette dernière équation se réécrit sous la forme :

X ′ = A(t )X +B (t ) avec X (t ) =

�

x (t )
x ′(t )

�

, A =

�

0 1
−b (t ) −a (t )

�

et B =

�

0
c (t )

�

Si (x1, x2) est un système fondamental de solutions de l’équation d’ordre 2, d’après ce qui précède,

λ′1(t )X1(t ) +λ
′
2(t )X2(t ) = B (t ) ⇐⇒ (♥)

�

λ′1(t )x1(t ) +λ
′
2(t )x2(t ) = 0

λ′1(t )x
′
1(t ) +λ

′
2(t )x

′
2(t ) = c (t )

Connaissant x1(t ) et x2(t ), il s’agit alors de résoudre un système linéaire avant de primitiver.

Exercice 3

(i) Résoudre l’équation différentielle y ′′(t ) + y (t ) = tan(t ) sur l’intervalle ]− π2 , π2 [.

(ii) Donner une expression intégrale des solutions de l’équation y ′′(t ) + y (t ) = f (t ) où f ∈C (R).

F – Résolution effective des systèmes linéaires à coefficients constants

On restreint désormais notre étude aux système différentiels linéaires à coefficients constants, pour lesquels
nous sommes en mesure d’expliciter les solutions à l’aide de l’exponentielle matricielle.

2. L’expression intégrale du wronskien à l’aide de Tr(A) est en fait valable pour tout système différentiel X ′ = A(t )X , i.e. pour toute
fonction A ∈C 0(I ,Mn (K)). Cette formule dite de Liouville (ou identité d’Abel) ne figure cependant pas programme.
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10 Chap. 17 Équations différentielles linéaires

1 – Résolution générale du système différentiel linéaire X ′ = AX +B

Théorème 17.12

Soit A ∈Mn (K). L’équation homogène X ′ = AX admet pour solution générale X : t 7→ et AC où C ∈Kn .

On rappelle que pour tout M ∈Mn (K), exp(M ) est inversible, d’inverse exp(−M ).

Démonstration

Il suffit de dériver ϕ : t 7→ e−t A X (t ) sur l’intervalle I . ϕ′(t ) = e−t A(X ′(t )−AX (t )) = 0, d’où le résultat. ■

Le problème de Cauchy X ′(t ) = AX (t ) et X (t0) = X0 admet comme unique solution X (t ) = e(t−t0)A X0.

On peut facilement en déduire l’unique solution de l’équation complète X ′ = AX + B en faisant varier la
constante (l’expression n’est pas à retenir) :

X ′(t ) = AX (t ) +B (t )⇐⇒ et AC ′(t ) = B (t )⇐⇒C (t ) =

∫ t

t0

e−s A B (s ) ds +C (t0)⇐⇒ X (t ) = e(t−t0)A X0+et A

∫ t

t0

e−s A B (s ) ds

2 – Résolution de X ′ = AX lorsque A est diagonalisable

Soient A ∈Mn (K) une matrice diagonalisable et P ∈GLn (K) telle que D = P −1AP = diag(λ1, . . . ,λn ).
Les solutions de l’équation homogène X ′ = AX sont de la forme :

∀t ∈R, X (t ) = exp(t A)C où C ∈Kn

En notant (X1, . . . , Xn ) une base de vecteurs propres de A, on peut écrire C =
n
∑

i=1

Ci X i avec Ci ∈K. Ainsi,

∀t ∈R, X (t ) =
n
∑

i=1

Ci exp(t A)X i =
n
∑

i=1

Ci exp(λi t )X i

On vient d’établir LE résultat que l’on utilisera en pratique pour résoudre un système différentiel à coefficients
constants dans le cas diagonalisable :

Théorème 17.13

Soit A ∈Mn (C)une matrice diagonalisable. Il existe alors une base (X1, . . . , Xn )de vecteurs propres associés
aux valeurs propres λ1, . . . ,λn , éventuellement multiples.
Les solutions de l’équation X ′ = AX sont de la forme :

X (t ) =C1eλ1t X1+ · · ·+Cn eλn t Xn avec C1, . . . , Cn ∈K

On peut retrouver ce résultat rapidement, sans recours à l’exponentielle de matrices, comme on l’a fait dans le
premier chapitre de réduction :

X ′ = AX ⇐⇒ X ′ = P D P −1X ⇐⇒ P −1X ′ =D P −1X ⇐⇒ Y ′ =DY avec Y = P −1X

Ainsi, pour tout i ∈ ⟦1, n⟧, y ′i (t ) =λi yi (t ) donc yi (t ) =Ci eλi t avec Ci ∈R. D’où le résultat suivant :

X (t ) = P Y (t ) = P





C1eλ1t

...
Cn eλn t



=C1eλ1t X1+ · · ·+Cn eλn t Xn

On notera l’inutilité de calculer exp(t A). Cela reste vrai dans le cas où la matrice serait (seulement) trigonalisable.
On se reportera au premier chapitre de réduction pour les détails pratiques.
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Partie III – Une preuve du théorème de Cauchy-Lipschitz linéaire (HP) 11

III |Une preuve du théorème de Cauchy-Lipschitz linéaire (HP)

Par la suite, I désignera à nouveau un intervalle et A : I → Mn (K) et B : I → Mn ,1(K) deux applications
continues sur I . On cherche à prouver l’existence et l’unicité de la solution, pour tous t0 ∈ I et X0 ∈Mn ,1(K),
au problème de Cauchy linéaire :

∀t ∈ I , X ′(t ) = A(t )X (t ) +B (t ) et X (t0) = X0 (⋆)

Une preuve classique consiste à travailler avec la formulation intégrale du problème (qui lui est équivalente) :

∀t ∈ I , X (t ) = X (t0) +

∫ t

t0

(A(u )X (u ) +B (u )) du (⋆⋆)

Nous munissonsKn d’une norme ∥ · ∥ et introduisons surMn (K) la norme subordonnée associée, notée ~ ·~.

A – Unicité de la solution par le lemme de Grönwall

Commençons par énoncer une inégalité centrale dans la justification de l’unicité de la solution.

Lemme 17.14 : inégalité de Grönwall

Soient a ∈R et f , g : I →R supposées continues.

Supposons de plus que g est positive et que pour tout t ∈ I tel que t ⩾ t0, f (t )⩽ a +

∫ t

t0

f (u )g (u ) du .

Alors, pour tout t ∈ I tel que t ⩾ t0, f (t )⩽ a exp

�

∫ t

t0

g (u ) du

�

.

Démonstration

Il suffit de prouver que f (t )exp

�

−
∫ t

t0

g (u ) du

�

⩽

�

a +

∫ t

t0

f (u )g (u ) du

�

exp

�

−
∫ t

t0

g (u ) du

�

⩽ a .

Posons pour cela : ∀t ∈ I , ϕ(t ) =

�

a +

∫ t

t0

f (u )g (u ) du

�

exp

�

−
∫ t

t0

g (u ) du

�

.

L’application ϕ est dérivable sur I et pour tout t ∈ I tel que t ⩾ t0,

ϕ′(t ) =

�

f (t )−

�

a +

∫ t

t0

f (u )g (u ) du

��

︸ ︷︷ ︸

⩽0

×g (t )exp

�

−
∫ t

t0

g (u ) du

�

︸ ︷︷ ︸

⩾0

⩽ 0

L’application ϕ étant décroissante, ϕ(t )⩽ϕ(t0) = a pour tout t ∈ I tel que t ⩾ t0. ■

On adapte alors cette dernière démonstration pour justifier la variante symétrisée de l’inégalité de Grönwall :
�

∀t ∈ I , f (t )⩽ a +

�

�

�

�

�

∫ t

t0

f (u )g (u ) du

�

�

�

�

�

�

=⇒

�

∀t ∈ I , f (t )⩽ a exp

�

�

�

�

�

�

∫ t

t0

g (u ) du

�

�

�

�

�

��

Considérons maintenant deux solutions X1 et X2 au problème de Cauchy intégral (⋆⋆). X1(t0) = X2(t0) donc :

∀t ∈ I , X2(t )−X1(t ) =

∫ t

t0

A(u )(X2(u )−X1(u )) du

Par inégalité triangulaire, pour tout t ∈ I , ∥X2(t )−X1(t )∥⩽ 0+

�

�

�

�

�

∫ t

t0

~A(u )~ · ∥X2(u )−X1(u )∥ du

�

�

�

�

�

.

Les applications f = ∥X2−X1∥ et g =~A~ sont de plus continues et positive pour la seconde. Les conditions
d’application du lemme de Grönwall étant réunies, on obtient pour a = 0, ∥X2(t )−X1(t )∥⩽ 0 pour tout t ∈ I .
Nous venons d’établir l’égalité X1 = X2, c’est-à-dire l’unicité de la solution.
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12 Chap. 17 Équations différentielles linéaires

B – Existence d’une solution définie comme limite uniforme d’une suite de Cauchy

On cherche à construire une application X vérifiant X (t ) = X (t0)+

∫ t

t0

(A(u )X (u ) +B (u )) du pour tout t ∈ I .

Introduisons pour cela la suite vectorielle de fonctions définies sur I par :

∀t ∈ I , X0(t ) = X (t0), et ∀k ∈N, Xk+1(t ) = X (t0) +

∫ t

t0

(A(u )Xk (u ) +B (u )) du

Une simple récurrence montre que Xk ∈C 0(I ,Kn ) pour tout k ∈N. Nous allons prouver que cette suite de fonc-
tions (Xk )k∈N converge uniformément vers la solution X recherchée en travaillant d’abord sur un intervalle I
compact, de la forme [t0−a , t0+b ], où a , b ⩾ 0. On munit doncC 0(I ,Kn ) de la norme de convergence uniforme
définie par ∥Y ∥∞ = sup

t ∈I
∥Y (t )∥, cette dernière étant parfaitement définie compte tenu de la compacité de I .

Théorème 17.15

La suite (Xk )k∈N converge uniformément vers une solution du problème de Cauchy intégral (⋆⋆).

Démonstration

• Étape 1 – On commence par prouver que l’espace vectoriel normé (C 0(I ,Kn ),∥ · ∥∞) est complet, i.e.
que toute suite de Cauchy converge. Soit en effet (Yk )k∈N une suite d’éléments deC 0(I ,Kn ) telle que :

∀ϵ > 0, ∃N ∈N, ∀p , q ⩾N , ∥Yp −Yq ∥∞ ⩽ ϵ

Soit ϵ > 0. Il existe donc N ∈N tel que pour tous p , q ⩾N et t ∈ I = [t0−a , t0+ b ], ∥Yp (t )−Yq (t )∥⩽ ϵ.
La suite (Yk (t ))k∈N est une suite de Cauchy deKn donc elle converge 3 vers un vecteur noté Y (t ), ce qui
assure la convergence simple de la suite de fonctions (Yk )k∈N. De plus, en faisant tendre q vers +∞,

∀p ⩾N , ∀t ∈ [t0−a , t0+ b ], ∥Yp (t )−Y (t )∥⩽ ϵ soit ∥Yp −Y ∥∞ ⩽ ϵ

La suite (Yk )k∈N converge donc uniformément sur I vers Y , qui est de ce fait une fonction continue.

• Étape 2 – On montre que la suite (Xk )k∈N est de Cauchy en établissant au préalable par récurrence :

∀p ∈N∗, ∀t ∈ I , ∥Xp (t )−Xp−1(t )∥⩽
λC p−1|t − t0|p

p !

où l’on a noté λ= ∥AX0+B∥∞ et C = sup
u∈I

~A(u )~, cette dernière quantité étant définie par continuité

de ~A~ sur le compact I . L’initialisation est chose aisée :

∀t ∈ I , ∥X1(t )−X0(t )∥⩽

�

�

�

�

�

∫ t

t0

∥A(u )X0+B (u )∥ du

�

�

�

�

�

⩽λ|t − t0|

Supposons le résultat établi au rang p et prouvons-le au rang p +1.

∀t ∈ I , ∥Xp+1(t )−Xp (t )∥⩽

�

�

�

�

�

∫ t

t0

~A(u )~ · ∥Xp (u )−Xp−1(u )∥ du

�

�

�

�

�

⩽

�

�

�

�

�

∫ t

t0

λC p |u − t0|p

p !
du

�

�

�

�

�

Donc pour tout t ∈ I , ∥Xp+1(t )−Xp (t )∥⩽
λC p |t − t0|p+1

(p +1)!
(ce qu’on voulait !). Or I = [t0−a , t0+b ], donc :

∀p ∈N∗, ∥Xp −Xp−1∥∞ ⩽
λC p−1 max(a , b )p

p !

Soit ϵ > 0. Pour tous p , q ∈N où p ⩾ q , par inégalité triangulaire,

∥Xp −Xq ∥∞ ⩽
p
∑

k=q+1

∥Xk −Xk−1∥∞ ⩽λ
p
∑

k=q+1

C k−1 max(a , b )k

k !
⩽λ

+∞
∑

k=q+1

C k−1 max(a , b )k

k !
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Cette dernière somme est le reste d’une série convergente (série exponentielle) donc il existe N ∈N tel
que pour tous p ⩾ q ⩾N , ∥Xp −Xq ∥∞ ⩽ ϵ.

• Étape 3 – La suite (Xk )k∈N étant de Cauchy, elle converge dans (C 0(I ,Kn ),∥ · ∥∞) vers X ∈C 0(I ,Kn ).
La convergence uniforme assure le passage à la limite sous l’intégrale dans la relation de récurrence :

X (t ) = X (t0) +

∫ t

t0

(A(u )X (u ) +B (u )) du , X est solution sur I = [t0−a , t0+ b ]. ■

Lorsque I est un intervalle quelconque, on construit une solution en considérant pour tout segment conte-
nant t0 l’unique solution du problème de Cauchy sur ce segment. Une telle définition fait sens puisque si
J , J ′ ⊂ I sont deux segments contenant t0, la solution sera unique sur J ∩ J ′.

3. cf. TD Normes sur un espace vectoriel, au moyen du théorème de Bolzano-Weierstrass.
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