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CB2 type HEC-ESSEC
Nom : Prénom :

Exercice PartieI :

Exercice 1 Partie II :

Probleme Partie I :

Probleme Partie IT :

Probléme Partie I1I :

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements en-
treront pour une part importante dans I’appréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure
du possible les résultats de leurs calculs. IIs ne doivent faire usage d’aucun document : I'utilisation de toute calcula-
trice et de tout matériel électronique est interdite. Seule 'utilisation d'une regle graduée est autorisée, Si au cours de
I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

Durée du devoir : 4h. Lusage de la calculatrice n’est pas autorisée. Les téléphones portables doivent étre éteints et
mis dans votre sac.

Ce CB2 est composé de 5 pages oi1 se trouvent un exercice et un probléeme qui peuvent étre traités dans I'ordre que
vous souhaitez.
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Exercice 1. D’apres ESSEC Dans tout I'exercice, N désigne un nombre entier supérieur ou égal a 1.

I.LEtude d’'un endomorphisme

On note Rn[X] 'espace vectoriel formé des polynomes de degré inférieur ou égal a N et du polynéme nul; on
désigne par Id I'application identique de Ry [X] dans Ry [X].

1. Soit @ un nombre réel non nul et P un élément de Ry [X].
Justifier que P(aX+1— a) (c’est-a-dire la fonction de R dans R : x— P(ax+1— a)) est un polyné6me de méme
degré que P.

Dans toute la suite de I'exercice, pour tout réel a non nul, on note f, I'application
de Ry [X] dans Ry[X] qui a un polyndéme P associe le polynéme P(ax+1 - a)

2. Soient a et b des nombres réels non nuls.
(a) Déterminer la composée fj, o f, de f, par fp.
(b) Démontrer que f, est un automorphisme de Ry[X], et préciser sa bijection réciproque, notée ( fa)‘1 .
(c) Onpose: (f,)° =1d et, pour tout entier naturel n: (f,)"**! = (fu)" o fa.
Démontrer que, pour tout entier naturel n : (f;)" = fyn.
3. Pour tout réel a non nul, on note M, la matrice de f, dans la base canonique (1,X,... ,XN) de Ry [X].

(a) Expliciter M, dansle cas N = 3.
Dans le cas général, donner le coefficient de la (i + 1)-iéme ligne et (j + 1)-iéme colonne de M, (i et j
entiers compris au sens large entre 0 et N).
(b) n désignant un entier naturel, justifier 1'égalité : (M )" = Mgn.
Ce résultat reste-t-il valable si n est un entier négatif?
4. Préciser I'ensemble des valeurs propres de f;; .
Pour tout entier k compris au sens large entre 0 et N, calculer f, (X — l)k).
Lendomorphisme f; est-il diagonalisable?

II. Etude d’'une expérience aléatoire

On dispose de N pieces de monnaie, chacune ayant la probabilité p d’amener pile (0 < p < 1) et 1 — p d’amener
face. On pourra poser: g =1-p.
On s’intéresse a ’expérience aléatoire qui consiste a effectuer des lancers successifs selon le protocole suivant :
— alétape 1, onlance les N pieces;
— al’étape 2, onlance les piéces ayant amené pile a’étape 1 (s'il en existe);
— al’étape 3, on lance les piéces ayant amené pile a I’étape 2 (s’il en existe),
et ainsi de suite.
A chaque étape, les lancers des piéces sont supposés indépendants.
On consideére les variables aléatoires suivantes :
— Xo est la variable aléatoire certaine égale a N,

— pour tout entier naturel n non nul, X;, estle nombre de c6tés pile apparaissant a I’étape n, avec la convention
que, si a une certaine étape ny aucun coté pile n’apparait, on considere que pour tous les entiers n supérieurs
ou égaux a ng I'événement (X,; = 0) est réalisé.

Etude des variables aléatoires X,
Soit 7 un entier naturel, soient i et j des entiers compris au sens large entre 0 et N.

1. Préciser la loi conditionnelle de X;,+; sachant que I'événement (X,, = j) est réalisé.
En déduire I'expression de P(X;+1 = i) en fonction de P(X,, = 0), PX;, = 1), ..., PX,; = N).

2. Onpose:
PX,=0)
PX,=1)
U, = .
PX,, =N)

Déterminer une matrice M telle que : U,,4; = MU,,.
En déduire 'expression de U, en fonction de p, n et Uy, puis la loi de X, . Vérifier la cohérence des résultats
pourn=0etn=1.

3. Dans le cas out N = 3, écrire un programme SCILAB permettant d’obtenir P(X,, = k) sachant que n et p sont
entrés par |'utilisateur.
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PROBLEME. HEC Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce probléeme sont supposées définies
sur un espace probabilisé (Q, &, 2?). Sous réserve d’existence, on note E (X) et V (X) respectivement I’espérance et la
variance d’une variable aléatoire X, et Cov (X,Y) la covariance de deux variables aléatoires X et Y.

Dans les parties I et I11, la fonction de répartition et une densité d'une variable aléatoire X a densité sont notées
respectivement Fx et fx.

On admet que les formules donnant 'espérance et la variance d’'une somme de variables aléatoires discrétes,
ainsi que la définition et les propriétés de la covariance et du coefficient de corrélation linéaire de deux variables
aléatoires discretes, s’appliquent au cas de variables aléatoires a densité.

Pour n entier supérieur ou égal a 2, on dit que les variables aléatoires a densité X;,X», ..., X, sont indépendantes
si pour tout n—uplet (x1, X2, ..., X,) de réels, les événements [X; < x1], [X2 < x2], ..., X < x,] sont indépendants.

Lobjet du probléme est double. D'une part, montrer certaines analogies entre les lois géométriques et exponen-
tielles, d’autre part mettre en évidence quelques propriétés asymptotiques de variables aléatoires issues de la loi
exponentielle.

La partie II est indépendante de la partie I. La partie III est indépendante de la partie II et largement indépen-
dante de la partie I.

Partie I. Loi exponentielle

+00

+0o
1. (a) Rappelerlavaleur de f e~ 'dt. Etablir pour tout n de N* la convergence de l'intégrale f t"e ldr.
0

0

+00 +00

On pose alors Iy = f e "dtet,.pourtout nde N* I, = f t"e ldr.
0 0

(b) Soit n un entier de N*. A 'aide d'une intégration par parties, établir une relation de récurrence entre I,
et I,,_;. En déduire la valeur de I,, en fonction de n.

Soit A un réel strictement positif. Soit X; et X, deux variables indépendantes de méme loi exponentielle de
parametre A (d’espérance 1/A).
onpose:Y=X;—Xp, T=max(X;,Xp) etZ= min (X1, X>).

2. Justifierlesrelations T+ Z=X; + X, et T-Z = |X; = X5| = [Y].

3. (a) Rappeler sans démonstration les valeurs respectives de V (X;) et de P ([X; < x]), pour tout réel x.
(b) Calculer E (X; +X3), V(X; +X32), E(Y), V(Y).

4. Déterminer pour tout réel z, Fz (z) et f7(z). Reconnaitre la loi de Z et en déduire E (Z) et V (2).

5. Ecrire une ligne de commande scilab permettant de simuler Z.

(1_e—’\)2 sit=0

0 sir<o Exprimer pour tout réel ¢, fr (1).

6. (a) Montrer que pour toutréel ¢, ona: Fr () = {

3 5
(b) Justifier I'existence de E (T) et V (T). Montrer que E (T) = B etV(T) = e
(on pourra utiliser des changements de variables affine).

1
7. On note r le coefficient de corrélation linéaire de Z et T. Montrer que r = —.

V5

8. Ecrire une ligne de commande scilab permettant de donner ce coefficient de corrélation linéaire.
9. (a) Préciser Y(Q) et |Y] (£2).

(b) Déterminer une densité de la variable aléatoire —X,.

+00
(c) Montrer que pour tout réel y, 'intégrale f fx, (0 fox, (y—t)dt est convergente et qu'elle vaut
—00

Aol
2

(on distinguera les deuxcas: y=0et y <0)

(d) Etablir que la fonction y — %e’)"y | est une densité de probabilité sur R; on admet que c’est une densité
de la variable aléatoire Y.

(e) Déterminer pour tout y réel, fjy, ( y). Reconnaitrelaloide [Y| =T -Z.

(f) Ecrire une ligne de commande scilab simulant |Y].

Partie II. Loi géométrique

Soit p un réel de 10,1[ et g = 1 — p. Soit X; et X, deux variables indépendantes de méme loi géométrique de
parametre p (d’espérance 1/p).
onpose:Y =X; —Xy, T =max(X;,Xs) et Z=min (X;,X»). Onrappelleque T+ Z=X; +Xp et T - Z = |X; —Xo| = [Y].
1. (a) Rappeler sans démonstration les valeurs respectives de V (X;) et de P ([X; < k]), pour tout k de X; (Q).
(b) Calculer E (X; +X5), V(X; +X5), E(X; —X5), VX; —X>).
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(c) Etablirlarelation : P ([X; =X3]) = L
1+¢q

2. (a) Montrer que Z suit la loi géométrique de parameétre 1 — g2. En déduire E (Z), V (Z) et E (T).
(b) Ecrire une ligne de commande scilab permettant de simuler Z.
(c) Soit k un entier de N*.Justifier 'égalité : [Z= k] U [T = k] = [X; = k] U [X2 = k].
En déduire la relation suivante : P(T=k) =2PX; = k)-P(Z = k).
q(24*+q+2)
(1-4%)*
3. (a) Préciser (T —Z)(Q). Exprimer pour tout j de N*, I'événement [Z = j| N [Z=T] en fonction des événe-
ments [X; = j] et [Xz = j]. En déduire pour tout j de N*, I'expression de P ([Z = j| n[Z="T])
2j+1-2

(d) Etablirlaformule:V (T) =

(b) Montrer que pour tout couple (j, 1) de (N*)?, ona:P([Z=j]n[T-Z=11)=2p%*q

pqlkl
1+¢g

(c) Montrer que pour tout kde Z, P ([X; — X = k]) = (on distinguera troiscas: k=0, k>0et k <0).

(d) En déduire laloi de la variable aléatoire |X; — X»|.
(e) Etablir al'aide des questions précédentes que les variables Z et T — Z sont indépendantes.
4. (a) Alaide durésultat dela question 10.e, calculer Cov (Z,T). Les variables Z et T sont-elles indépendantes?
(b) Ecrire une ligne de commande scilab permettant d’obtenir Cov (Z,T).
(c) Calculer en fonction de g, le coefficient de corrélation linéaire p de Z et T.
(d) Déterminer la loi de probabilité du couple (Z,T).
(e) Déterminer pour tout j de N*, la loi de probabilité conditionnelle de T sachant I'événement [Z = j].

() Soit j un élément de N*. On suppose qu'il existe une variable aléatoire D; a valeur dans N*, dont la loi
de probabilité est la loi conditionnelle de T sachant I'événement [Z = j]. Calculer E (D;).

Partie III. Convergences

Dans les questions 1 a 4, A désigne un parametre réel strictement positif, inconnu.
pour n élément de N*, on considére un n-échantillon (Xi,Xp,...,X;) de variables aléatoires a valeurs strictement
positives, indépendantes, de méme loi exponentielle de parametre A.

n
On pose pour tout nde N*:S,, = Y Xy et], =AS,,.
k=1

1. Calculer pour tout nde N*, E(S,), V(S,),E(,) et V().

efxxn—l

2. On admet qu’'une densité fj, deJ, est donnée par fj, (x) = { (n-1)! six>0
0

six<0 °

1
(a) ATlaide du théoreme de transfert, établir pour tout n supérieur ou égal a 3, I'existence de E (—) et de
n

1
E (]7), et donner leur valeurs respectives.
n

— n —
(b) On pose pour tout n supérieur ou égala3: A, = 3 Justifier que A est un estimateur de A. Est-il sans
n

biais? Calculer la limite, lorsque n tend vers +oo, du risque quadratique associé a X, en A.

3. Dans cette question, on veut déterminer un intervalle de confiance du parametre A au risque a. On note ® la
fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, et uq le réel strictement positif tel que @ (uq) = 1- 3.

(a) Enoncer le théoréme de la limite centrée. En déduire que la variable aléatoire N,, définie par

Sn . . .
N, = A\— — /n converge en loi vers la loi normale centrée réduite.

vn

(b) En déduire que pour n assez grand, on a approximativement : P ([—uy < N, < uq]) =1 —a.
Uy | —~ Uy | —~
1-— A, |1+ —=]|A
[1- )1 2

de A aurisque a. On note A la réalisation de )/\; sur le n-échantillon.

(c) Montrer que pour n assez grand, 'intervalle est un intervalle de confiance

4. Avec le n-échantillon (X;,X>,...,X;;), on construit un nouvel intervalle de confiance de A au risque f (f # «),
tel que la longueur de cet intervalle soit k (k > 1) fois plus petite que celle obtenue avec le risque a.

(a) Justifier 'existence de la fonction réciproque @1 de @. Quel est le domaine de définition de @12

(b) EtablirI'égalité p = 2d (%CD‘I (a/2)). En déduire que B > a. Ce dernier résultat était-il prévisible?
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Dans les questions 5 a 7, on suppose que A = 1.
5. On pose pour tou n de N* : T,, = max (X1, X, ..., Xp).
X X
Pour tout n de N*, pour tout réel x positif ou nul, on pose : g, (x) = f Fr, () dtet h,(x)= f tfr, (D dt
0 0

(a) Exprimer h, (x) en fonction de F, (x) et g, (x).
(b) Déterminer pour tout réel ¢, I'expression de Fr,, (¢) en fonction de ¢.
1
Etablir pour tout n supérieur ou égal a 2, la relation : g,_1 (x) — g, (x) = —Fr,, (x)
n

(c) En déduire que pour tout n de N*, pour tout réel x positif ou nul, I'expression de g, (x) en fonction de
X, FT] (X) )FTZ (x) yeeey FTn (x)

(d) Montrer que Fr, (x) — 1 est équivalent a —ne™~, lorsque x tend vers +oo.
n
(e) Déduire des questions c) et d) 'existence de E (T,;) et montrer que E (T,;) = X %
k=1
6. On veut étudier dans cette question la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (G,),>; définie
par : pour tout n de N*, G,, =T, —E(T,).
On pose pour tout n de N* : y, = —Inn + E(T,) et on admet sans démonstration que la suite (Y”)nzl est
convergente; on note y sa limite.
n
(a) Montrer que pour tout x réel et n assez grand, on a: Fg, (x) = (1 — %e’(x”")) .

(b) En déduire que pour tout x réel,ona: nliI-P Fg, (x) = eme Y
—+00

(c) Montrer que la fonction Fg : R — R définie par Fg (x) = eme Y

riable aléatoire G a densité. Conclure.

est la fonction de répartition d'une va-

7. (a) Soit X une variable aléatoire a densité de fonction de répartition Fx strictement croissante. Déterminer
la loi de la variable alétoire Y définie par Y = Fx (X).

(b) Ecrire une fonction scilab qui permet de simuler la variable aléatoire G. On rappelle que la fonction
scilab rand () permet de simuler la loi uniforme sur ]0, 1[.
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