ESPACES VECTORIELS NORMES 2 TD

‘ Espaces vectoriels normés 2 — TDq; ’

Suites de matrices

Exercice 1 : Applications continues usuelles
Soient (n,p) e IN* x IN*.

1. Montrer que 'application tr est continue sur .4, (IK).

Montrer que 'application transposition est continue sur ./, ,(IK).

Soit P € GL,(IK). Montrer que 'application ¢ : M — PM P! est continue sur My, (IK).

Soit (P, Q) € GL,(IK) x GL, (IK). Montrer que I'application v : M — PM@Q™ ! est continue sur My p(K).
Montrer que lapplication B : (M,N)— MN est continue sur ., (K) x .4, (IK).

Montrer que 'application f : M — M? est continue sur ./, ().

S

Exercice 2

1(1 -2
OnnoteA—Z.(1 4).

1. Etudier la convergence de la suite (A").

2. Etudier la convergence de la série de terme général A".

n
Indication : Etudier la suite des sommes partielles définies par S, = Z Ak,
k=0

Exercice 3
Soit A € 4, (K).

Montrer qu’il existe une matrice M € .#,(IK) telle que M" — A si, et seulement si, A est une matrice de projecteur.
—+00

Exercice 4
1. Soit (up)rew € 7ZN. On suppose que la suite (u)rev converge. Montrer que cette suite est stationnaire.

2. Soit A € M, (Z). Montrer que si la suite (A* )reIN converge vers la matrice nulle, alors A est nilpotente.

Exercice 5
5 -4 1
On pose A = (8 -7 2).
9 -9 3
1. Trigonaliser la matrice A.
2. En déduire que A est limite d’'une suite de matrices diagonalisables.

3. Généraliser ce qui précéde a une matrice M trigonalisable de .4, (IK).

Exercice 6
Soit (A,B) € 4,(R)? tel que (A x B)"
Montrer que (B x A)" 0p.

0p.

n—+oo

n—+oo
Exercice 7
Soit n = 2.

1. Montrer que %, (R) et <7, (IR) sont des fermés de .4, (IR).

2. Soit A € o#,(IR). On suppose que la suite (A”),e converge. Montrer que sa limite est nulle.
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Fonctions de R"” dans R

Exercice 8
Etudier les limites en (0,0) des fonctions suivantes :

XXy XXy i
L fiiley— 505 4 farey)———"; T frita,y) e SR,
x4 +y x=y /5% + y2
2 x y2 XXYy+yxz 4., .2
. —_—— . . —_—_;————___ X +y
2. f2(x)y) x2+y2> 5 f5 (x,y,z) x2+2y2+322’ 8. fs:(x,y)'—’ XXy >
2 _ .2
x“ =y 1—cos(x xy) x+2y
3. f3:(x,y)— ——; 6. fo:(x,y)—» ———5—; 9. fo:(x,y)— .
f3:(x,9) 1y fo:(x,y) X y? fo:(x,y) )2
Exercice 9
2+y° 2 2
Justifier que la fonction (x,y) — Arcsin (—) xIn (1+x“) est continue sur R*.
1+x2+y2

Exercice 10
Soient f e ¢} (R,R)et F: R2 — R

fO-f»)
{ Ty S1XxF Yy

() f(x) six=y.

Montrer que F est continue sur R2.

Fonctions entre deux espaces vectoriels normés

Exercice 11
Soit (E, | - ||) un espace vectoriel normé.

.x est continue sur E.

Montrer que 'application x —
1+ x|l

Exercice 12

Y

c+ Vi

i In(1+2x) 1-
2. Montrer que la fonction f :x — (sm(x), n( x), cgs(x)
x x x

1. Montrer que la fonction f : (x,y) — ( xZ+ y2,Arctan( )) est continue sur R?\ (R_ x {0}).

) est prolongeable par continuité en 0.

est continue sur R, et
oo

2et (¢— 1)2)
1 0

3. On munit #5(R) de la norme co. Montrer que I'application ¢ — ”(

tracer son graphe.

Topologie

Exercice 13
Soit (A,B) € 4, (K).

1. Montrer que toute matrice de .#,(IK) est limite d'une suite de matrices inversibles.
2. En déduire I'adhérence de GL,(IK).

3. Dans cette question, on suppose A inversible. Montrer que YaxB = XBxA-

4

. En déduire que yaxB = xBxa dans le cas général.
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Exercice 14
Les parties de 4, (IK) suivantes sont-elles fermées ? ouvertes? (Justifier)

1. L'ensemble 9;, des matrices de traces nulles
Lensemble /£, des matrices d’homothéties.
L'ensemble GL,(IK) des matrices inversibles.

L'ensemble 2,, des matrices diagonalisables de .4, (IK).

ok N

L'ensemble 22, des matrices de projecteurs.

Exercice 15
On note E = 6°([0,1],R) et F = {f € E|f(0) = 0}.
Pour tout f € E, on note

1
1flleo= sup IFO et Ifl= fo () dt.

te[0,1]

1. Soit f € E. Pour tous n € N* et x € [0, 1], on note :

1
0,—
n

fn(x):{ fxX)—f0)x(1-nx) sixe

f(x) sinon.

Calculer ||, —fll1.
2. En déduire que F est dense dans E pour la norme | -|;.

3. Etudier la densité de F dans E pour la norme || - [loo.
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