
ESPACES VECTORIELS NORMÉS TD

Espaces vectoriels normés – TD8

Normes

Exercice 1 :
Pour tout (x, y) ∈R2, on pose N(x, y) = max(|x| , |y|, |x− y|). Montrer que N est une norme sur R2 et tracer sa boule
unité fermée.

Exercice 2 :

Pour tout P =
n∑

k=0
ak X k ∈Rn[X ], on pose :

∥P∥1 =
n∑

k=0
|ak|, ∥P∥2 =

√
n∑

k=0
|ak|2 et ∥P∥∞ = max

0ÉkÉn
|ak|.

1. Vérifier que ce sont des normes sur Rn[X ].
2. Montrer que ces normes ne sont pas équivalentes.

Exercice 3 :
Soit n ∈N⋆. Pour tout A ∈Mn(C), on pose :

N(A)= max
1ÉiÉn

(
n∑

j=1

∣∣ai, j
∣∣) .

Pour tout X ∈Mn,1(C), on pose :
∥X∥∞ = max

1ÉiÉn
|xi| .

1. Montrer que N est une norme sur Mn(C).
2. Montrer que, pour tout (A,B) ∈Mn(C)×Mn(C), N(AB)É N(A)N(B).
3. Montrer que ∥ · ∥∞ est une norme sur Mn,1(C).
4. Vérifier que, pour tout X ∈Mn,1(C), ∥A× X∥∞ É N(A)×∥X∥∞.
5. En déduire que, pour tout λ ∈SpC(A), |λ| É N(A).
6. Montrer que N(A)= sup

∥X∥∞=1
∥A× X∥.

Exercice 4 :
Soit E =C 1([0,1],R). On pose :

∀ f ∈ E, N1( f )= | f (0)|+
∫ 1

0

∣∣ f ′(t)
∣∣ dt et N2( f )= sup

x∈[0,1]
| f (x)| .

1. Montrer que N1 et N2 sont des normes sur E.
2. Montrer que, pour tout f ∈ E, N2( f )É N1( f ).

3. Pour tous n ∈N⋆ et x ∈ [0,1], on note fn(x)= 1
n

sin(π×n× x).

Exprimer N1( fn) et N2( fn) en fonction de n.
4. Les normes N1 et N2 sont-elles équivalentes ?

Exercice 5 :
Soit p ∈N⋆ et (g1, . . . , gp) ∈C ([0,1],R)p. On considère l’application :

N : Rp → R

(x1, . . . , xp) 7→
∫ 1

0

∣∣∣∣∣ p∑
k=1

xk × gk(t)

∣∣∣∣∣ dt.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur la famille (g1, . . . , gp) pour que N soit une norme sur Rp.
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Suites d’éléments d’un espace vectoriel

Exercice 6 :
Soit (E,∥ ·∥) un espace vectoriel normé. On considère (un)n∈N une suite d’éléments de E.

1. On suppose que (u2n)n∈N et (u2n+1)n∈N convergent. Peut-on conclure que la suite (un)n∈N converge?

2. On suppose que (u2n)n∈N, (u2n+1)n∈N et (u3n)n∈N convergent. Peut-on conclure que la suite (un)n∈N converge?

Exercice 7 :
On considère les suites (un)n∈N et (vn)n∈N définies par : (u0,v0) ∈R2 et, pour tout n ∈N,

un+1 = 1
6
×un − 1

2
×vn +1

vn+1 = 1
3
×un + 1

6
×vn + 1

2

Pour tout n ∈N, on pose Xn =
(
un
vn

)
.

1. Déterminer deux matrices A ∈M2(R) et B ∈M2,1(R) telles que, pour tout n ∈N, Xn+1 = A× Xn +B.

2. Montrer que l’équation Y = A×Y +B, d’inconnue Y ∈M2,1(R), admet une unique solution L qu’on déterminera.

3. Montrer qu’il existe k ∈]0,1[ tel que, pour tout X ∈M2,1(R), ∥A× X∥∞ É k×∥X∥∞. (∥ · ∥∞ désigne la norme ∞ de
M2,1(R).)

4. En déduire que, pour tout n ∈N, ∥Xn −L∥∞ É kn ×∥X0 −L∥.

5. En déduire que la suite (Xn) converge et déterminer sa limite.

Exercice 8 : Méthode à retenir
Soit n ∈N⋆. On munit Mn(R) d’une norme ∥ ·∥.

Nous allons montrer que GLn(R) est dense dans Mn(R).

Soit A ∈Mn(R).

1. Justifier que le nombre de x ∈R⋆ tel que A− x.In est non inversible est fini.

2. En déduire qu’il existe un entier k0 > 0 tel que, pour tout k Ê k0, la matrice Ak = A− 1
k

.In est inversible.

3. Conclure.

Topologie

Exercice 9 :
Soit (E,∥ ·∥) un espace vectoriel normé.
Pour toute partie A de E, on note Å l’ensemble des points intérieurs à A. On dit que Å est l’intérieur de A.

1. Soient A et B deux parties de E telles que A ⊂ B. Montrer que Å ⊂ B̊.

2. Soit A une partie de E. Montrer que A est un ouvert de E si, et seulement si, A = Å.

3. Soit A une partie de E. Montrer que Å est le plus grand ouvert inclus dans A.

Exercice 10 :
Soient (E,∥ ·∥) un espace vectoriel normé et A une partie de E. On note Å l’ensemble des points intérieurs à A.
Montrer que si A est convexe, alors A et Å sont convexes.
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Exercice 11 :
Soient (E,∥ ·∥) un espace vectoriel normé et F une partie fermée de E.

On note On = ⋃
x∈F

Bo

(
x,

1
n

)
.

1. Montrer que, pour tout n ∈N⋆, On est un ouvert de E.

2. Montrer que, pour tout n ∈N⋆, F ⊂On.

3. Montrer que F = ⋂
n∈N⋆

On.

Exercice 12 :
Soit E un espace vectoriel normé et N1 et N2 deux normes sur E. On note BN1 (resp. BN2 ) la boule unité fermée pour
la norme N1 (resp. N2).
Montrer que BN1 ⊂ BN2 si, et seulement si, N2 É N1.

Exercice 13 :
Soit E un espace vectoriel normé. Soit A ⊂ E un ouvert de E.

1. Soit b ∈ E. Montrer que C = {
a+b|a ∈ A

}
est un ouvert de E.

2. Soit B ⊂ E non vide. Montrer que D = {
a+b|(a,b) ∈ A×B

}
est un ouvert de E.

Exercice 14 :
Soit A une partie de R non vide et majorée. Montrer que sup(A) ∈ A.

Exercice 15 :
Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie et F un sous-espace vectoriel de E.

1. Montrer que F est convexe.

2. Montrer que F est un fermé de E.

3. On suppose qu’il existe x0 un point intérieur à F. Montrer que F = E.

Exercice 16 :
Soit n ∈N. On note

En = {
P ∈R[X ]|deg(P)= n et P est unitaire et scindé sur R.

1. Soit P ∈Rn[X ] un polynôme unitaire de degré n.
Montrer que P ∈ En si, et seulement si, pour tout z ∈C, |P(z)| Ê |Im(z)|n.

2. Montrer que En est un fermé de Rn[X ].
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