MATHEMATIQUES 2025 - 2026

18 Calcul différentiel

« Les mathématiques sont un jeu que l'on exerce selon des regles simples en manipulant
des symboles ou des concepts qui n'ont en soi, aucune importance particuliere. »

David Hilbert (1862 — 1943)
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Dans tout ce chapitre, E et F désignent des espaces vectoriels normés de dimension finie. On cherche a étendre
la notion de dérivabilité (relative aux fonctions d'une variable réelle) aux fonctions plus généralement définies
sur un ouvert % de E et a valeurs dans F. Le choix de travailler sur un ouvert permet de s’assurer que si a € %,
alors, pour ||| suffisamment petit, a + h € % ; on donne ainsi un sens a l'écriture f(a + h)— f(a).

Comme nous le verrons tout au long de ce chapitre, le calcul différentiel se construit autour d'un grand principe
qu’il est utile d’avoir des a présent en téte :

accroissement| | terme linéaire par rapport
de la fonction | |[al’accroissement de la variable

terme
correctif

Pour une « simple » fonction f : R — R dérivable, celui-ci se traduit par: f(a + h)— f(a) o f'(a)h +o(h).

I 1| Premiers pas informels avec les fonctions numériques de deux variables

Débutons notre étude en la restreignant aux fonctions définies sur un ouvert % de R? et a valeurs dans R.
Cette limitation provisoire offre un cadre commode pour représenter graphiquement les fonctions étudiées et
permet de se familiariser avec le calcul différentiel dans un contexte simplifié. Soit donc la fonction :
f:l%cR? —R
(x,y) — flx,y)

La surface ¥ d’équation z = f(x, y) est 'ensemble des points de coordonnées (x, y, f(x, y)) pour (x, y) € %.

l— Définition 18.1 : Ligne de niveau

On appelle ligne de niveau de hauteur k (ou d’altitude k) la courbe d’équation f(x, y)=k.

Les lignes de niveau, intersections de . et des plans d’équations z = k, permettent de visualiser la surface.

Exemple de surface Lignes de niveau 3D Lignes de niveau



B Chap. 18 Calcul différentiel

A - Limites et continuité

On munit R? de la norme euclidienne notée || - ||. Rappelons que f admet une limite £ € R en (x, y,) € % si:
Ve>0, 36>0, V(x,y)e%, |(x,y)—(x0,0ll<é = |f(x,y)—t|<e

Pour calculer une telle limite en (xg, }p), il ne suffit pas de faire tendre x vers x, puis y vers y, ou vice-versa.

Exemple

2x
La quantité f(x,y)= Py n'admet pas de limite en (0,0) :

lim lim f(x,y)= hm L f(0,y)=0 et lim lim f(x,y)= hm  f(x,0)=0

y—0* x—0* x—0* y—0*
. y
et pourtant, f(x,x)=1 0 1. Plus généralement,
x—0*
f(rcos(@),7sin(8))=2cos(8)sin(H) o 2cos(0)sin(0) RO /A
r—ux S-S 2 \ \\ \\
e X
L'existence de limites différentes selon la direction définie par NYé \’
I'angle 6 choisi justifie la non-existence d'une limite en (0, 0). AR B

Attention, I'existence d'une limite commune dans toutes les directions ne garantit pas I'existence d'une limite.

Exercice 1

2 2

et h(x,y)= ——2

Trouver les limites en (0, 0), lorsqu’elles existent, de g(x, y) = .
(0,0), lorsq g(x,y) Y Y

Rappelons de plus que I'application f est dite continue en (xy, )p)€ % si  lim : flx,y)=f(x0, 10):

(va’)—’(xo,}’o
Ve>0, 36>0, V(x,y)e¥, l(x,y)—(x0,30)l<6 = |f(x,y)—f(x0 )| <

On dit que f est continue sur % si f est continue en tout point de /. La somme, le produit, la composée et le
quotient dont le dénominateur ne s’annule pas de fonctions continues sont des fonctions continues.

Pour les mémes raisons que celles évoquées pour les limites, si f est continue alors les applications partielles
fxiy—f(x,y)et f, : x— f(x, y)le sont également mais la réciproque est fausse.

B - Dérivées partielles premieres
1 — Retour sur les fonctions de la variable réelle
y

y=f(x) Si f: R — R est dérivable sur R, la formule de Taylor-
Young nous permet d’écrire en tout point xp € R :

F(x)= f(x0)+ f/(x0)(x — x0)+0(x —x) (%)

L'équation de la tangente ala courbe au point d’abscisse
X est alors :

- X ¥ = f(x0)+ f(x0)(x — xo)
Légalité (x) peut s’écrire :
flro+h) = flxo)+ f/(x0)-h +o(h)

S N .

partie linéaire

partie affine

Lapplication  — f’(xy)- h est linéaire. On I'appelle différentielle de f en x; et onlanote dfy, . df,, € Z(R).
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Partie I - Premiers pas informels avec les fonctions numériques de deux variables E

2 - Fonctions de deux variables : dérivées partielles, différentielle et plan tangent

N

On considere a nouveau une fonction f définie sur un ouvert % de R?, a valeurs dans R et (xg, y,) € % .

— Définition 18.2 : Dérivées partielles

Lorsque les limites suivantes existent et sont finies, on les appelle dérivées partielles premieéres de f au
point (xg, yp) € % :

T (%0, 30) = lim fxo+ R yo) = f%0.30) ﬂ(xoyyo):hm F(x0, Yo+ k) — £ (x0, %)

ox h—0 h ay k—0 k

R 1% 1%
ATlimage de f, % et %, également notées J; f et &, f, sont des fonctions de deux variables a valeurs réelles.

Ces dérivées partielles ne sont que des cas particuliers de ce qu’on appelle les dérivées directionnelles de f.

— Définition 18.3 : Dérivées directionnelles

Soit u(a, b) € R?. Si la fonction de la variable réelle t — f(x,+ ta, y, + t b) est dérivable en 0, on dit alors
que f est dérivable en (xy, p) selon le vecteur u et on pose :

Du(f) (0, o) zltli% flxo+ta,y +ttb)—f(x0,y0)

Les dérivées partielles sont ainsi les dérivées directionnelles de f dans les directions privilégiées (1,0) et (0, 1).

Définition 18.4 : Fonction de classe 6

On dit que f est de classe 6! sur un ouvert % de R? si les dérivées partielles existent et sont continues en
tout point de %.

Exemples

e Lapplication (x, y)— 3x2+5xsin(y) est de classe 6! sur R? et :

of . of
2 _— = _ =
V(x,y)eR*, ax(x,y) 6x +5sin(y) et ay(x,y) 5x cos(y)

* Lapplication ||-|| est de classe 6! sur R?\ {(0,0)}.

On admet provisoirement le résultat suivant.

Théoréme 18.5 : Formule de Taylor-Young a 'ordre 1

Si f est de classe 6! sur un ouvert % de R? alors, pour tout (X, ) € %,

_ of of
flxo+h,y+k) (him(0.0) f(x0, y0)+ a(xm Vo) h+ E(xo» ¥)-k+o(ll(h, k)l

La surface d’équation z = f(x, y) admet alors un plan tangent ! en tout point (xy, o, zo) tel que zo = f(xg, Jo)-
Celui-ci a pour équation :

17} 0
z = f(x0, Yo) + %(Xm Yo) - (x —xp) + %(XO»J’O)'(Y — )

17
Cette équation est de la forme a(x —xq)+ b(y — y)+ c(z —zg) =0 avec a = %(xo, Yo) b= W(xo, Yo)etc=—1.

7 0
Le vecteur (%(xo, Yo), %(xo, o) —1) est normal au plan tangent.

1. il sera défini dans un cadre plus général dans la section suivante
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n Chap. 18 Calcul différentiel

Exemple

Considérons la sphére de centre O et de rayon 1 qui
a pour équation x?+ y?+z2=1.Posons:

[, y)=y1=x2—y2

La surface représentative de f est une demi-sphere.
Déterminons une équation du plan tangent au point
M, de coordonnées (xy, ¥y, 29) =(0,1/v2,1/v2).

La sphére unité et son plan tangent en (xy, ¥y, Zo)

f est tout d’abord de classe 6! sur 'ouvert % = {(x, y) € R? | x? + y? < 1} et pour tout (xo, }) € %,

ox /l—xg—yoz ay /l—xg—yoz

Ici, xp=0et yy=2¢= % d’ou I'équation recherchée du plan tangent en M, :

z:\/iz+0-(x—0)+(—1)-( —‘/LE) cest-a-dire: y+z=+2

Si f de classe 6! sur un ouvert % de R? et (x,, y) € %, 'application
f f
(h,k)— a(xo» Yo)-h+ E(Xo’ Yo)- k

est linéaire; on I'appelle différentielle de f en (xo, yp) et on la note dfy, ,,)- Ici, dfix,,y,) € £ (R%,R).

Définition 18.6 : Gradient
Soit f de classe 6! sur un ouvert % de R? et (x,, ) € % . On appelle gradient de f au point (xo, J,) le

0 0 —
vecteur (5—£(x0, Yo), %(xo, yo)). On le notera grad f(xg, y5) ou V f(xo, Jo)-

Le gradient de f en (xy, J;) est donc I'unique vecteur vérifiant, pour tout u = (h, k),

i 1%
= é(xo» Yo)-h+ %(xo» )k = (V£ (x0, 30) u)

Quand ils manipulent des gradients, nos amis physiciens omettent parfois de préciser « (xg, yp) » mais il faut
garder a 'esprit que I'on parle du gradient en un point donné.

df(xod’o)(u)

Proposition 18.7
rLe gradient au point (xy, Jp) est orthogonal a la ligne de niveau passant par (xy, ).

Le gradient indique en outre la ligne de plus grande pente. Voici une illustration de ces deux propriétés pour
une certaine fonction f : R? —» R de classe 6.

Représentation de la surface d'équation z = f(x, y) Gradient et lignes de niveau associés
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Partie I - Premiers pas informels avec les fonctions numériques de deux variables B

3 — Notations différentielles

Nous venons d’introduire la différentielle de f au point (xg, yy) € % :

17 17
df(xod’o) :(h, k) — é(xo’ Yo)-h+ %(Xor Yo)-k

Considérons maintenant les deux formes linéaires dx,, ) : (h, k) — h et dy, ) : (7, k) — k. Alors,
0 %
dfix030) =3 == (%0, Y0) d X,y %(xo, 1) d)(x,,y,) (comb.lin. de deux applications linéaires)

Et enfin, en notant d f I'application (x, y) — df,, ) définie sur % et a valeurs dans ¢ (R?,R):

f of

dx +—dy (df n'est en général pas linéaire!)

0
df =y de+ gy

4 - Dérivées partielles et composées : régle de la chaine

> Pour % un ouvert de R? et I un intervalle de R, on considere les deux applications de classe 6! :

y:i|I — U et f:] % —R
t— (x(2), y(1) (x,y) — flx,¥)
for:I—Restalorsde classe 6 sur I et:
/ / a.f / af /
Veel, (fory(n)=x(0)7(x(1) y()+y (t)ﬁ(x(t),y(t))z (V(r(e), ()
Démonstration
y est de classe 6! sur I, donc x et y sont dérivables et pour tout r €I :
(forlt+h)=(for)t) = f(x(z+h),y(t+h)—f(x(z) y(t)
= S0+ X' (0 +o(h), y(£)+ hy' (1) +o(h)— f(x(2), y (1))
—0 N————— N—_—————’
=h’ =k’
0 1%}
Or F((0) ', Y(0)+ k) =, S0y () S0 3000+ S at0), 00 K+ ol 4 ). Do,
(ForNe+m—(for)n) = x’(r)%(x(t),y(t))+y’(r)%(x(t),y(t)) +olh) )

Exercice 2
| Montrer que t — f(cos(t),sin(t)) est de classe 6! sur R et calculer sa dérivée, avec f € €' (R%R).
> Considérons désormais les applications f :R? - R, ¢ : R? >R ety : R? > R de classe 6! sur R? et :
F:] R2—R
(x,y) — flolx,¥),9¥(x,y))

Alors F est de classe ¢! sur R? et pour tout (x, y) € R?,

OF of oy f
ox ( }/)——( ) —x(SO(ny/),l/J(x,J/))ﬁLa(x,y)E(‘P(x,)’),l/)(x,yn
JOF

_ of oy of
E(x, y)= E(x, y) 3l y) ylx, y))+ E(x’ y): E(w(x, yhy(x,p))

Exemple

Si f:R?> —»Restde classe 6, il en va de méme pour F :(r,0) — f(r cos(0), r sin(0)) et,

Y(r,0)eR?, a—F(r,H)zcos(O)a—f(rcos(Q),rsin((?))+sin(0)a—f(rcos(0),rsin(H))
or ox oy

Y(r,0)eR?, aF(r 0)——rsin(0)a—f(rcos(0),rsin(0))+rcos(B)a—f(rcos(O),rsin(B))
o0 ox oy

Année 2025/2026 Lycée Louis-le-Grand - MP



n Chap. 18 Calcul différentiel

C - Dérivées partielles secondes

orf o%f o*f etazf
ox? 0xdy dyox  ay*

Elles sont au nombre de 4 et définies a partir des dérivées partielles premieres :

— Définition 18.8

On dit que [ est de classe 62 sur un ouvert % de R? si les dérivées partielles secondes existent et sont
continues en tout point de %.

— Théoreme 18.9 : Théoréeme de Schwarz

Soit f : % — R? une application de classe 62 sur un ouvert % de R2. Alors,

2 2f
ox0y (X0, Yo) = m(xo, o)

V(x0, Yo) € %,

— Théoréme 18.10 : Formule de Taylor-Young a I'ordre 2

Si f est de classe 62 sur un ouvert % de R? alors, pour tout (X, yy) € % :

2 2

0 7 1[2 0 02
f(x0+h;J’0+k):f(x0rJ’0)+%(xm)’o)'h'f‘ﬁ(xo:)’o)'k*‘i Tx]:(xo:yo)'hz"‘zaxafy(xo,%)'hk"‘TJ/]:(xo’J’o)'kz +o(h* +k?)

Cette derniere formule rendra de précieux services dans I'étude des extrema d’une fonction numérique (se
reporter a la derniére section du chapitre).

D - Exemples de résolution d’équations aux dérivées partielles

Nous n’aborderons la résolution d’équations aux dérivées partielles (EDP) qu’a travers des exemples relative-
ment simples et, a ce titre, tres restreints. %/ désignera icil’ouvert I x J ou I et J sont deux intervalles ouverts
et f une solution des équations aux dérivées partielles proposées. Nous justifierons dans la section suivante le
choix d'un tel domaine.

0
SVwyew, Lwy=0: vepew, fay=et) wec p:r-r

0
* V(x,y)e, %(x,y)zg(x,y): Vix,y)eu, f(x,y)zfg(x,y)dxﬂO(y) avec ¢:J—R

o%f
3 x*
* Equation des ondes, dite des cordes vibrantes ou encore de d’Alembert :

o%f 1 0%f
2
V(x,1)eR, W(X’I)_EW

s V(x,y)eu, (x,y)=0: V(x,y)e%, f[f(x,y)=¢y)x+p(y) avec ¢,y:J—-R

x,0)=0 (x) (c#0)

u=x—ct
On passe par le changement de variables de classe 62 et bijectif (car ¢ #0) : { rer
v=x+c

Partant de f(x, t)=g(u, v), on cherche une équation aux dérivées partielles vérifiée par g.
of Odu dg Jdv dg 0Jg 0Og
ox 0x du dx dv du dv
22 2 2 2 2 2 2 2
o°f _(ou o°g ov 9% | (Ou 98  Ov I\ J% , 098 08
ox ou®* Jx Jvdu dx dudv Jx ov*) ou®> Judv Jv?
o°f _ (9% _, 9% 9%
27" \ou? "oudv 012

0x?

De méme, on trouve

0°g
Judv

On trouve alors g(u, v) = p(u)+y(v)avec ¢,y :R— R, ce qui conduita:
fx,t)=p(x—ct)+y(x+ct)

Léquation (x) devient: V(u,v)e€R?, (u,v)=0
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Partie II - Applications différentiables, applications de classe !

I 11| Applications différentiables, applications de classe '

On considere désormais une application f : % Cc E — F ou E et F désignent deux espaces vectoriels normés
sur R de dimensions respectives p et n et 2/ un ouvert de E. Toutes les normes étant équivalentes en dimension
finie, le choix d’'une norme spécifique pour E ou F importera peu.

On parle de champ de vecteurs lorsque f : E — E et de champ scalaire lorsque f : E — R.

Nous travaillerons bien souvent — a quelques exceptions matricielles preés — dans les espaces E =R” et F =R”"
munis de leur structure euclidienne canonique. L'on pourra ainsi noter :

f(x):f(xl»---)xp):(fl(x)’---’fn(x))

Notons que cette identification est toujours possible moyennant le choix d'une base de E et d'une base de F :

p n
x:ZXjej et f(x):Zfl(x)el/
= i=1

* On appelle applications partielles de f les applications : x; — f(x) pour j €[1, p].

¢ On appelle applications composantes de f les applications f; : x — f;(x) pour i €[1, n].

Exemple

Soit f:| R? — R3
(u,v) — (cos(u+v), u—v, u®e?)

* f posseéde deux applications partielles définies sur R et a valeurs dans R3 :

u— (cos(u+v), u—v,u’e’) et v—(cos(u+rv)u—uv,u’e")

* f possede trois composantes définies sur R? et a valeurs dans R :

(u,v)—cos(u+v), (u,v)—»u—v et (u,v)— u’e’

A - Différentielle

— Théoréeme / Définition 18.11 : Différentielle en un point
Une application f : % c E — F est dite différentiable en a € % s’il existe ¢ € Z(E, F) tel que :

fla+h) = fla)+p(h)+olhl)

Si 'application g existe, elle est unique et est alors appelée différentielle de f au point a, mais aussi
application linéaire tangentea f en a. Onla note df, oudf(a).

Lexistence d'un développement limité a I'ordre 1 releéve ainsi de la définition méme de la différentiabilité :
fla+h) = fl@)+dfu(h)+o(lhl) = fla)+[df(@)](h)+ollhl)

Au final, une fonction différentiable en un point est une fonction qui vérifie notre grand principe :

accroissement
de la fonction

_ | terme linéaire par rapport terme
~|alaccroissement de la variable correctif

1l arrive parfois que 'on écrive df,(h) = [d f (a)](h) =df(a)- h. Cette derniére notation fait sens quand on
raisonne en termes matriciels : c’est le produit d'une matrice de taille  x p par un vecteur colonne de taille p.

Rappelons enfin que par définition, o(|| z||])=||k||e(h) ot ¢ : E — F avec &(h) P 0r. On écrit parfois o( /).

—Vg
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B Chap. 18 Calcul différentiel

Démonstration
Justifions, sous réserve d’existence, 'unicité de la différentielle de f en un point a € %/. Supposons que :

flath) f(a +(h)+ollnll) = f(a +y(h)+o(|hl) ol ¢, e ¥(E,F)

®(h
Alors, & = ¢ — ) estlinéaire et vérifie ®(h) = o(||k|]), c'est-a-dire M —— 0. Ceci prouve la nullité de
d(rx
®. Soit en effet x € E non nul. En introduisant ¢ € K*, par linéarité, ||®(x)|| =||x|| - I ||(t ”)” p—y 0. [ ]
Exemples

* Si f:R— Restdérivable en a alors f est différentiable en a et df, : h— f’(a)h
* Si f:9% C E — F est constante sur % alors, pour touta € %, df, =04z, ).
e Si f:9 C E — F estlinéaire alors, pourtoutae %,df,=f.

’» Proposition 18.12

Si f:% C E — F estdifférentiable en a € %, alors f est continue en a.

Démonstration
| Si f est différentiable en a, f(a + h)—f(a) = df,, )+o(||h]]) —> df,(0g)=0F, par continuité de df, en

| tant qu’application linéaire définie sur un espace normé de dlmensmn finie. [ |

Pour justifier quelques regles de calcul sur les différentielles en un point, nous aurons, par exemple, besoin

d’observer que d f,(o(|| 2]|) ) = 0(||h||) ou bien que o(||d f,( h)ll) o(||2]]). Montrons plus généralement que
pour toute application hnealre @, e(o(|l hll)) o(||#]|) et o(lltp(h)ll) 0(||h||). En dimension finie,
(i) ¢ est continue en 0 donc p(o(||k|])) = hy(e (h)) o(||2]|) puisque go(e(h))—» p(0)=0.

(ii) ¢ estlinéaire donc lipschitzienne. 1l existe C > 0 tel que pourtout h € E, ||<,0(h)|| C||h|| d’ol11a relation
souhaitée : 0(||<P(h)||) O(IIhII)

— Proposition 18.13 : Opérations algébriques
* Sif,g:% c E — F sontdifférentiables en a, alors pour tous A, u € R, A f + ug est différentiable en a et :

dAf +ugl.=Adf, +udg,

eSif:UCE—Fetg:¥V CF — G avec % etV deux ouverts vérifiant f(%) c ¥ et E, F et G trois
espaces normés de dimension finie. Si f est différentiable en a et g différentiable en f(a), alors go f
est différentiable en a et :

d(gof)a = dgf(a) odfa

Démonstration
Prouvons la deuxieme assertion. Par différentiabilité de f en a et de g en f(a),

(gofNa+h) = g(f(@)+dfaln)+ollhl))=g(f(@)+dgse (k)+o(k)=g(f (@) +[dgyiw o dfu] )+ ol
——— ——
=k
Par unicité de la différentielle, g o f est différentiable en a et d(g o f), = dgy(a) o dfa- |
Exercice 3
Soient f,g: % C E — R différentiables en a.

(i) Montrer que f x g est différentiable en a et déterminer la différentielle en ce point.

(ii) On suppose de plus que f(a)# 0. Montrer que % est différentiable en a.
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Partie II - Applications différentiables, applications de classe 6! n

Nous disposons en fait de la propriété plus générale suivante.

Proposition 18.14
Si M : F" — R est une application multilinéaire et si f},..., f, : E — F sont différentiables en a € E,
n

M(fi,..., f,) est différentiable en a et d(M(fi, ..., fu))a =ZM(ﬁ(a),...,fk_1(a), d(fi)a fir(a), ..., fula)).
k=1

Définissons maintenant la différentielle d'une application.

— Définition 18.15 : Différentielle et application de classe ¢

e Lapplication f : % c E — F est dite différentiable sur % si f est différentiable en tout point de % .
On appelle alors différentielle de f I'application :

df :|% cE — XZ(E,F)
a— df(a)=df,

* Lapplication f : % C E — F est dite de classe 6 sur %, ou continiiment différentiable sur %, si f est
différentiable sur % et si sa différentielle d f est continue sur % .

Exemple
| Si f:E — F estlinéaire, f est différentiable et sa différentielle est constante: Va<E, df(a)=f.

Exercice 4

Montrer que I'application (x, y) — x?—y? définie sur R? est différentiable en tout point (a, b) € R? et calculer

sa différentielle en (a, b). Faire alors le lien avec les dérivées partielles de f en (a, b).

B - Dérivées selon un vecteur et dérivées partielles

— Définition 18.16 : Dérivée selon un vecteur

Soient f: % C E — F et a € E. Sila fonction de la variable réelle t — f(a + t u) avec u € E est dérivable
en 0, on dit alors que f est dérivable en a selon le vecteur u et on pose :

fla+tu)—f(a)
t

Dy(f)(@)=1im

Quand une fonction est différentiable, elle est dérivable dans toutes les directions.

Proposition 18.17
rSi f est différentiable en a alors f est dérivable en a selon u pour tout vecteur u € E et D, (f)(a)=df,(u).

Si E est muni d'une base (e, ..., e,), on peut définir les dérivées partielles de f qui sont des dérivées selon des
directions privilégiées.

— Définition 18.18 : Dérivées partielles

Soit f : % C E — F.On suppose E muni d'une base (ey, ..., e,). Pour j €[1, p], on appelle, sous réserve
d’existence, dérivée partielle en a d’indice j la dérivée de f en a suivant e;, c’est-a-dire :
0 (a+te;)—f(a) (ay,...,a;_,a;+t,a;,q,...,a,)— f(a)
f(a)zlimf J f :limf 1 j—bhYj j+1 p f
ox; t—0 t t—0 t

Si f est différentiable en a, alors les dérivées partielles existent et :

0
vjell,pl a—f(a)zdfa(ej)
J
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10| Chap. 18 Calcul différentiel

P P P
1%}
Remarquons alors que par linéarité de d f,,, df,(h)=df, ( E h; ej) = E hjdf,(e;)= E hjﬁ(a).
i=1 i=1 j=1 J

En notant (abusivement) dx; les applications h — h;,

of of . Of
dfe =g (@dx+- +a—(adxp:;5— )dx;

Ainsi, lorsque f est différentiable sur % etsia € %,

p
1%

fla+h) = fla)+dfa(h)+ollhl) = (a)+2h,-a—£(a)+o(nhn)
j=1 J

Théoréme 18.19 : Caractérisation des applications de classe ¢!

Soient f: % C E — F et(ey,...,e,) une base de E. f estde classe ¢ Usur % si et seulement si les dérivées
partielles de f existent et sont continues en tout point de % .

Ce résultat est essentiel : il permet de justifier facilement la différentiabilité d'une fonction, a la seule condition
d’existence et de continuité des dérivées partielles (on obtient méme en prime la continuité de la différentielle).

Démonstration (a passer en premiere lecture)
On note || -[|r une norme sur F. Soit (ey, ..., e,) une base de E. Léquivalence des normes en dimension finie

p p
nous permet de choisir une norme particuliére sur E, celle définie par || k|| = Z |hj| pour h = Z hje;.
j=1 j=1
On munit Z(E, F) de la norme subordonnée || - ||, relative a || - || et || - || .

Supposons la différentielle de f continue en tout point de ’ouvert %/. L'existence des dérivées partielles
ayant été établie, il reste a justifier leur continuité. Soit a € %. Pour tous x € % et j €[1, p],

of of
’ FFAL a—xj(a)HF = [|dflep)—dfale))|| <[|dfx—dfall,p - llejll =0
Supposons maintenant I'existence et la continuité des dérivées partielles. Il s’agit de prouver que f
est différentiable en tout point a € % et de justifier la continuité de la différentielle.
4

Soientae % et h= Z hje; tel que a + h € % . Par dérivabilité de f suivant e,

j=1
P p-1 of p-1
f(a+h):f(a +Zhje]) :f(a JrZhjej)Jrh,[,a (a +Zhjej)+o(||h||)
j=1 j=1 j=1

2 & 2
Par continuité de —f en a, on obtient f(a+ h)=f a+Zhjej +hp—f(a)+o(||h||).
de, = dx,

De proche en proche, f(a + h f (a)+ Z h;—— a) +o(||h]]). f est bien différentiable en a et

p
df.(h) Zh] Ix )- Justifions désormais la continuité de la différentielle. Soit x € %.
j=1
p
of of 1% of
heE, |dfi(h)—df,(h)lr< —(x)—=— < |kl —(x)—=——
Vhe lldfc(h)—dfa(R)llF 2 axj(x) axj(a) i 1Al max 6xj(x) axj(a) .
1% 1% 1%
Ainsi, [|d fy —d fallop < 121]2?,(9 6‘)1;( —a—fj(a)F?Oparcontlnultedes—){j [ ]
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Exercice 5
Justifier que les applications suivantes sont de classe 6! et donner leur différentielle :

(i) les applications (x,y)— x, (x,y)— y et(x,y)— x> —y? sur R?;

(ii) la norme euclidienne usuelle || - || sur R” \ {0} et 'application || - ||*> sur R”.

of
Attention, les notations sont trompeuses! m ne désigne pas la dérivée d'une expression (ou d'une « grandeur »)

par rapport a y mais la dérivée d'une fonction par rapport a sa seconde variable. C’est une simple convention;
on note parfois cette dérivée partielle J, f pour alléger les calculs et lever toute ambiguité.

Concluons ce paragraphe en mentionnant ’exemple d'une fonction qui admet des dérivées directionnelles
dans toutes les directions sans pour autant étre différentiable (et encore moins 6!!).

Exemple

Considérons la fonction :

G (6, 9)£(0,0)

N

ﬁf 3
. ':' oS, \‘\\\~
filx,y)—{ x2+y? .....'.',,,

""ln“\\\\\\\“
m e

0si(x,y)=(0,0) i o
l
w l

Lapplication f est clairement de classe ¢! sur R?\ {(0,0)}.
Montrons qu’elle est continue sur R? et qu’elle admet des
dérivées suivant toutes les directions sans pour autant étre
différentiable ? en (0, 0).

 Lapplication f est continue en (0,0) puisque pour tout (x, y)#(0,0),

If(x,y)l=|f(rcosl9,rsin9)|:|rcos29sin0| <|r|———0=£(0,0)
(x,y)—(0,0)

* Lapplication f admet des dérivées suivant toute direction (a, b) :

f0+ta,0+tb)—f(0,0)  a®b a’b
t T a2+ b2 -0+ a2+ b2

V(a,b)#(0,0), VteRY,

of
dx

5‘f

En particulier, =—(0,0)= =—(0,0) = 0. La dérivée directionnelle suivant la direction (1, 1) vaut %
af
ox

of

* Si f était différentiable en (0,0), on aurait d fo 0)( 1y, o) = hy == Ix

directionnelle suivant la direction (1, 1) n’est pas nulle.

(0,0)+ h, —(0,0) = 0. Et pourtant, la dérivée

C - Représentation matricielle de la différentielle en un point

On munit a nouveau nos espaces E et F des bases (e;)< <, et (¢/)1<i<n. Pour toute fonction f : E — F, on
peut alors écrire, moyennant une certaine identification, f(x)= f(xy,..., x,)=(fi(x),..., fu(x)).
of
On suppose [ de classe 6. Les fonctions —f’ sont alors définies et continues pour tout (7, j)€[1,n] x[1, p].
x .
j
Ce sont des fonctions définies sur R” et a valeurs dans R.

Théoreme / Définition 18.20 : Jacobienne

La matrice représentative de d f, dans les bases (e;):<<) et (e )1<,<n est (8 fi (x)) = (8jf,-(x))1<,
x]- 1<i<n 1<

1<j<p
Elle est appelée matrice jacobienne ® de f au point x =(x,..., X,). On la note généralement J(x).

2. On observe sur la figure un « pincement » en (0, 0).
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Chap. 18 Calcul différentiel

Ainsi, pour f : % — F de classe 6" sur un ouvert % C E et x € %, la jacobienne de f au point x est:

afl (x) 6f1 (x)

2x, 6xp
Jr(x)= :

9 fn 3fn

T Fra (x)

Exemple
Soit f : (x, y,2z)— (2x + yz,cos(y) + x2). Lapplication est de classe 6! sur R® donc df existe en tout point
de R3. La jacobienne au point (1,0,2) est J£(1,0,2)= [; g g]
AinSi, dﬁl,O,Z) : Rg — Rz
(x,y,2) — (2x+2y,2x)
Soient f: E — F et g: F — G, de classe 6! respectivement sur E et F. go f : E — F estde classe 6! sur E et:
VX€E, Jgor(x)=Jg(f(x))xJr(x) puisque d(gof),=dgsux)odfx

Ce produit matriciel nous permet de retrouver la fameuse regle de la chaine (essayez!).

D - Gradient d’'une fonction numérique

On considere dans ce paragraphe uniquement des fonctions a valeurs dans R et on suppose E, espace vectoriel
de dimension p, muni d'une structure euclidienne. Soit donc f : % ¢ E — R avec bien souvent E =RP. On
suppose [ de classe 6! sur'ouvert % . D’apres ce qui précede, en tout point a € %, df, est une forme linéaire
et, dans la base canonique 2 de R?,

0 ol
df, e Z(RP;R) et ]f(a)zMat%(dfa): a_j;(a) _f(a)
P

On peut définir le gradient de f au point a au moyen de ses coordonnées dans la base 93 en posant :

af

3xl
Vfla)=

af

6xp

a)

En notant (-,-) le produit scalaire usuel de R”, pour tout i € R?,

p
1%
(Vf(a)h)=D hj>(a Z hjdfalej)=dfa(h)
La différentiabilité de f au point a se traduit alors par I’égalité :

fla+h) = fla)+(Vf(a),h)+o(lhl)

Il est également possible de définir le gradient de maniére intrinséque, sans l'usage des coordonnées et donc
d’'une base de E, al’aide du théoréme de représentation de Riesz.

Définition 18.21

Soit f : % c E — R différentiable en a. L'application df, étant une forme linéaire, il existe un vecteur
appelé gradient de f en a — et noté V f(a) —tel que pour tout h € E,

dfa(h)=(Vf(a) h)

3. Charles Gustave Jacob Jacobi (1804-1851), mathématicien allemand dont les travaux ont notamment porté sur les équations aux
dérivées partielles et la théorie des nombres.
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Partie II - Applications différentiables, applications de classe ¢!

Si f:9% c E — R est différentiable en a, pour & proche de 0, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne :
|fa+h)—f(@)~ [(Vf(a), )| < IV (@)l x |11l
L'écart absolu f(a+h)— f(a) est maximal dans le cas d’égalité |(V f(a), h) | =||V f(a)l|x||h||, c’est-a-dire lorsque

la direction h est colinéaire au gradient. Comme annoncé lors de I’étude des fonctions de deux variables, le
gradient indique bien la ligne de plus grande pente, la direction ol les variations sont les plus importantes.

E - Arcs paramétrés et dérivées le long d’'un arc

On appelle arc paramétré de classe 6* toute fonction vectorielle de classe 6%, définie sur un intervalle I de R
et a valeurs dans E. Soit désormais un arc paramétré y : I C R — E supposé de classe 6.

Soit 75 € I. On suppose que y'(ty) # 0. Alors, la courbe représentative de y admet une tangente au point y(z),
dirigée par le vecteur 7/(t).
Pour prouver ce résultat, considérons la droite A, issue de M(t),
e e 4 T —— y N . .
M(to) =7(to) dirigée par le vecteur M(ty)M(t), c’est-a-dire y(t)—7(%), et faisons
tendre ¢ vers tj : intuitivement, la droite limite sera tangente a la

M(t) courbe au point M(f). Plus formellement, on définit la tangente a
la courbe en M(f,) comme la droite passant par M(t,) et dirigée

M ()M (1)

par }mtl —————— lorsque cette dernieére existe.
1M ()M (o)l

Sous les conditions précédentes, c’est le cas, car pour tout ¢ # t;,

7' ()

r()=rlw) _r)=rlt)  t—1t /(1)
IO =rlell =t (@) =7l =0 [y ()l

On retrouve un résultat couramment utilisé en mécanique du point : le vecteur vitesse (tp), s’il est non

nul, dirige la tangente a la courbe en M(#).

Soient désormais f : % C E — F ety : I C R — E deux applications supposées de classe 6! respectivement
sur 'espace normé E et l'intervalle I. U'application composée f oy est elle-méme définie sur I et a valeurs
dans F. Géométriquement, c’est 'image de I'arc y par la transformation f. Si M(#,) est régulier, c’est-a-dire si
Y'(ty) #0g, 7/(1,) dirige la tangente a la courbe y en M(t,). Qu’en est-il pour la courbe foy?

Proposition 18.22 : Dérivation le long d’un arc

Sif:%cE—Fety:ICR— % sontde classe 6, alors f oy est de classe ¢! sur I et :

Veel, (for)(t)=df,u(r' (1)

Démonstration
C’est le résultat d'une simple différentiation de composée d’applications différentiables :

Viel, (for)(t)=d(for):(1)=(dfyody,)1)=dfyn(r' (1))
| puisque que pour toute fonction g : I R — F dérivable, g’(t)=dg,(1). [ |
La tangente a la courbe f oy en t, est dirigée par (f oy)(ty)=d fﬂto)()” (ty)) si celui-ci est non nul. Ce dernier
vecteur n'est rien d’autre que I'image du vecteur qui dirige la tangente a y en £, par I'application linéaire d f,,).
Ce résultat appelle plusieurs remarques :

e Siy(t)=x+tuavec x,u € E, alors y est un paramétrage de la droite affine passant par x et dirigée par u.
7'(t)= u est comme attendu constante et alors, (f oy)'(£)=d fy;)(u).
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m Chap. 18 Calcul différentiel

* Siy(t)=(x1(2),..., x,(t)) est de classe %!, on généralise la regle de la chaine :
/ / - / af
(f o) (8)=d o)y (r))zng(r)a—xj(xl(r),...,xp(t))

* Enfin, si f est une application numérique, (f oy)'(£)=df,) (¥ (£) = (Vf(r(2)),7'(¢)).
Ajoutons que si I'on suppose toute ligne de niveau décrite par un paramétrage y de classe 6, f oy est
constante. En dérivant, I'on obtient (V f(y(¢)),7’(t)) = 0, ce qui assure I'orthogonalité du gradient aux
vecteurs qui dirigent les tangentes aux lignes de niveau (cf. I'illustration page 4).

Proposition 18.23 : Intégration le long d’un arc
Sif:%cE—TFety:[0,1]1CcR— % sontde classe 6! etsiy(0)=a et y(1)=b, alors :

1
f(b)—f(a)=f dfy(r'(£) de
0

Démonstration
| La preuve est immédiate puisque 1'on peut intégrer la fonction continue (f oy) sur[0,1]:

1 1
! J dfy(t)(r/(t))dt=J (ferY(t)dt = fly()— f(r(0) = f(b)— f(a)
0 0

On notera que le résultat ne dépend pas du chemin choisi.

Corollaire 18.24 : Caractérisation des fonctions constantes

Soient %/ un ouvert connexe par arcs et f : % C E — F de classe 6! sur % . Alors,

f est constante sur % si et seulement si pour tout a € %, df, =04 r)

Démonstration

Limplication est simple. La réciproque est obtenue grdce a la forme intégrale prouvée ci-dessus. Attention,
cette derniére n'est valable que pour des chemins de classe 6*. Conformément au programme, on restreindra
la démonstration au cas ot 'ouvert % est supposé convexe.

Soient a, b € % . On considere la fonction y définie sur [0, 1] par y(¢)=(1—t)a + ¢t b. y est bien un chemin
de % de classe 6. Par nullité de la différentielle,

1 1
f(b)—f(a)=f dfy(,f)(r’(t))dmj 0dt=0
0

0

Donc f(a)= f(b). f est bien constante. [ |

On généralise ainsi un résultat bien connu : une fonction f € 6!(I,R) est constante sur l'intervalle I si et
seulement si f” est nulle sur I'intervalle I. Rappelons que les parties de R connexes par arcs sont les intervalles.

F - Vecteurs tangents a une partie

On étend maintenant la notion de vecteur tangent aux parties d'un espace vectoriel de dimension finie.

Définition 18.25 : Vecteur tangent
Si X est une partie de E et x un point de X, un vecteur v de E est tangent a X en x s'il existe £ >0 et un
arc paramétré y défini sur ]— ¢, €[, dérivable en 0 et a valeurs dans X, tels que 7(0) = x,7/(0) = v.

On note T, X 'ensemble des vecteurs tangents a X en x.

Untel ensemble T, X n'est pas, en général, un espace vectoriel bien que les exemples suivants puissent suggérer
le contraire. Pour déterminer les vecteurs tangents a une partie, on proceéde souvent par double inclusion.
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Exemple

Si & est un sous-espace affine de dimension finie et de direction E, alors, en tout point x € &, T, 6§ = E.

¢ Soit v € E. Il suffit de considérer la droite de & paramétrée par
y(t)=x+tv pour vérifierque v € T,.§.

* Réciproquement, soient v € T, & ety un arc de classe 6 défini
sur |—e¢, ¢, a valeurs dans & et tel que y(0)= x et y’(0)=v.

7’(”;?’(0) e

Vi e]—e, e[\{0}, E

Par passage a la limite, E étant fermé en tant qu’espace vectoriel
de dimension finie, y/(0)=v € E.

Exercice 6
Soit E un espace euclidien. Montrer que :

(i) pour tout point x € %(0,1), T, %B(0,1)=E.
(ii) pour tout point x € .#(0,1), T,.(0,1) = Vect(x)*.

Concluons cette série d’exemples par I'étude du plan tangent (affine) a une surface de R d’équation z = f(x, )
en un point donné. Soient . la surface d’équation z = f(x, y) ou f : R> — R est supposée de classe 6 et
My(x9, 15, 29) un point de . Le plan tangent en M, peut étre défini comme la réunion des tangentes aux
courbes tracées le long de . passant par le point M, c’est-a-dire comme le plan affine passant par M, et de
direction le plan vectoriel Ty, . Il reste a vérifier que Ty, est, comme attendu, un plan vectoriel!

¢ On construit un arc sur . en considérant deux fonctions
X,y :1—¢,e[— Rdeclasse €' vérifiant x(0) = x, et y(0)= y,
et y définie par:

re--r 3

VIE]—S,S[, Y(t):(x(l)rJ/([)rf(x([)»J’(t)))

Uy

Cette application y est de classe ¢ Lsur ]—e¢, ¢, a valeurs Uy
dans . et vérifie y(0) = M,. En dérivant y et en évaluant
en 0, on obtient :

of

1%
70/ x0), 50, ¥ 05150, 30+ YO F 50,300

Représentation de deux courbes tracées le long
d’une surface et des vecteurs tangents associés

Ce vecteur tangent a la courbe en M, est, quel que soit l'arc y considéré, orthogonal au vecteur :

of

0
n= (a(x()» o) %(xo» J’O),—l)

* Réciproquement, soit v = (v, v», v3) orthogonal a n. Il suffit de considérer I'arc y défini par :
Vt E]—é‘,é‘[, T(t)z(xo"‘ tVl’J’O"‘ tVer(x0+ tvl!y()-"_ tUZ))

pour constater que v € Ty, .7 . En effet, y est de classe € ! et a valeurs dans ., y(0) = M et y/(0) = v.
Nous venons ainsi de prouver que Ty, % = Vect(n)*.

Le plan tangent a . en M, peut alors étre défini comme 'unique plan passant par M, et de vecteur normal 7.
On retrouve I’équation déja donnée par troncature a I'ordre 1 du développement limité de f en (xg, y;) :

17 )
z = f(x0, Yo) + %(xo» Yo)* (x —xp) + %(xo’ ) (¥ — %)
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La description d’'une surface de R3 par une équation de la forme z = f(x, y) n'englobe cependant qu'un
nombre restreint de surfaces de 'espace. On définit plus généralement une surface de R3 par la donnée d’'une
équation implicite g(x, y, z) = 0, comme par exemple (x — x)> + (¥ — %)* + (z — z9)> = R?. Il n’est pas toujours
possible d’exprimer z en fonction de x et y pour se ramener au cas particulier précédent. Le théoréme suivant
permet de contourner cette objection pour déterminer le plan tangent a une telle surface. Sa démonstration
(hors programme) fait appel au théoreme des fonctions implicites, ce dernier précisant les conditions pour
exprimer localement z comme une fonction de x etde y.

Théoréme 18.26 : Hyperplan tangent

Soient g une fonction numérique de classe 6! sur 'ouvert %, X I'ensemble des zéros de g et x € X.
Sidg, estnon nulle, T, X =Ker(dg,) = Vg(x)".

Démonstration

Soient g : % C R” — R de classe 6!, X I'hypersurface d’équation g(x;,..., x,)=0et x € X tel que dg, #0.
Montrons que T, X =Ker(dg,) = Vg(x)*.
Remarquons pour commencer que dg, # 04rr r), Ker(dg,) est un hyperplan de R”. De plus,

h eKer(dg,) < dg,(h)=0 < (Vg(x),h)=0 < heVg(x)
Soit v € T, X. Il existe donc y :]— &, £[— X de classe 6! tel que y(0)= x et y/(0) = v.
Viel—gel, gy(r)=0 donc dg,u(y'(z)=0

En évaluant en 0, il vient dg,(v) = 0. Ainsi, T, X c Ker(dg,).

Admis. m

Le plan tangent a une surface . d’équation g(x, y, z) =0 en My(xy, Jo, 29) est donc le plan affine passant par
M, et de direction le plan vectoriel Ty, =V g(xo, ¥o, z0)*. Il a donc pour équation :

og og og .
s (X0, Yo, 20) - (x — Xp) + 3y (X0, Y0, 20) - (¥ — Yo) + 7. (X0, Yo, 20) (2 —29) =0 ol g(xo, ¥, 20) =0
Exercice 7

Déterminer une équation du plan tangent a la sphere unité de R3, muni de sa structure euclidienne, en un
point My(xo, Yo, Zo)-

I 111 | Applications de classe ¢*

Pour définir les dérivées partielles d’ ordres supérieurs, il suffit tout bonnement de... dériver les dérivées!
2 0
On notera, sous réserve d’existence, T ox ou J; ; f la dérivée partielle d’indice i de la dérivée partielle 3_f
Xi0 X; Xj
On définit plus généralement par récurrence les dérivées partielles d’ordre k pour tout k € N* :

okf a( ak-1f )

Oxj--0x;  9xj \Oxj_, 0%

Définition 18.27 : Application de classe ¢~

Une application est dite de classe 6* sur un ouvert % si toutes ses dérivées partielles d’ordre k existent
et sont continues.

Les sommes et composées de fonctions de classe 6* sont encore de classe 6*, les fonctions polynomiales
sont de classe 6 °°...
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Théoréme 18.28 : Théoreme de Schwarz
Soit f : % C E — F une application de classe 62 sur un ouvert % C E. Alors,
o%f _ o%f

8x,-5xj(x)_ ﬁxjﬁx,-

Vi,jell,pl, Vxe, (x)

Ce théoréme, que I'on admet, s’étend aux dérivées d’ordres supérieu