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Correction Devoir surveillé n°5 type EDHEC

Exercice 1.
On considere une matrice M € .#3(R) et f 'endomorphisme associé a M dans la base canonique de .31 (R).

1. Supposons que M soit diagonalisable, alors d’apres le cours, il existe une base de vecteurs propres de .43 1 (R),
ou M est diagonale D.

C’est a dire qu’ il existe P inversible et D diagonale telles que : M = PDP~!.
Alors, on a M2 = PD?P~l. De plus, D? est diagonale donc il existe une base de .43;(R), ou

M? est diagonalisable.

Soit A la matrice carrée d’ordre 3 donnée par :

0o 2 -1
A= (2 -5 4 ) et soit g 'endomorphisme de .43 ; (R) dont la matrice dans la base canonique de .43 ; (R)

3 -8 6
est A.
1 -2 2
2. (a) Parcalculdirect,ona:| A2=[2 -3 2| |puisona| A*=A2A%=1.
2 -2 1

(b) On déduit de la question précédente que X* — 1 est un polynéme annulateur de
A. Ce polynome a pour racines 1 et -1 et on sait que Sp(A) < {-1;1}. Donc

‘ les valeurs propres possibles de la matrice Asont —1 et 1. | Comme 0 n'est pas valeur propre de A,

’ la matrice A est inversible. ‘

(c) Donnons une base (u) de ker(g —1d).

x X
X=|y|eker(g-1d) <= A-D| y |=0

z z
-x+2y-z=0 -x+2y-2z=0

< 2x-6y+4z=0 Lr+2L; < -2y+2z=0
3x—8y+5z=0 L3+3L; —2y+2z=0

{ xX=z
—
y=z

1
Donc| ker(A—-1) = Vect ((1))
1

1

etavec u = (1) # 0 la famille (1) est génératrice de ker (A —1I) et libre, donc c’est une base de ker (A—1) et
1

on a aussi u base de ker (g —1d) car g est un endomorphisme de .4 ; (R) .

Donc| 1 est une valeur propre de A.

1 2 -1
(d) Lautre valeur propre possible de Aest-1.Or,A+1= (2 -4 4 )

3 -8 7
X X
SoitX=|y|eKer(A+I) <= (A+D)| y |=0
V4 Z

X+2y-z=0 x+2y—-z=0
= 2x—-4y+4z=0 L,-2L; < —-8y+6z=0

3x-8y+7z=0 L3-3L; -14y+10z=0
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x+2y—-z=0

= y=3/4z —x=y=2z=0.
z=0
Donc Ker(A + 1) = {0}. Par conséquent, —1 n'est pas valeur propre de A. Donc

A n’admet pas d’autres valeurs propres que 1.

(e) | An’est pas diagonalisable |car sinon il existerait P inversible et D diagonale avec D = telles que : A =

PDP~! =1 ce qui est absurde.

3. (a) Comme g est 'endomorphisme de .43, (R) dont la matrice dans la base canonique de .3, (R) est A,

1 -2 2
alors la matrice de g2 dans la base canonique de .43 1 (R) est AZ = (2 -3 2) .
2 -2 1

(b) Résolvons I'équation, A%X = —X , d’'inconnue le vecteur X élément de .45 (R).

X
AvecX=| y [,onaA’X=-X< (A2+1)X=0
z
2X-2y+22=0 1 -1
— 2x—2y+2z =0<=>x=y-z.DoncX=y[1]|+z| 0 |, avec (y,2) € R%.
2x-2y+2z=0 0 1
1 -1 1 -1
Donc ker (A% +1) =Vect||1|,| 0 || et|[[1]|,| O || estune famille génératrice et libre (2 vecteurs non
0 1 0 1
proportionnels) donc c’est une base de ker (A2 +1).

1 -1
Doit: v = (1 etw= ( 0 | estune base de ker (A% +1) et donc aussi de ker (g2 +1d).
0 1

(c) Lafamille (u; v; w) est de cardinal 3 qui est aussi la dimension de .43 ; (R). Donc il suffit de prouver que
la famille (u, v, w) est libre :

Soient x, y, z réels.

x+y-z=0 x=0
Sixu+yv+zw=0alors x+y=0 <<=<{ y=-x doncx=y=2z=0
x+z=0 zZ=-Xx

Conclusion :| Donc (u, v, w) est une famille libre de trois vecteurs de .43 1 (R)
donc une base de .43 1 (R).

(d) Onad’apres les questions précédentes, par définition des vecteurs u, v, w :
g (1) = udonc g2 (1) = g (1) = u (d’apres la question 2¢).

Puis d’apres la question 3b), gz(v) = -, gz(w) = —w. D’ou la matrice de g2 dans la base (u, v, w) est
1 0 0

donc:| D=|0 -1 O
0o 0 -1

La matrice D de g2 dans la base (u; v; w) est donc diagonale.

(e) A? est par conséquent diagonalisable d’aprés la question précédente car A? et D représentent le méme
endomorphisme (g?) dans deux bases différentes et sont donc semblables. On avait A non diagonali-
sable mais A diagonalisable.

Ainsi on a montré que la réciproque de I'assertion du début est fausse.

Si A est diagonalisable alors A? est diagonalisable mais pas de réciprocité!

4. On considere trois suites (u,), (v,) et (w;,) définies par leur premiers termes uy = a, v9 = b, wy = ¢ et, pour
toutneN,

(a) Recopier et compléter la fonction Python suivante qui renvoie les valeurs de u,, v, et w, pour un entier
n en argument.

def suites(n)
u=a
v=b
w=cC
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for k in range(n)

X=Uu—2*v+*w

y=2%u-3%y+2%y

Z=0%U-2*V+W

u, v, w = 1/3*%x, 1/3%y, 1/3%z
return u, v, w

(b) On complete par les instructions suivantes dont l'exécution produit la figure ci-contre.

p

b4
X
N

3
04 F7R K 0k KKK KK KKK KKK KKK K KKK K

U=np.zeros (30)

V=np.zeros(30)

W=np.zeros (30)

for k in range(30)
Ulkl,Vik],W[k]=suites (k)
N=[k for k in range(30)]

plt.plot(N, U, '+")

plt.plot(N, V, '.")

plt.plot(N, W, 'x")

plt.show()

Ceci est la représentation graphique des 30 premiers termes des trois suites.

Elles semblent toutes les trois converger vers 0.

Up
5. Notant, pour n €N, U, =| v, | alors avec la matrice| B = L1A2 lona, pourtout neN,| U,y =BU,.
Wn

6. Montrons par récurrence que, pour tout n €N, on a U,, = B"Uj.
Initialisation : n = 0, on a bien Uy = B°Uj.
Hérédité : supposons que pour un certain entier n, on ait : U, = B"U.
AlorsU,.; =BU, = B.B"Uy=B""1U,. Donc hérédité vérifiée.

par HR

Conclusion :| pour tout n €N, on a U, = B"Uj.

7. D’apreés la question 5, la question 3e), on a donc que B est diagonalisable. Donc, il existe une matrice Q inver-
sible (matrice de passage de la base canonique vers la base (u, v, w)) telle que :

1 0 o0)" &m0 0
B"=(3A?)"=(H"Q|0 -1 0| Q'=Q| 0 (" 0 |Q7'. Comme (3)" et (-1)") sont des
0 0 -1 0 (N CE )

quantités qui tendent vers 0, toute combinaison linéaire de ces deux quantités va aussi tendre vers 0.

Et comme on a vu que U, = B"Uj, les composantes de U,, sont bien des combinaisons linéaires de (%)” et

(-1 et tendent toutes trois vers 0, ce qui est aussi la conjecture émise aprés interprétation de 'exécution
3

du programme Python. | Les trois suites convergent bien vers 0.

Exercice 2.  Une urne contient trois boules indiscernables au toucher : une noire, une blanche et une verte. On
effectue des tirages successifs d'une boule avec remise jusqu’a I’'obtention de la premiere boule verte.
On définit trois variables aléatoires X, Y et Z de la maniére suivante :

— e X prend la valeur k sila premiere boule verte est obtenue au k-iéme tirage.
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— e Y prend la valeur 7 si on a obtenu n boules blanches avant I'apparition de la premiéere boule verte.

— e« Zprend la valeur ¢ si on a obtenu £ boules noires avant I'apparition de la premiére boule verte.
AinsiX=Y+Z+1.

Fonction Python (ou écrire une fonction) permettant de simuler une loi uniforme sur [[1, 3]] :

import numpy.random as rd
def UQ)
return(l+int (3*rd.rand()))

ou
def UQO
return(rd.randint(1,4))

On utilise cette instruction pour simuler le tirage d'une boule, avec la convention : si le résultat est 1, on a tiré
une boule noire, sile résultat est 2, on a tiré une boule blanche et si c’est 3, on a tiré une boule verte. Fonction
Python complétée suivante pour qu’elle simule le triplet des trois variables aléatoires : (X,Y,Z).

def V O
x =0; y =0; z=0; t =
while t !=
t =U () # la fonction simulant la loi uniforme
X =x +
if t ==
z =z +
if t ==
y=3y*

return ([ x ,y , z 1)

1. (a) X est le temps d’attente d'un succes (avoir une boule verte) dans la répétition d’expériences iden-
tiques et indépendantes. Le succes est “obtenir une boule verte", événement de probabilité 1/3. Donc

X suit la loi géométrique de paramétre 3. |VkeN*,P(X = k) = 1. (%)k_l.

SN

=3 |et| VX) = 5 =6.

(b) Onad’apresle cours,| E(X) = 1 =

wl—|—
wi—|

2. Pour tout triplet (k, n, ) de N3, commeonaX=Y+Z+1 alors:
si [X=k]In[Y =n]n[Z=10] estréalisé, nécessairement k =n+£+1, donc
esik#Zn+{€+1alorsPX=knY=nnZ=4¢)=0.
esik=n+€+1alorssiA=[X=kIn[Y=n]n[Z={], Areprésente 'évenement " obtenir n blanches et les

autres noires lors des k — 1 premiers tirages et obtenir une verte au k-ieme tirage".

PA) = (1) x (3)" % (%)k_l_n x (3) (car choix des boules blanches n blanches parmi k — 1, proba pour les

blanches, probas pour les noires, et la verte au k-ieme tirage).

Donc:| PX=knY=nnz=0=(*")(1)"

On aX(Q) =N*Y(Q)=N.
eSoitkeN*,sin=k,[X=knY=nl=¢doncP(X=knY=n])=0.
eSin<k-1,aveclaFPTetle SCE (Z=£)pc :

+00
P(X=knY=n))=) PX=knY=nnZ=40).
=0
Or, dans cette série, tous les termes sont nuls sauf un, celui correspondanta ¢ = k—n—1donc:

Sin<k-1,P(X=knY=n)=PX=knY=nnZ=k-n-1)= (%) ()"

Osin=k,
(L), sinsk-1

n J\3

Bilan de laloi du couple X,Y) :P(X=knY=n]) = {

+00 xn
3. On admettra que, pour tout entier naturel 2 et pour tout réel x telque 0 < [x| < 1: Z ( )xk = T
k=n —X

(a) Déterminons laloi marginale Y :

+00 oo [l -1 1 k
VneNPY=n)=) PX=knY=n)= ) (—) .
k=1 ksne1\ M J\3
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On pose ensuite j = k—1
+00 j\(1 Jj+1
VneN,P(Y=n)=)_ (—) .
i=n\1)\3
On utilise alors le résultat admis sur la série (0<1/3<1):

)VH—I ~ (1)n+l
=3 A
(b) OnaY =Y+1,Y(Q) =N*. )
PY' =n)=P¥+1=m=P¥=n-1=(1)"=1)"".(3).
Donc la variable aléatoire Y + 1 suit une loi géométrique de parameétre %

VneN,P(Y= n):(%)x (%) i :(%)n+1 x(

\SI[e8)

(c) On a alors par linéarité de I'espérance, | E(Y) =E(Y -1) =E(Y)-1=2-1=1 |

Et| Vi) =V{Y' -1 =V(Y)=2 |

4. Pour raison de symétrie des roles, Y et Z suivent la méme loi.
PY=0nZ=0)= (%) (car c’est avoir une boule verte au premier tirage).

Or,PY=0)xPZ=0)=(1).(3)=(3)

Donc| les variables aléatoires Y et Z ne sont pas indépendantes.

5. Déterminons la loi du couple (Y,Z).
VneNLeNPY=nnZ=0=PX=n+L+1nY=nnZ=0= ("""}

; g)n+2+1 d

"apres la question 2.
6. OnsaitqueX=Y+Z+1donc
VX)=VXY+Z+1)=VY+Z)=V(Y)+V(Z) +2Cov(Y,Z) =2+2+2Cov(Y,Z)
VY+Z)=4+2Cov(Y,Z2) =V(X) =6.

Donc| Cov(Y,2) =1etp(Y,2) = S352 = 1.

Exercice 3.

1. (a) Soiton faitle calcul direct pour Iy et une IPP pour I;, soit on connait le cours sur les variables a densité :
Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre 1, et soit f une densité associée, par
exemple la fonction définie par :

0 sit<0

f(t):{ et sit=0

+00
Alors on sait que (puisque X est une variable aléatoire a densité) que f f(t)dt est convergente est
—00

+00
f e_tdtzlzlo
0

vaut 1. Autrement dit :

+00
De méme, on sait aussi que X admet une espérance, qui égale a 1. Autrement dit, 'intégrale f tf(ndt

—00

est absolument convergente et vaut 1, i.e :

+00
/ te ldr=1=1,
0

+00
Pour I, soit on utilise un critere de négligeabilité : t2et = o(e "2y avec f e 24y convergente, soit :
o0 0
on sait également que X admet une variance, et donc un moment d’ordre 2. Ceci signifie que I'intégrale

+00
f 2 f()dt est convergente.

(o.0]

Pour info : elle vaut E(X?), soit, d’apres la formule de Kénig-Huygens : V(X) + EX)2=1+1% = 2. Par
conséquent :

+00
f e ldr=2=1,
0

a
(b) Soient a € [0;+oc0[ et ke N. On a alors I, (a) = f u (1 v(t)dt avec u et v les fonctions de classe 6! sur
0

R définies par u(f) = —e~* et v(¢) = t**1. On peut donc faire une intégration par parties :
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Iir1(a) = [u(t)v(t) Z—fo u(v'(ndt

_ [_ T las

a a
+f e lk+1D)tkdr
0 Jo

a
=—e % 4 (k+ l)f ke tdr
0

On a donc bien :| Iy (@) = (k+ DIi(@) —a**le @ |.

(c) D’apres ce qui précéde (en prenant k = 2) on a, pour tout @ = 0: I3(a) = 3I(a) — a’e%. Or, aSe™¢ P 0
—+00

(par croissances comparées), et I>(a) - I, avec I qui est égal a 2 (question 1).
a—+oo

On en déduit que Is(a) — 6.
a—+oo

Par conséquent, | l'intégrale I3 est convergente et I3 =6 |

a

De méme, pour tout @ = 0, on a : I4(a) = 4I3(a) — a*e~%. Or, on sait que a*e” - 0 (par croissances
a—+0oo

comparées). Donc I4(a) P 413.
—+00

On en déduit que | 'intégrale 14 est convergente et Iy =24 |

Remarque : on pourrait continuer ainsi et montrer par récurrence que Iy = k! pour tout k € N.
2. Soit (x,y) € R? quelconque. La fonction ¢ — (y+ xt + 2)2¢~! est une fonction continue sur [0; +oo[ (comme

produit de fonctions continues) et positive (un carré et une exponentielle sont toujours positifs). De plus,
+00

au voisinage de +oo : (y + xt + t?)?e”! ~ t*e™!. Et on sait (question précédente) que I'intégrale f tte”ldt
0

converge.

Par critere de comparaison pour les fonctions continues positives, on en déduit que

+00
I'intégrale f (y+xt+1*)%e " dt est convergente |.
0

3. (a) Soit (x,y) € R? quelconque. Pour tout ¢ > 0, on a (en développant) :

2ol = (y+xt+ tz)(y+xt+ t}e !

(y+xt+t
= (y2 +2xyt+2yt° + X2 +2xt3 + t4)e‘t
=y?e T+ 2xyte " +2ytte v X Pe 4 2xPe + the!

D’ot, par linéarité de l'intégrale :
+00 +00 +00o +00
f (y+xt+ tz)ze_tdtzyzf e_tdt+2xyf te"dt+2yf tPeldt
0 0 0 0

+00 +00 +00
+x2f tze_tdt+2xf tse_tdt+f ttetdr
0 0 0

(Toutes ces intégrales sont bien convergentes d’apres les questions précédentes)
Autrement dit :
Fx,p) = Yo +2xyl; + 2o + x°Tp + 2x13 + 14

C’est-a-dire, d’apres les valeurs calculées a la question 1 :

fx,y)=y*+2xy+4y+2x> +12x+24

(b) Lafonction| f estde classe €2 sur R? |en tant que fonction polynomiale.

4. (a) Ilsuffit de dériver. Pour tout (x,y) € R?, ona:

01(H(x,y) =4x+1242y et 02(f)(x,y)=2y+4+2x
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On cherche le (ou les) point(s) critique(s) de f en cherchant la ol ces dérivées partielles s’annulent
simultanément car R? est un ouvert :

01 f(x,y) = 0 4x + 2y = -12
{agf(x,y) = 0 - 2x + 2y = -4
— { 4x + 2y = -12
Ly—Lp-L; _2x = 8

y = 2

= { r = -4

Conclusion : 1a fonction f admet un unique point critique qui est (-4, 2).

(b) En redérivant les dérivées partielles d’ordre 1, et en utilisant le thme de Schwartz, on obtient, pour tout

(x,y) dans R? :

0 Ny =4 ;5 ,(NEN=0,Nxy=2 ; &,(Nxy =2

La matrice hessienne de f est donc en tout point (et en particulier au point critique) la matrice suivante :

) (4 2
V(f)(x,y)—(2 2)

(c) Appelons H la matrice ci-dessus. On cherche ses valeurs propres.
Soit A € R. On a les équivalences suivantes :
A est valeur propre de H < H — Al n’est pas inversible

2" 22

— @4-NQ2-N-2x2=0
< A -6A+4=0

n’est pas inversible

Or, on voit que la somme des racines est 6 et le produit des racines est 4.

Conclusion : les deux valeurs propres sont strictement positives.

On en déduit que f atteint un minimum local en (—4,2), qui vaut f(—4,2) = 4.

5. (a) Partons du carré au membre de droite et développons :

2(x+%+3)2=2(x+%+3)(x+%+3)

2
:2(x2+xy+6x+y1+3y+9)

2
=2x2+2xy+12x+y?+6y+18

On en déduit :

2 2
2x2+2xy+12x=2(x+%+3) —(y? +6y+18

(b) De méme:
1
S-2° =2 (¥ -4y+4)

y2—2y+2

N =N -

On en déduit :

2
y 1 2
Y oyt+6=-(y-2)2+4
5 y 2(}’ )
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(c) Pour tout (x,y) €R?, ona:

Fx, ) =2x* +2xy+12x+ y* + 4y + 24
2 2
:2(x+g+3) —(y? +6y+ 18)+y2+4y+24 (question 5.a)

:2(x+%+3)2+y?2—2y+6

C’est-a-dire, d’apres la question 5.(b) :

_ y 2 1 2
f(x,y)—z(x+§+3) +§(y—2) +4

Comme un carré est toujours positif, on en déduit que f(x, y) =4 pour tout (x, y) € R2,
i.e f(x,y) = f(—4,2) pour tout (x, y) € R2.

Autrement dit :| f atteint un minimum global en (—4,2) |.

PROBLEME.

Partie I : Un probleme de Cauchy et deux fonctions périodiques

Les résultats de cette partie sur les fonctions s et ¢ pourront étre admis et utilisés dans la suite car ils ne sont pas
toujours faciles a obtenir.
On considere le probléme de Cauchy :

y'+y=0
)y y0)=0
y'(0) =1

1. Pour résoudre un probleme de Cauchy, on commence par résoudre I'équation différentielle (homogene), ici
d’ordre 2. Pour ce faire, on considére I'équation caractéristique x> + 1 = 0. Cette équation n’admet pas de
solution dans R (discriminant strictement négatif). On ne peut alors rien dire.

Pour la suite du probléme, on admet I'existence et I'unicité d’'une fonction s: R — R de classe €*° solution
de (22).
On pose, pour tout ¢ € R, c(t) = §'(1).

2. Premieres propriétés des fonctions s et c.

(a) Comme on a admis que s était de classe C* et que ¢ = §', il suit naturellement que c est aussi de classe
C® sur R. De plus, ¢’ = (s')’ = s". Comme comme s est solution de (2?), on a que s" + s = 0 ou encore

n

s" = —s. Ainsi, pour| tout 7 € R, on a bien ¢’(r) = —s(¢).

(b) On pose, pour tout f € R, h(t) = c2(t) + s2(¢). La fonction h est dérivable sur R (elle est méme C®) et on
a, pour tout £ € R, 1/ (1) = 2¢' (1) c (1) + 28’ (1) s() = 2¢' (1) c(8) + 2¢(8) s(r) = 2¢c(8)(c' (1) + s(1)) = 0 d’apres la
question précédente. La fonction h a une dérivée nulle sur R.

Donc| h est une fonction constante.

(c) On connait (par définition des solutions du probleme de Cauchy) les valeurs de s(0) = 0 et c(0) = s'(0) = 1.
11 suit que A(0) = 12 + 02 = 1. Mais, comme la fonction h est constante sur R, on a

pour tout £ € R, ¢?(1) + s2(¢) = 1.

(d) On utilise la question précédente. On sait déja que pour tout t € R, on a (c*(t) =
0 et ¢>(t) = 1-5%(t) < l,ce qui donne 0 < c?(f) < 1 puis, -1 < c(r) < 1. Ainsi,

c est bien bornée sur R. C’est exactement la méme chose pour s.

3. Le but de cette question est de montrer qu’il existe 8 > 0 tel que s(8) = 0.
On raisonne par I'absurde en supposant donc que, pour tout 6 > 0, on a s(0) #0.

(a) Par hypothese, s ne s’annule pas sur R} ety est donc de signe constant. Si s était négative, alors ¢’ = —s
serait strictement positive et c serait strictement croissante sur R} et méme sur R, car elle y est continue,
ce qui implique notamment que, pour tout ¢ > 0, c(t) > ¢(0) = 1. Mais on a vu a la question précédente

que c était bornée par 1, ce qui est donc une contradiction. Il suit que| s est strictement positive sur R} .

Comme s" = —ssurR,| s" est strictement négative sur R’ .
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(b) i. Comme ¢’ = —s est strictement négative sur R} , ¢y est strictement décroissante. étant bornée (ici
c’est le caractere minorée qui compte), le théoréme de convergence monotone permet d’affirmer

que| ¢ admet une limite finie £ lorsque ¢ tend vers +oo |.

ii. La fonction c est continue sur R. Par le théoreme fondamental de 'analyse, la fonction ¢ —

t
f c(x)dx est I'unique primitive de ¢ qui s’annule en 0. Mais cette fonction est s. (car s’ = ¢ et
0

t
$(0) = 0). On peut donc écrire, | pour tout t € R, on a s(¢) = f c(x)dx.
0

iii. Montrons par I'absurde (et par disjonction de cas) que ¢ = 0. Supposons que ¢ # 0, distinguons alors
deux cas :
e £ > 0 : par définition de la limite, Ve > 0, il existe alors A > 0 tel que Vx = A, |c(x) —£| < € ce qui
signifie par exemple que c(x) = £/2, mais alors, pour ¢ = A, on aurait :
A t A t A
s(1) =f c(x)dx+f c(x)dx zf c(x)dx+€/2/ dx =f c(x)dx+(t—-A)/2 — +oocequinest
0 A 0 A 0 {—+o0

pas possible car s est bornée (majorée par 1).
* De méme si £ < 0, il existe B > 0 tel que Vx = B, c(x) < £/2, mais alors, pour ¢t = B, on aurait :

B t B t B

s(t)zf c(x)dx+f c(x)dxsf c(x)dx+€/2[ dxzf c(x)dx+(t—B)¢/2 — —ococequin’est
0 B 0 B 0 t—+o00

pas possible car s est bornée (minorée par -1).

Donc

(c) On sait que, pour > 0,¢'(f) = —s(t) < 0 donc c est strictement décroissante. Elle est aussi continue sur
R+ donc réalise (par le théoréme de bijection) une bijection de R+ sur ]0;1] car ¢(0) = 1 et c(¢) s 0.
—+00

On a bien que,| pour tout £ =0, c(f) = 0.

(d) Comme précédemment, s est croissante (car s' = ¢ = 0 sur R+) et majorée. Par convergence monotone,

donc| s admet une limite finie y en +oo.

(e) Onsait que ¢ = —s ou encore s = —¢’ donc,

t t
pourte[R,f s(x)dxz—f c’(x)dxz—[c(x)]é:—c(t)+c(()):1—c(t),
0 0

t
ouencore| pourtoutfeR, c(f) =1 —/ s(x)dx.
0

(f) En reproduisant le méme raisonnement que pour ¢, 'écriture ci-dessus avec une intégrale permet de
montrer que y =0.
Ceci n'est pas possible. En effet, s était croissante, si 6 > 0 est fixé, on a (s(0) > 0 par hypothése) et y =
lims(f) = s(8) > 0, quand ¢ — +o0. Ainsi, c’est notre hypothese initiale, a savoir que s ne s’annule pas sur
R qui est absurde.

On a donc montré que s s’annule sur R’} . On admettra que la plus petite valeur de 0 > 0 telle que s(0) = 0 est

T, ainsi:| s(m) =0, etVre]0,n[,s(t) #0.

En travaillant avec les conditions de (£?) vérifiées par s, on montre facilement et on admettra que s est une
fonction impaire et que, pour tout t € R, on a s(n — #) = s(¢).

4. (a) SoitreR,ona—teRetc(—1) =s(—1) = (—s(—1) = (s(£)) = c(1), car s est impaire.

Donc| c est bien paire.

(b) On a ¢ dérivable deux fois par composée et pour tout t € R, on a ¢"(x) = s" (¢ +2m) = —s(t +2m) = —@(?)

donc ¢@" +¢ =0.| Lafonction ¢ : £ — s(t + 2m) est bien solution de (£?) |.

On va vérifier aussi que ¢ vérifie les conditions initiales car alors par unicité de la solution, ¢ = s.
On a, d’apres les propriétés de s admises ci-dessus, ¢(0) = s(2n) = s(n—2m) = s(—m) = —s(7) = E

Observons aussi que ¢(t) = s'(f) = —s'(m— t) = —c(n - 1).

Ce qui donne (p’(O) =c(2n) = —c(n—2n) = —c(—m) = —c(m), car c est paire.

On sait aussi que c2(m) =1-s2(n) = 1. Donc ¢(m) € {—1,1}. Or, ¢’ = —s < 0 sur ]0, [ donc ¢ est strictement
décroissante sur [0, 7]. Comme ¢(0) = 1, on a c(11) = —1. Il suit alors que ¢'(0) = —c(m) = —(-1) = .
Ainsi ¢ est solution de (2?) mais le probléme de Cauchy a une solution unique, qu’'on a appelée s. Il suit

que @ = souencore| Vi eR,s(¢t+2m) = s(f). |Ondit que s est périodique, de période 2.
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(c) Montrons que c est périodique de période 2.
11 suffit de dériver,

soit r € R, c(t+2m) = §' (¢ +271) = (s(t +2n)) = §'(¢) = ¢(¢). Donc| c est périodique de période 2.

(d) i. Onadéjavuprécédemment que c était strictement décroissante sur ]0, n[. Elle y est aussi continue
et réalise donc une bijection de ]0,n[ sur | — 1,1[. En particulier, 0 admet un unique antécédent

0 €]0, .
ii. On peut dresser alors le tableau de variations de s sur [0, 7].
X 0 0 T
s'(x) =c(x) + 0 -
s(x) 0o / sO \. O

s’ g’annule en 6 en changeant de signes donc| s admet un maximum en 6 sur [0; 7.

On remarquera que ce maximum vaut 1, car §2(0) + c2(0) = 1 et ¢2(0) = 0 donc s%(0) = 1 et comme
s(0)>0,onal s =1.

iii. Montrons que 0 = 7.
Comme 0 €]0, [, alors m— 0 €]0, [ aussi. Mais, s(it — 0) = s(0) donc s est maximale en m— 0. Or, s

T
n’atteint son maximum sur [0, 1] qu'en 6. Il suitquen—-0=0<20=n<| 6= >t

iv. On pose, pour ¢ € R,y (f) = ¢(5 — t). Montrons que  est solution de (2).
Comme ¢’ = —s,onac" = —s' = —c.Ilsuit que y" (1) = = (~¢" (5 = t)) = —c(3 — t) = —w(1). Ou encore
Y"(t) = m = 0. Reste a vérifier les conditions initiales.
Y(0)=c(3)=c® =0
ety (0)=-c'(§)=s(3) =1
(on a bien justifié plus haut que le maximum de s était 1).

Ainsi, y est solution de (£2). Par unicité de la solution on a W = s, ou encore| Vf€R, c(g — 1) =s(1).

5. On a déja montré que c était strictement décroissante sur [0,%]. On sait que c est strictement positive sur
10, %[ (par définition de 6 = %), il suit que s est strictement croissante sur [0,7] (car elle est continue sur
I'intervalle fermé). Le théoreme de bijection qu'on applique dans les deux cas (chacune des fonctions est
continue sur I'intervalle correspondant et strictement monotone) permet d’ obtenir le résultat voulu.

Partie II - Une suite d’'intégrales

On considere la suite d’intégrales (W) définie, pour n € N, par:

H
W, = f c"(t)dt, ou c est la fonction étudiée dans la partie I précédente. Celle-ci étant continue sur [O, %], la

0
suite (W,,) est bien définie.

6. Ces calculs ne posent pas de probleme Wy = f ’ dt=
0

Wi = fog c(Odr = [s()]} = s(3)-so=[1]

7. Tl est suggéré de poser x = 5 — ¢ changement de variable affine donc licite qui donne :

_ I _ PRGN | G
dx——dt,t—2 X et pour les bornes 0 23 <0,

N A

I 0 I
W, = f2 c'(ndt = f c" (g —x) (—dx) = fz s"(x)dx, car d’apres la Question (4(d)iv) de la Partie 1, on a
0 0

I
2

c(3—x)=sx).

LS

Donc pourtou‘[nef\l,Wn:f2 s"(Ddt.
0

8. On sait que, pour tout £ € [0, E] ,c() € [0;1]. Ainsi, pour tout n € N, on aura c"(t) = "y,
Par positivité de 'intégrale (dont les bornes sont rangées dans I'ordre croissant), on a bien W, = W,,;;, ou

encore que la suite| (W) est décroissante.

9. Lindication sur I'utilisation de la Question (2c) suggere de remarquer que :
c2(1) = ()" = (1—s2(1) (1) = " (1) — s(£)s(£)c"(¢) et de poser :
W (1) ==s(0c" (1), v(®) = s(u(r) = L5 ™DV (1) = c().
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Les fonctions u et v sont clairement C! sur [0, g] par tout ce qui précéde. On peut donc faire une IPP :

s

s(H (e 3 1 2
(1) 1% fzc’”z(t)dt
n+1 o n+1llJo

3 3
Wi =f c”(t)dt—f s()s()c"(ndt=W,, —
0 0

1
Wn+2~

Comme ¢ (%) =0 = s(0), on obtient| Wy, =W, - Ty

Ou encore en regroupantles W,.» 1| W40 = (Z:? W,,.

10. On considere, pour n€N, J, = (n+ 1)W,W,,;1. On fait ce qu'on nous demande.
Soit neN, Jp+1 —Jn=n+2)Wp11Wyio — (n+ DWWyi1 = (n+2)Wpyg Z_Hwn -(n+ DWWy =0

+2

Ainsi, la suite (Jn) est constante. On a donc, pour tout| neN,J,, =Jo = WoW; = g

11. On a W,, = 0 (par croissance de l'intégrale, bornes croissantes avec c(t) = 0 sur [0, %]). On sait que (W) est

décroisante et que Y1) = Wisp

n+2 w, °
Donc on a W,;» <W,,;; ce qui donne % < Wanr
n

=W
Mais on a aussi Wy,41 <W,, d’ou1:

’ | (n+l) _ Whyo < Wyt <
pour tout n €N, on a 'encadrement : Tz T W, S W, S 1.

12. Comme n+1 ~ n+2,lorsque n — +o0, grace a '’encadrement précédent et le théoréme d’encadrement, on a:
W41 ~ Wy, lorsque n — +oo.
pLY

Mais onan/2 =], = (n+1)W,W,,1 ~ n"W? soit encore W2 ~ n

Finalement :| Wy, ~ /7., quand n — +oo.

Partie II1 : 'intégrale de Gauss

Le but de cette partie est d’évaluer (sans faire appel au résultat admis du cours) I'intégrale dite de Gauss :

+00 2
f eV dx.
0

13. Lafonction x— e~ 2 est continue sur R* et positive, I'intégrale est donc impropre en +oo. Sur [0, 1], il s’agit de
I'intégrale d'une fonction continue donc elle existe.
x> _ 1
Deplus e = o(32)-

X

{o0)
+00 1
Car x—zz =X . 0parC.C(onaposéX=x?).O0r, f — dx CV par Riemann (a =2 > 1).
e¥ €” X—+oo 1 X

+00
.2
Donc par critére de négligeabilités des intégrales de fonctions positives, f e ¥ dx converge donc par
1

+00 2
Chasles, f e * dx converge.
0

14. On utilise I'argument de concavité de x — In(1 — x) sur [0, 1[. (Cette fonction a sa dérivée seconde négative).
La courbe de cette fonction est donc toujours en-dessous de ses tangentes, en particulier par rapport a celle

en 0 d’équation y = —x d’ot1 'inégalité demandée.| Pour tout x € [0, 1], In(1 — x) < —x.

15. Soit n € N* fixé. Soit x € [0,1/n] alors d’apres la question précédente et par croissance de la fonction exponen-
2

tielle ln(l - %2) -

puis (1- 2" = In(1-2))<e™
uis —7) =exp nn( —7) e ™.
La positivité de I'intégrale (bornes croissantes) permet alors de conclure a I'inégalité suivante :

vn x2 " vn 2
f (1 - —) dx < f e Xdx.
0 n 0

16. De méme on a, pour n € N*, x € [0,/7] :
2 2 27" 2 2
ln(l + 7) < - donc (1 + 7) = exp(—nln(l + 7)) et
La positivité de I'intégrale (bornes croissantes) permet alors de conclure a I'inégalité suivante :

Vi Vi 2
f efxzdxsf (1+x—
0 0 n

17. A Taide du changement de variable x = \/nc(u), comme c est bijective de [0,7/2] sur [0,1] on a alors u =
¢ Y(x/v/n) qui est C! sur [0, /7] 2 valeurs dans [0,7/2], on a dx = v/nc' (w)du = —/ns(u)du.
Pour les bornes : 0 < /2, /n < 0 car c(0) = 1,c(n/2) =0,
NG 2\" 0 " n/2
(1 - —) dx= —f/ (1- c(u)z) Vns(wdu = \/ﬁf s du=| VnWa, |
/2 0

n

—-n

dx.

Donc ona:f
0
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On admet que le changement de variable x = /n2% S (est licite et) permet d’obtenir :

c(u)
vn x2 -n o
f (1+ —) dx= \/ﬁWgn_g.
0 n

On a doncYencadrement, pour tout n €N,
vn

\/EWZIH—I Sf e_xzdx < \/ﬁWgn_g.
0

18. Al'aidedela question (12) de la Partie II, on a au voisinage de +oo,

W1 ~ Aln% et Won2~1\/ 155 4n 7~ ‘F On divise alors 'encadrement précédent par ‘/TTT, le théoreme
too Vo, NG
d’encadrement entraine que tout tend vers 1. Donc f e Vdx= liI_P e dx= <t
0 n—+o0 Jo
+00 2
19. Soient m € R et 0 € RY. Par parité et la question précédente, on a : f e ¥ dx = v/n. On considére le
—00

changement de variable affine x = = \/’ﬁ licite que I'on fait directement dans I'intégrale impropre car on sait

qu’elle converge.

+o00 2
dx:ﬁidt,donc\/ﬁ:j:m e ¥ dx:f

+00 —
exp ﬂ dt=oV2m.
—00 202

20. Soit a un réel strictement positif et b et ¢ deux réels quelconques
b —

+oo t— 2 1
exp (—%) G—dt soit

2
En développant et en identifiant, on trouve que a = c= 02 + a soit donc

02’ 02’

1/(2a), m = —ba? = —b/(2a),a = c — m?/(20%) = c— b*/(4a) |

21. Onad’apres la question précédente que exp (—(at? + bt + c))—exp( =m)” m) —cx)—exp( (x)exp( %)

La convergence de l'intégrale est garantie et d’apres la valeur trouvée pour l'intégrale a la question 18, on a:

+00o b2_4
f exp(—(at2+bt+ 0))dt=V2no?exp(-a) = \/gexp(—ac).

00 4a
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