MATHEMATIQUES — CCINP/E3A DS

Mathématiques — CCINP/E3A — DS3

Les résultats doivent étre justifiés et encadrés (ou soulignés).
Numérotez chaque page de votre devoir.
La calculatrice est interdite.

Exercice 1 : Les polynomes de Hermite (CCINP 2025 PC)

Présentation générale

On définit la suite des polynémes de Hermite dans R[X] par Hy =1 et la relation de récurrence :
vneWlN, H,.1=2XH,-H,.

Lobjectif de ce probleme est d’établir quelques propriétés de cette famille de polynémes.

Partie I - Préliminaires
Les deux sous-parties suivantes peuvent étre traitées de maniére indépendante.

I. 1 - Un produit scalaire sur I’espace des polynomes

Dans cette sous-partie, on introduit un produit scalaire sur R[X].

t

Q1. Soit n € IN. Montrer que la fonction ¢ — t"e” * est intégrable sur [0, +ool, puis en déduire que cette fonction est

intégrable sur RR.

t

Q2. En déduire pour tout polynome R € R[X] que la fonction ¢ — R(f)e” * est intégrable sur R.

On déduit de la question précédente que I'on peut définir Papplication ¢ : R[X 1> - R par :
+00 9
vP,QeRIXE, oP.@)= [ POQue" dr
-0

Q3. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R[X].

— Réponse N

2 2 1
Q1. La fonction t — "¢ est continue sur [0, +ool et, par croissances comparées, et Wit 0 (t—z)
—+00
1
De plus, t — o) est intégrable en +oo (intégrale de Riemann avec 2 > 1).

Donc, par théoréme de comparaison,
2
t— t"e~" est intégrable sur [0, +ool.

2 2 1 1
De méme, t— t"e~" est continue sur R et t"e ¢ L =0 (t_2) ou, t— 2 est intégrable en —oco. Donc,

2
t— t"e”" estintégrable sur R.

Q2. Soit R € R[X]. La fonction ¢ — R(t)e_t2 est une combinaison linéaire de fonctions de la forme ¢ — ¢" e_tz, ounelN.
Ces fonctions sont intégrables sur R par Q1.

Donc, par somme de fonctions intégrables,
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t— R(t)e " est intégrable sur R.

Q3. Soient (P,Q,R) e RIXTIxR[IXTIxR[X]et A€ RR.
» Comme P@ est polynomiale, par Q2, 'intégrale ¢(P,Q) converge. Donc, ¢ est bien définie.

+o0o

+00
» Ona:p@Q,P)=| QWPWe™ d= f P1Q(e " dt = p(P, Q).

Donc, ¢ est symétrique.
» Par linéarité de I'intégrale :

¢(AP +Q,R)

+00
f AP(®)+Q@)R@B)e ™t dt

+00 9 9
- f (/lP(t)R(t)e_t +QR(t)e™" ) dt
+00

+00
Al P@OR@e dt + f Q@WRMet d&t

—00

Ap(P,R)+¢(Q,R).

Donc, ¢ est linéaire a gauche. Donc, ¢ est bilinéaire.
+00

» On a ¢(P,P) = f P()%et d, et comme, pour tout ¢t € R, P(®)2e =0, par positivité de l'intégrale,
@(P,P)=0. -
» On suppose que @(P,P)=0.
La fonction ¢ — P(t)2e_'f2 est continue et positive sur R.
Par théoreme, pour tout ¢t € R, P(t)ze_tz =0.
Comme e_t2 #0, pour tout t € R, P(¢) =0.
Donc, P posseéde donc une infinité de racines. Donc, P = 0.

Ainsi,

¢ est un produit scalaire.

1.2 - Calcul de 'intégrale de Gauss

+00

2 ,
Dans cette sous-partie, on détermine la valeur de I'intégrale f e dt dont on a prouvé la convergence dans la
—00
sous-partie précédente.

On considere les fonctions u : R — R et v: R — R définies pour tout x € R par :

1 e—(1+152)3c2

X
u(x):f e_t2 dt et v(x):f — dt
0 0 1+¢2

Q4. Justifier que u est de classe C ! sur R et donner une expression de sa dérivée.
Q5. Justifier que v est de classe C' sur R et donner une expression de sa dérivée.

7
Q6. Montrer que la fonction x — u(x)? + v(x) est constante sur R, puis que sa valeur est 1
+

o0
Q7. En déduire que la valeur de 'intégrale f e dt est V.

—00

Réponse

2
Q4. La fonction ¢t — ™" est continue sur R.
2
Donc, par le théoreme fondamental de I’analyse, u est une primitive de ¢ — e .

Donc,
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u est de classe €' sur R, et, pour tout x € R, u'(x) = e_x2
—(1+£2)x?
1+¢2
» Pour tout x € R, t — f(x,t) est continue sur le segment [0, 1], donc intégrable sur [0, 1].
» Pour tout ¢ €[0,1], x — f(x,¢) est de classe €' sur R et :
of
0x

Q5. Pour tout x € R et £ €[0,1], on note f(x,?) =

(x,8) = _oxe~ (1)

of xe—(lﬂ‘z)x2

» Pour tout xe R, ¢t — a—(x, t)=-2 est continue sur [0,1].
x

» Soit a > 0. Pour tout x €[-a,al et £€[0,1],0on a:
0
'a—f(x,t)‘ = 2|x|e_(1+t2)x2 <2a.
X

Or, t — 2a est continue sur le segment [0, 1], donc intégrable sur [0, 1].

Par théoréeme de dérivation sous le signe f , U est de classe € Lsur [—a,al.

Ceci est vrai pour tout a > 0, donc,
1 1 ! —(1+¢%)a
v est de classe € sur R, et, pour tout x € R : v'(x) =f (—er x ) dz.
0

Q6. Par opération, ¢ :x— u?(x) + v(x) est de classe €7 et, pour tout x€ R :
’ / / 2 [T e —x2 ! —(tx)?
@ (x) =2u (u(x)+v'(x) =2e e " dt—2xe e de.
0 0

On applique le changement de variable u = tx. On du = xdz. Donc,

1 2 x 2
xf e ) dtzf e ™ du.
0 0

Donc, pour tout x € R, g'(x) = 0.
Ainsi,

g est donc constante sur R.

De plus, pour tout xe R :

() = g(0) = (02 + (o>—o+f1 & _ (Arctanolt = ©
gx)=g0)=u v(0) = L Tee ctan(®)l = -

+00 2
Q7. Par définition, u(x) f eV dt.
xX—+00 0

De plus, pour tout x =0 :

1 ,-x2 1 q
OSU(x)sf e—dtzefxzf —dt:e’xzxz_
0o 1+1¢2 o 1+1¢2 4

0.

Par théoréme d’encadrement, v(x)
xXx—+00

T oo 5, V2o

Or, pour tout x € R, u(x)? + v(x) = e donc, en passant a la limite, ([ e! dt) =7

0

+oo 9
Par positivité de 'intégrale, comme I'intégrande est positive, f e dt =0, donc,
0

Par parité de I'intégrande,
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Partie II - Quelques propriétés des polynomes de Hermite

Dans cette partie, on établit quelques propriétés sur la famille des polynémes de Hermite. On rappelle que la suite

(Hy),eN est définie dans la présentation générale de I'exercice.
2

On consideére la fonction f :x—e™* .

Q8. Pour tout n € IN, montrer que H,, est de degré n et que son coefficient dominant est 2.

Q9. Montrer pour tout n € IN et tout x € R qu’on a f ™(x) = (=1)"H,(x) f(x). On rappelle que le produit scalaire ¢ sur
RI[X] est défini dans la sous-partie I.1.

Q10. Soit (p,q) € N? avec p < g. Montrer pour tout entier % € [0,q] que :
+00
¢ (Hp,Hy) = (177" f HP 0Pt
—00

Q11. Soit d € IN. Montrer que la famille (Hy,...,H,) est une base orthogonale de R 4[X].

Q12. Pour tout entier p € N, calculer la norme du polynéme H,.

—— Réponse

Q8. Pour tout n € IN, on note &, : « H, est de degré n et son coefficient dominant est 2" ».
Initialisation. Comme Hy =1, on a &.
Hérédité. Soit n € IN. On suppose &2, et on montre &2, .
Par opération sur les degrés, deg(2X H,,) = deg(X) + deg(H,) = 1+ n et deg(H,) < deg(H,) - 1 < deg(H,,).
Donc, comme 2X H,, et H,, n’ont pas le méme degré,

deg(H,+1) =deg(2X H,, — H,,) = max{deg(2X H,,),deg(H,)} = deg(XH,)=n+ 1.

De plus, le coefficient dominant de H,, ;1 est le coefficient de X "+1 dans 2XH,.
Par hypothése de récurrence, le coefficient dominant de H,, est 2", donc, le coefficient dominant de H,,,1 vaut on+l,
Donc, £,,.1.
Q9. La fonction f est de classe € sur R (produit de fonctions de classe €°°).
Pour tout n € IN, on note &, : « pour tout x € R, £ (x) = (-1)"H,(x)f (x) ».
Initialisation. Pour tout x € R, on a Hy(x) = 1, donc, f(o)(x) = efx2 =(=1)° x Hy(x) x f(x).
Donc, &,.
Hérédité. Soit n € IN. On suppose &2, et on montre &, 1.
Pour tout x € R, ™ (x) = (-1)"H,(x)f (x). En dérivant :

£y = (f(”))’(x)
= (1" (H,@)f @) +H,@)f'(x)
= (D" (Hp@f )+ Ha) x (-200e™ )
= (-1 (-2xH,(x)+ H,(x)) f (x)
= (=1)" x (~Hp1(0) % f(x) = (1" Hp 1 (0)f (x)

Donc, £,,.1.
Q10. Par Q9,
+00 +00
o) = [ HyoH e = [0 (07 00) &

On integre par parties :
u(t)=H,(t) u'(t) = Hy(t)
VO =-DIfP0) v =1 V@)

Par croissances comparées, u(t)v(t) = H p(t)(—l)q(—l)q_lHq_l(if)e_t2 T 0 et les intégrales sont convergentes
— 00
(Q2). Donc,

+00 +00
@Hp Hy) =0~ | Hy)x (-1 V(@) dt = f . H, ) x (1771 9D dt

—00
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En intégrant de nouveaux pas parties, on a : pour tout & € [0,q] :
Tk k gk k[T gk k
oy Hy) = [ HEOx 0P @ = ot [ PO 0w
—00 —00
Q11. Soit (p,q) € N? tel que p < q. Par Q15,

+00
p(Hp,Hq) :f HP0f @) dr.

Or, p < q et deg(H,) = p. Donc, Hﬁ,q) est le polynome nul, donc ¢(H,,H ;) =0.
Ainsi,

la famille (Hy,...,H ) est une famille orthogonale.

D’autre part, pour tout % € [0,d], deg(Hr) =%k <d.

Donc, (Hy,...,Hg) est une famille de polynémes non nuls de R [X] échelonnée en degré, donc, par théoréeme est
une famille libre de Ry[X].

Comme dim(R4[X]1) =d + 1 = Card((Ho,...,Hq)).
Donc, par théoréme

la famille (Hy,...,H;) est une base de R4[X].

Q12. Par Q10. :

+oo ()

O(H,, H,) = f HP0F (1) .
—00

Or, H,, est un polynéme de degré p et de coefficient dominant égal a 27, donc, H}(Dp ) _9op p!. D’ou, par Q3,

+00 9

oty ) =27p! [ e dr=27p1 Vi

—00

Ainsi,

IHp | = \/2Pp! V7.

*
*x X%

Exercice 2 : Calcul de distance dans .#,,(IR) (CCINP 2003 MP)

Dans cet exercice, n est un entier naturel non nul et on note .#,(IR) le IR-espace vectoriel des matrices carrées réelles
d’ordre n.

Pour une matrice A de .#,(R), A" est sa matrice transposée et tr(A) sa trace.

On note :

» I, la matrice unité de .4,(R);

» F,(R) le sous-espace vectoriel des matrices symétriques de .4, (R);

» </,(R) le sous-espace vectoriel des matrices antisymétriques de .4, (IR) .
Soit A et B deux matrices de .4, (IR). On (A|B) = tr(AT x B).

n n
Q13. On note A =(a; ;)1<i,j<n €t B = (b; j)1<i j<n. Montrer que (AIB)=)_ Y a; b; .
i=1j=1

Q14. Montrer que (:|-) définit un produit scalaire sur .4, (IR).
Q15. Montrer que .4,(R) = %,(R) & «,,(R).
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Q16. Montrer les sous-espaces vectoriels #,(R) et «#,(R) sont orthogonaux.

La norme associée a ce produit scalaire (norme de Schur) est notée : |A|| = /(A]A).
Si IT est une partie non vide de .4, (IR), la distance d'une matrice A de .#4,,(R) a la partie IT est le réel

d(A,Il)= inf |A - M]|.
Mell

1
Q17. Si A est une matrice de .#,(R), montrer que d(A,.#,(R)) = ” §(A — ANl et déterminer de méme d(A, <, (R)).

1 2 1
Soit la matriceI'= -2 -1 -1]de .3(R).
-1 -1 -2

Q18. Calculer d(I', «/3(R)).

— Réponse

Q13. Voir le cours.
Q14. Voir le cours.
Q15. Soit M € 4, (R).
Analyse. On suppose qu’il existe (S,T) € %, (R) x o/, (R) tel que M =S +T.
En transposanton M' =S +T' =S —T. En sommant les deux égalités , il vient 28 =M + M .
Donc, S = %.(M +M").Puis, T=M-S = %.(M—MT).
Synthese.
On note S = %.(M+MT) et T = %.(M—MT).
Onabien S+T =M.

De plus, .
ST = (%.(M+MT)) = (T (7)) = (T M) =S,
et
TT = (%.(M—MT)) %.(MT (MM = 1.(MT -M)=-T

Dong, (S,T) € %, (R) x o, (R).
Ainsi, par analyse-synthese,

Mn(R) = Sp(R) & ep(R).

Q16. Soit (S,T) e %, (R) x o, (R).
Ona
(S, Ty=tr(STT)=tr(ST) et (T,S)=tr(T'S)=—tr(TS).
Or, on sait que : tr(ST) = tr(TS).

Donc, (S,T) = 0. Ceci est vrai pour tout (S,T) € %, (R) x o, (R).
Donc,

Fn(R) LA, (R).

Q17. En dimension finie,
d(A, % R) = A -po,m)(A)I.

1
par Q15, p.&, (r)(A) = 5.(A +AT), donc,

d(A, #,(R)) = ”%.(A —AT)

1
De méme, comme p 4 (r)(A) = 5.(A -AD),
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1
d(A,ct,(R)) = A - pg,m)(A)] = H 54 +AT)

1 0 O
0 -1 -1
0 -1 -2

d(T, 4, (R) =2 V2.

Q18. Ona:

dT,«,(R)) = H %.(F +THl = = V12 4+ (=12 +(-1)2 +(-1)2 +(-2)2.

Ainsi,

*
*x X

Exercice 3 : Intégrale de Dirichlet (CCINP 2013 PC)

Calcul de I'intégrale de Dirichlet

0 1 —cos(2) it

Q19. Justifier 'existence de 'intégrale K = f 2
0

cos(?)

+o00 1 —
Q20. Justifier que I'application L: x — f 2 e " dt est définie et continue sur R, .
0

Q21. Montrer que, pour tout réel a > 0, I'application L est de classe €2 sur I'intervalle [a,+ool. Etablir ensuite que
Iapplication L est de classe € sur l'intervalle 10, +ool.

1—cos(?) ; 1—cos(?)

Q22. Montrer que les fonctions ¢ — —a ett— — sont bornées sur ]0, +oo[.

Q23. Etablir alors que les fonctions x — |xL'(x)| et x — |xL(x)| sont majorées sur R:.
Q24. En déduire que : lim L'(x)= lim L(x)=0.
Xx—+00 xX—+00
Q25. Pour tout réel x > 0, exprimer L”(x) sans utiliser d’intégrale.
On pourra remarquer que cos() = Re(e'?).

Q26. En déduire L'(x) pour x > 0, puis L(x) pour x = 0. Conclure que K = g

+o0 sin(2)

Q27. En utilisant une intégration par parties, montrer que f

T
df converge et vaut Eh
0

Calcul d’une autre intégrale

1
Q28. Justifier que la fonction u — n(ul) est intégrable sur 10, 1[.

1

Q29. Pour tout %k € IN, justifier 'existence et calculer f u*In(w)du.
0

Q30. Grace a un développement en série de 1 pour u €]0,1[ et en précisant le théoreme utilisé, justifier que :

fl 1n(u)du oo
0

u—1 k+12

+00 1 7'[2
Par ailleurs, on donne sans avoir a le justifier : Z s =
im0 (k+1) 6
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—— Réponse

1—cost
Q19. La fonction [ :¢+— 2 est continue sur ]0,+oo[ (quotient de fonctions continues).
De plus,
t2
7 1 1

r(@)

2024202 -0 2
Donc f est prolongeable par continuité en 0 et est donc intégrable en 0.

1
Comme cos est bornée, f(t)t = O( )

e
1
Or, t— 2 est intégrable en +oo (intégrale de Riemann avec 2 > 1).
Donc, par théoréme de comparaison, f est intégrable en +oo.
Ainsi,
f est intégrable sur ]0, +oo[, donc, I'intégrale K converge.

1—cost

—xt
£2 )

Q20. Pour tout x€ R, et >0, on note f(x,t) =

e

» Pour tout ¢ >0, x — f(x,t) est continue sur R*.

» Pour tout x € R, ¢t — f(x,¢) est continue par morceaux sur ]0, +oo[.
1—cost
2

» Pour (x,t) € R*x]0,+oo[, x¢ =0 donc 0 < e ™ < 1et |f(x,t) <

1—cost . e o
Or,p:t— est continue positive et intégrable sur ]0, +oo[.

2

Par théoreme de continuité sous le signe f ,

L est continue sur R, .

Q21. Soit a > 0.
» Pour tout £ >0, x — f(x,t) est de classe €2 sur [a, +oo[. De plus,
d 1-cost o
%(x,t) =- :OS e et a—x/;(x,t) =(1-cost)e ™.

» Pour tout x = a, ¢ — f(x,%) est continue par morceaux et intégrable sur ]0, +ool (domination de Q20).

0
» Soit x = a. La fonction ¢ — a—f(x, t) est continue par morceaux sur ]0,+oo[. De plus,
X

of t
a(x,t) o 5 —:0 OeR.

0
Donc, ¢t — a—f(x, t) est prolongeable par continuité en 0, donc est intégrable en 0.
X
De plus, comme cos est bornée, et x =a >0,

%(x,t) = o0 (%)
t t

ox —+00

1
Or, t— 2 est intégrable en +oo (intégrale de Riemann avec 2 > 1).
0
Donc, par théoréme de comparaison, ¢ — a—f(x, t) est intégrable en +oo.
X

0
Dong, ¢ — a—f(x, t) est intégrable sur 10, +ool.
X

» Pour tout x = a,
o%f
0x2

<2e79,

(x,1)

a

o1 t — 2e~ % est continue positive et intégrable sur ]0,+oo[ (intégrale de référence avec a > 0).
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DS

Donc, par théoréme de dérivation sous le signe f ,

L est de classe €2 sur [a,+odl.

Ceci est vrai pour tout a > 0, donc,

L est de classe €2 sur 10, +ool.

1—cost
Q22. La fonction v :¢+— est définie sur ]0,+ool.

2

On remarque que tligrn w(t) =0, donc, par définition de limite, il existe A > 0 tel que, pour tout ¢ > A, |y (¢)| < 1.
—+00

Reste alors a borner ¥ sur 10,A]. Or, ¥ est prolongeable par continuité en 0 (cela a été montré dans Q19). On note

encore ¥ le prolongement obtenu.

Donc, ¥ est continue sur le segment [0, A], donc, par le théoréme des bornes atteintes, ¥ est bornée sur [0,A] : il

existe M > 0 tel que pour tout ¢ € [0;A], |w ()| <M.
En notant M’ = max(1, M) on a : pour tout ¢ € [0, +ool, [w(¢)| < M.
Donc,

v est bornée sur 10, +ool.

—cost

De méme, la fonction ¢ —

que la limite en 0 est nulle). Donc, de méme

1-cost
— cos est bornée sur ]0,+ool.
Q23. Soit x>0.0na:
to 11 —cost
|xL' ()] sf ‘ xe ¥t dt.
0
. . 1—cost
Or, par Q22, il existe C > 0 telle que, pour tout ¢ > 0, <C.
Donc,
+00
L' (x)| < Cf xe ¥ ds.
0
Or,
+00
f xe Mdt=[—-e M ®=1.
0
Donc,
|xL'(x)| < C et x — |xL'(x)| est majorée.

De méme,

too 11 —cost +oo

|xL(x)| sf ' 5 xe‘xtdtsM'f xe “d<M'.
0 3 0

Donc,

lxL(x)| < M' et x — |xL(x)| est majorée.

Q24. Par la question précédente, pour tout x > 0,

M’ C
ILix)ls — et |Lx)<—
X X

1
Or, — = 0. Donc, par théoréeme d’encadrement,
X x—+00

tend vers 0 en +oco et est prolongeable par continuité en 0 (un équivalent montre

G. BOUTARD 9
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lim L'(x)= lim L(x)=0.
X—+00 x—+00

+00
Q25. Pour x >0, par Q21,0on a : L"(x) =f (1-cost)e ™ dz.
0

Or, ¢t — e~ est une fonction intégrable de référence. De plus, cos(t)e™ L= O(e™™), donc, par théoreme de
(e.¢]

—+

X

comparaison ¢ — cos(¢)e >’ est intégrable sur [0, +ool.

D’ou,

+00 +o00o 1 +00
L"(x) =f e_xtdt—f cos(t)e *tdr == —f cos(t)e > dz.
0 0 x Jo

D’autre part,

+00 +00 . et ¥
f cos(t)e ™ dt = Re (f P dt) =Re . .
0 0 —X+1 Jo

Or,

p(—x+Dt g%t

—x+1 241 t—+oo
Donc,

+oo -1 x+1 x
f cos(t)efxtdt:Re( ) :Re( ): -
0 —x+i x2+1) x2+1

Donc,

1 X
>0,L"(x)=~ - )
pour x (x) 2 211

Q26. En primitivant 'expression trouvée dans la question précédente, il existe ¢ € R tel que : pour tout x > 0,

1 1 2
L’(x)zlnlxl——ln|x2+1|+c:c+—ln( X )
2 2 x2+1

x2

Or, —— ~ 1, donc,
x2+1 x—+o0

L'(x) ——c.
X—+00
Par unicité de la limite et Q24, on a : ¢ =0.

Donc,
! 1 2
pour tout x >0, L'(x) =Inx — 3 In(x” + 1).
Une primitive de In est x — xInx — x. De plus, par intégration par parties,

2t2
2+1
“241-1
2+1
1
2+1
= xIn(x?+1)—2x+2 Arctan(x).

de

[xln(t2+1)dt xln(x2+1)—fx

= xln(x2+1)—2f

X
= xln(x2+1)—2f 1-

Donc, il existe une constante ¢’ telle que, pour tout x >0,

1 1
L(x)=xlnx— Exln(oc2 +1)—Arctan(x)+ ¢ =xln (1 + —2) — Arctan(x) + ¢’
x

1
Or,In(l+u) ~ uet - 0, donc,
u—0 x4 x—0

1 1
xln(1+—) X — 0

x2 | x—+00 x2 x—+00 x x—+00
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Donc,
L(x)

n+ ,
x—+00 2 ¢
C .. T / T

Par unicité de la limite et Q4, on a : ~3 +¢ =0, done, ¢’ = 3

Donc,

1
pour tout x >0, L(x) = xIlnx — §acln(ac2 + 1) — Arctan(x) + g

. 2z 7[
Par croissances comparées, xIn(x) —0> 0, et donc, L(x) — rh
x— x—

Or, par continuité de L en 0, L(x) Py L(0).
x—

Donc,

L(0) =

Comme L(0)=K,on a:

b{lﬁ

Q27. On inteégre par parties dans K. On note :

u(t) =1—cos(?) u'(t) = sin(?)

1 1
v(t)=—-= V') = <.
@) ; ®) 2
Par équivalent usuel et caractere bornée de cos, on a :
1—cos(¢ t
u(®v(t) = _Lzeos® ot 0 et u@®v(t)——0.
t t—0 2 t—0 t—+00

De plus, l'intégrale K converge, donc, on peut intégrer par parties et :

K:f+°° sin(t) &,
0 t

+00 sin(¢)

ou l'intégrale f dt converge.
0
Ainsi,

f+°° sin(t) g = E.
0 t 2

1
Q28. La fonction g:u— n(w) est continue sur 10, 1[.

De plus, g(u) o —Inu et —In est intégrable en O (intégrale de référence). Par théoreme de comparaison, g est
u—

intégrable en 0.
D’autre part, In(u) ~ (U 1, donc, g(u) — 1 et g est prolongeable par continuité en 1, donc intégrable en 1.
u— u—

Ainsi,
g est intégrable sur ]0, 1[.

Q29. Soit k € N. La fonction u — u*Inu est continue sur 10,1]. De plus, uk =0 O(In(u)) et In est intégrable en 0, donc
u_

par théoréme de comparaison u — u*lnu est intégrable sur ]0,1].
Par intégration par parties,

[uk+1

1
k
1 du
fou n(w) E+1

1 1 1
1 -—— | u*du.
n(u)]0 F1Jo u
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k+1
Or, par croissances comparées, 71 In(u) — 0, donc I'intégration par parties est justifiée et :
u—

1 & 1 1 & 1
1 dy=-—— duy=-—— .
fo u”In(u) Eeio (k+ 12
o e In@@) & 4
Q30. En utilisant la série géométrique, pour u €]0,1[, 1=~ Z u” In(u).
u- k=1

Pour & € IN, on pose g : u — —u*In(u).

» Pour tout & € IN, g;, est continue par morceaux et intégrable sur ]0, 1[ (Q29).

u .
est continue par morceaux

» La série de fonctions Z g1, converge simplement sur 10,1[ et sa somme S :u —
sur 0, 1[.

On reconnait une série de Riemann convergente, donc,

1 1
> Pourke]N,f0 ng(u)ldu=—f0 ukln(”)d”:(kjl)r

1
Zf |g»(w)|du converge.
k=070

1 +oo pl
Le théoréeme d’intégration terme a terme : f S(u)du = Z f gr(u)du et donc
0 —0J0

1 lnu to 1
du = .
| =X g
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Exercice 4 : Calcul d’une somme de série (E4A 2022 PC)

Les théoremes utilisés seront cités avec précision en s’assurant que toutes leurs hypotheses sont bien vérifiées.
Pour tout n € IN, on pose

w, =(-1)" f ? cos™ () dt.
0

Etudie de la convergence de la série de terme général v,

Q31. Vérifier que la suite (Ju,|) est décroissante.
Q32. Montrer que la suite (|u,|) tend vers 0.

Q33. Prouver que la série Z u, converge.
n=0

Calcul de la somme de cette série

t
Q34. Soit ¢ un réel. Linéariser cos? (5)
Q35. En déduire I f : 1 dt
. En déduire I = —dt.
w o 1l+cos(?)

Intégration terme a terme?

Q36. Déterminer une relation de récurrence entre |u, 2| et |u,|.

Q37. Démontrer par récurrence sur 'entier naturel n que 'ona: VnelN, |u,| = 1
n

Q38. Peut-on utiliser un théoreme d’intégration terme a terme pour les séries de fonctions pour calculer la somme

de la série Z u, ? On justifiera rigoureusement la réponse.
n=0

Utilisation du théoréeme de convergence dominée

n
On pose, pour tout ¢ € [O; g] et tout n € IN, v,(#) = (—1)" cos™(¢) et V,,(£) = )_ vp(®).

k=0
+00
Q39. En appliquant le théoréme de convergence dominée a la suite de fonctions (V,,),cv, calculer la valeur de Z Unp
n=0

—— Réponse

b/

. 3
Q31. Soit n € IN. Comme cos est positive sur [0, 5], par positivité de I'intégrale, f ’ cos™(t)dt = 0, donc
0

g
Iunlzf cos”(¢t)dt.
0

De plus, pour [O, g] , on a cos(t) € [0,1] donc cos™ 1(¢) < cos™(¢).

Donc, par croissance de l'intégrale, |u, 1| <|un,l.
Ainsi,

(Juy|) est décroissante.

Q32. Pour toutnelNette ]0, g] , on note f,,(t) = cos™(¢).
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» pourte ]O,g], |cos(?)| < 1, donc liIJZl fn@®)=0.
n—+0oo

7T
Dong, (f,,) converge simplement sur ]0, E] vers la fonction [ :¢— 0.
7T
» Les fonctions f, (n € IN) et f sont continues par morceaux sur ]0, 5]

T
» PourtoutnelNette ]0, 5] ,ona: |fp(®)|<1.Or, t— 1 est continue positive intégrable sur I'intervalle borné

o]

Par théoreme de covergence dominée,

1
] —»f F(t)dt=0.
n—+o00 0

Q33. Pour tout n € N, on note v, = |u,| de sorte a ce que u, =(-1)"v,.
La suite (v,) est positive décroissante et de limite nulle, donc, par le critére des séries alternées,

)" u, est convergente.
n=0

1+ cos(20)

Q34. Pour tout 0 € R, on sait que cos(20) = 2cos?(0) — 1, donc cos?(0) = 2

t
En prenant 6 = > ona;

z(t) 1+ cos(?)
cos”|=|=——.
2 2

Q35. Ona:

t b T
2tan(§)]0 = tan(z) —tan(0) = 1.

b 1 1
=" —  _@-=
fo 2cos? (&) 2

Donc,

Q36. Par intégration par parties,

lwntal =f§ cos(t)cos™ 1(¢) dt
0

ps
2

= [Sin(t)cos'”l(t)] fﬁ —(n + 1)sin(¢) cos™ (¢) sin(¢) dt.

0 - 0
Or, sin?()=1- cosQ(t), donc, par linéarité de I'intégrale :
% n n+2
luptol =+ l)f (cos™(t) —cos" " (1) dt = (n + 1)(lup| — un+2l).
0
Donc,

nsol = S
Upto| = ——|uyl.
n+ n+2 n

Q37. On raisonne par récurrence double. Pour tout n € IN, on note A, : « |u,| =

.»

n+1
T
Initialisation. n =0. On a |ug| = 3 =1, donc, 4.

s

2 1
n=1.0na |uil =f2 cos(t)dt=1= > donc, .
0
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Hérédité. Soit n € IN. On suppose A, et 4,1, et on montre A, 9.
Par hypothése de récurrence, on a :
n+1 1 1 1
X = = .
n+2 n+l n+2 n+3

n+1
luntal= x|upl =
n+2

Donc, on a A, 12.

Q38. Pour tout ¢t € [0, g] et n € IN, on note f,(¢) = (—=1)" cos™ ().
Par Q37,0n a :

3 1
t)|dt = =——=0.
f0|fn< el =gl > ——

Or, Z—l diverge (série harmonique), donec, par théoréme de comparaison des séries a termes positifs,
n+

s

® fa(D)dt diverge.
n>0J0
Ainsi,

On ne peut pas appliquer le théoréme d’intégration terme a terme.

7
Q39. » pourte ]O, 5], V,(t) est la somme partielle d’'une série géométrique de raison —cos(¢). Comme |—cos(¢)| < 1, la

série est convergente et :
1

V,(t) ——— —.
U —ves 1+ cos(t)
b4 1
Donc, la suite de fonctions (V) converge simplement sur ]0, —] vers la fonction V : ¢ — —.
2 1+ cos(?)

7T

» les fonctions V,, et la fonction V sont continues sur ]0, 5]
7T

» PournelNette ]0, 2 ], par inégalité triangulaire, on a :

n

(—cos()F
k=0

2
~ 1+cos(d)’

— (= n+l1
V(D) = =‘1 (= cos(t))

1+cos(2)

2 b4 b4
Or t— ——— est continue sur le segment |0, — |, donc est intégrable sur [0, —|.
1+cos(?) Thue su gm [ ’2]’ ntegr u ] ’2]

Par théoreme de convergence dominée,
7 _ g
sz lim V,()dt= lim f V() dt.
0 n—+oo n—+oo 0

Or, V,(t) = est une somme finie, donc par linéarité de 'intégrale,

n 5 t0 g
I= lim Zfo uk(t)dtzzo o
n=

n—’+00k:0

n

De plus, u, :€f2 v, (#)dt. Donc,
0

- Fin du sujet -
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