BCPST1 ANNEE 2025-2026

Evaluation des compétences calculatoires

Lundi ler Septembre 2025

Exercice 1

1) Mettre les nombres suivants sous forme de fractions irréductibles :

3 2 5 63 8 25
A%1757% SR Clab™
2) Simplifier au maximum les expressions suivantes :
2 N2
C = Vi2+ V75 -2 V48 p- V2, V20
Vi5 V6

Exercice 2

1) Développer et simplifier A(x) = (x +7)(5 —2x) — 2x — 1)(x + 3)
2) Factoriser B(x) = x> +2x+ 1 — (5x — 3)?

Exercice 3

Résoudre les équations suivantes :

@ 2 +10x+16=(x+3)(x-3)  (b) xfxizl) - x:“x __21) (© 6x—22+8=0

Exercice 4

Résoudre les inéquations suivantes :

2x +1 S 3

(@) 4—3x>19 (b) —x>+10x—-16<0 () — >
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BCPST1 Correction de I’évaluation de rentrée — page 1 ANNEE 2025-2026

Exercice 1

4—5+%—@ soit A—2
60 60 60 - 60

—@x§x§— B3x3x7)x8x(5xb)
407157 42 (8x5)x(5%x3)x(2%x3x%x7)

3 2 5
)eA=24=_2=
)eA=7%575%

e B soit |B =

NI

2) e C= V12+ V75-2V48 =2V3 +5v3 -2 x 43 soit |C = — 3.

_3\/5)(@_ 3x V2x2x 5
V5 V6 VBx VEx V2X 3

e D soit |D = 2.

Exercice 2
1) On développe: A(x)=(x+7)(5—-2x)—(2x—1)(x +3)
=5x — 2x? + 35 — 14x — (2x*> + 6x — x — 3)
= —2x%> - 9x + 35 — (2% + 5x — 3)
= —4x? — 14x + 38
2) On factorise : B(x) = x> + 2x + 1 — (5x — 3)?
= (x+1)2 = (5x — 3)2
=(x+1+5x-3)(x+1—-5x+23)
= (6x — 2)(4 — 4x)
= 8Gx - 1)(1 - x)

Exercice 3
(@ PourxeR, x*+10x+16=(x+3)(x-3) = x*>+10x+16=x>-9
— 10x = -25

= x=-25/10=-5/2

Ainsi L’ensemble des solutions de 1'équation proposée est . = {-5/2}.

(b) L'équation est définie lorsque x(x + 1)(x — 1) # 0. Pour x € R\ {-1;0; 1}, on a alors

xX+2 x—2
A+l xx-1) (x+2)xx(x—1) = (x=2) xx(x +1)

— x[x+2)x-1)-(x-2)(x+1)]=0
— x[x*+x-2-(x*-x-2)]=0

& 2x?=0 & x=0 (valeur interdite)

Ainsi L’ensemble des solutions de I'équation est . = 0.
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(c) Pourtoutx € R,ona 6x—2x*+8=0 < x*>—3x—-4 =0 (division par -2).
Le trindme a pour discriminant A = (=3)* -4 X (-4) =9+ 16 = 25 = 5.
Comme A > 0, ’équation admet deux racines distinctes

_3-5 _ 345

X1 5 -1 et X2 5 4
Ainsi L’ensemble des solutions de I'équation est . = {-1;4}.
Exercice 4
(a) Pour toutx € R, 4-3x>19 & -3x>15 < x<-5
Ainsi L’ensemble des solutions de 'inéquation est .’ = ] —co; =5].

(b) Le discriminant du trindme du second degré —x? + 10x — 16 est
A=10%-4x(=1)x(=16) =100 — 64 = 36 = 62
Comme A > 0, il admet deux racines réelles distinctes

-10-6 -10+6
X1 = ) =8 et Xy = ) =

Enfin, le trindme est du signe de —1 (négatif) a I'extérieur de ses racines, donc

2

L’ensemble des solutions de I'inéquation est . = | -c0;2]U[8;+oo].

2x +1 2x+1 _3x—-6
P 2 >3 >
(c) Pour tout x # 2, > 3 <> <>
7—Xx
>0
x—2

7 —
Dressons alors un tableau de signe pour étudier le signe de Q(x) = T ; sur R\ {2}.

x | -o0 2 7 +00
x—2 - 0 + +
7—x + + 0 -
QW | - |+ 0 -

L’ensemble des solutions de I'inéquation est donc | =]2;7].
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BCPST1 ANNEE 2025-2026

Devoir Surveillé n°1 de Mathématiques

Samedi 20 Septembre 2025 (Durée : 2h 30)

Exercice 1
1) Mettre les nombres suivants sous forme de fractions irréductibles :

2 7 8 4 15 1 63 8 25
A=373%y B=3%1%"2 C=0*B 0

2) Simplifier au maximum les expressions suivantes :

3v2 20 2
D= VI2+ V75 -2 Va8 po 32, V0 F =
Vi5 V6 3-+5
Exercice 2
Résoudre les équations suivantes :
xX+2 x—2

(@) x> +10x+16 = (x +3)(x — 3) (b) () x*+2x>+3=0

x(x+1) - x(x—1)
(d) 6x—2x>+8=0 (e) 8x>+56x+72=0 (f) 18x—-11=3

Exercice 3

Un capitaine s’adresse a son mousse :

« Il y a trois ans, moussaillon, j’avais le triple de ton 4ge, mais
dans six ans, je n’en aurai plus que le double, mille sabords ! »

Quel est I’age du capitaine ?

Les réponses « au pif » ne sont pas acceptées ... mettez le probleme en équation !

Exercice 4

Résoudre les inéquations suivantes :

x 1 4—-x 3x -1

-—z<1- —-2< >
(@ 5-3<1-— (b) V7x-2<3x+2 (© 5 >2
(d) -0,5x>+9x-28>0 (e) 3x2—-1>6x ) 4-x>1
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BCPST1 ANNEE 2025-2026

Exercice 5

1) Donner les valeurs exactes des nombre suivants :

1971)

(a) sin (5%) (b) cos (T

—2071) (d) cos (7057)

(c) sm( 3
2) Soit x € R. Simplifier les expressions suivantes :
A(x) = cos(—x) + sin(—x) + cos(x + 7) + sin(T — x)

B(x) = sin(sg +x)—2cos(217n —x)—3si1r1(x—7z)+si1r1(377Z +x)

Exercice 6

Résoudre sur l'intervalle | -7 ; 7t ] les équations et inéquations suivantes :

(@) 2cos*(x) —cos(x) =0 (b) sin(3x) = %

() cos(x)<2 (d) sin(x) < %
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Exercice 1

2 7 8 2 7x8 2x3 8 2

D e A=3-3X317373x3x7 3x3 3x3 donc|A="5
.B—éxg_l—éxﬁ_l—§_% it B—§
“3716 2 37 ax4 2 4 g |PT@

.ngxixgz (B3%x3x7)x8x(5x5) soit C:l.

40 15 42 (BXx5)x(bBx3)x(2x3%7) 2

D= VI12+ V75 -2V48 =2V3 +5vV3 -2 x 43 soit |D = — /3.

C3vV2 420 3x V2x2x 5 woit [
B= T8 V6 ~ Vox vox vax v O E=2
> 23+V5)  2(3+ ) 3+ V5

soit |F =

.FZS—\/§:(3+\/§)(3+\/§)_ 9-5 2

2)

Exercice 2
(@ PourxeR, x*+10x+16=(x+3)(x-3) = x*+10x+16=x*-9
 10x = =25
— x=-25/10=-5/2

Ainsi L’ensemble des solutions de 1’équation proposée est ./ = {-5/2}.

(b) L'équation est définie lorsque x(x + 1)(x — 1) # 0. Pour x € R \ {-1;0; 1}, on a alors

x+2 x—2

1) x(x-1) = (¥+2)xx(x=1)=(x-2)xx(x+1)

— x[x+2)x-1)-(x-2)(x+1)]=0
= x[x¥*+x-2-(x*-x-2)]=0

& 2x?=0 & x=0 (valeur interdite)

Ainsi L’ensemble des solutions de I'équation est . = 0.

(c) Pour tout x € R, on a clairement
x*+2x2+3>3>0

si bien que L’équation proposée n’a pas de solution.
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(d) Pourtoutx € R,ona 6x—2x>+8=0 < x*-3x—4=0 (division par -2).
Le trindme a pour discriminant A = (=3)> -4 X (-4) =9 + 16 = 25 = 5°.
Comme A > 0, ’équation admet deux racines distinctes

3-4 3+5
xlzT:—l et X2:T:4
Ainsi L’ensemble des solutions de I'équation est . = {-1;4}.

(e) Apres division par 8, I'équation proposée équivauta x> +7x +9 = 0.
Cette équation du second degré a pour discriminant

A=7>-4%x9=49-36=13
Comme A > 0, elle admet deux solutions réelles distinctes

_—7-+13 _ -7+ V13

X1 > X2 >
7+ V13 -7+ V13
Ainsi | L'ensemble des solutions de I'équation est .’ = {— 2\/_; > \/_}
(f) Pour x € R, 8Bx—1=3¢=8x-1=3 ou 8x-1=-3

—8x=4 ou 8x=-2

—x=1/2 ou x=-1/4

Ainsi, L’ensemble des solutions de I'équation est . = {-1/4;1/2}.

Exercice 3

Soient x 1’age actuel du capitaine et y I’age actuel du mousse.
e Il y a 3 ans, le capitaine avait le triple de I’age du mousse donc
x-=3=3x({y-3)=3y-9
soit x=3y—6
e Dans 6 ans, le capitaine aura le double de 1’age du mousse donc

x+6=21y+6)=2y+12

soit xX=2y+6
x=3y—6 x=3y—6 y=6+6=12
Ainsi = =
x=2y+6 3y—-6=2y+6 x=3x12-6 =30
Par conséquent, L’age du capitaine est 30 ans. (et celui du mousse 12)
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Exercice 4

(a) Pour tout x € R,

—3x-2<6—-(4—-x) (mult. par 6)
—3x-2<2+x

—2x<4 & x<2

Ainsi  |L’ensemble des solutions de I'inéquation proposée est . = | —c0;2].

(b) Pour tout x € R, \/7x—2<3x+2<=)(\/7—3)x<4

—xz 4
V7-3
En effet, V7 — 3 < 0 puisque 2 < V7 < 3.

4 4(\/7+3) :4(\/7+3):_2 -
V7-3  (V7-3)(V7+3)  7-9 (V7+3)

Or,

Ainsi  |L’ensemble des solutions de I'inéquation est . = [ 27 - 6;+0 [

3x—-1 3x—-1 2x+6
(c) Pour tout x # -3, ad =2 al > ad
x+3 x+3 x+3

3x—1 2x+6
- =0
x+3 x+3

=8
Dressons alors un tableau de signe pour étudier le signe de Q(x) = i ; Z sur R\ {-3}.
X | -oo -3 7 +00
x—=7 - - 0 +
x+3 - 0 + +
Q(x) + - 0 +

L’ensemble des solutions de 'inéquation est donc ‘5” =]-00;-3[U[7;+00]. ‘

(d) Pour simplifier I’étude, notons que

—0,5x2+9x-28>0 < -0,5(x*-18x+56)>0 < x>—18x+56 <0

Or, on a pour tout x € R
x> —18x+56 =(x—9)*-81+56=0=(x—9)*-5*=0= (x —4)(x — 14)

Comme le trindbme x? — 18x + 56 est négatif entre ses racines, on en déduit que

L’ensemble des solutions de I'inéquation est .7 = ]4;14].
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(e) L'inéquation proposée équivauta 3x*> —6x —1 > 0.
Le discriminant du trindbme du second degré 3x*> — 6x — 1 est

A=(-6)%-4x3x(-1)=36+12=48=4>x3
Comme A > 0, il admet deux racines réelles distinctes

6—43 243 6+43 +2x/§
3

X1 = =l-——" e x= c =1

Enfin, notre trindme est du signe de 3 (donc positif) a I'extérieur des racines, donc
2V3 ] 2 \/— |

L’ensemble des solutions est .¥ = ] —00;1 - —— 1+ —;+00

(f) Ona 4-x>1 & 4-x<-1 ou 4-x>1
— x>5 ou x<3

Ainsi |L’ensemble des solutions de I'inéquation est . = | -00;3[U]5;+0co[.

Exercice 5

1
1) (a) On a directement |sin (5:) =5 | par lecture du cercle trigonométrique.

191 191 3n ) 197 2
(b) Ona cos( 1 )—COS(T—ALR)—COS(Z) soit cos( 1 ) —

0n . (=207 C(=2m\ .| . (=20m V3
)=sm( 3 +6n):sm(7) soit sm( ):——

3 2

(c) Ona sim(_2

(d) Ona cos (7057) = cos (7057t — 7047) = cos (1) soit |cos (705m) = —

2) (a) cos(—x) = cos(x), sin(—x) = —sin(x), cos(x + 1) = — cos(x) et sin(mt — x) = sin(x)

d’ou A(x) = cos(—x) + sin(—x) + cos(x + 1) + sin(7t — x)

= cos(x) — sin(x) — cos(x) + sin(x) =

(b) sin(577Z + x) = sin(g + 21 + x) = sin (g + x) = sin(g — (—x)) = cos(—x) = cos(x)

21m T I’ .
cos (T - x) = Cos (E + 107 — x) = COSs (E - x) = sin(x)
sin (x — 1) = —sin (1t — x) = —sin(x)

in(3—n+x)— in(—z+2 +x)— in(x—z)—— in(z—x)—— (%)
sin{ = =5 5 +2m =s 5 )= —sin{5 = —Cos

21
Ainsi | B(x) = sin(5771 + x) —2cos (Tn - x) —3sin (x — m) + sin (3771 + x)

= cos(x) — 2 sin(x) + 3 sin (x) — cos(x) = sinx
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Exercice 6

(a) Pour toutx € R, on a 2cos’x —cosx =0
1
& 2 cos(x) X (cos(x) - E) =0

1
& cos(x) =0 ou cos(x)= 5

Or cos(x) =0 < cos(x) = cos (%)
= x:—§+2kn ou x:g+2k7z (ke Z)
et cos(x) = % &= cos(x) = cos (%)

<=>x:—§+2kn ou x:g+2kn (ke Z)

En prenant k = 0 dans chaque cas, on obtient les solutions dans l'intervalle proposé.

De ce fait, L’ensemble des solutions dans l'intervalle | —m; ] de
I’équation 2 cos®?x—cosx =0 est . = {_E._E. U E}
! 27 3'3"2)

. 1

(b) Pourx € R,ona sin(3x) = 5

& sin(3x) = sin(%)

<=>3x:%+2kn ou 3x:5?n+2kn (ke Z)

En prenant les valeurs k = =1,k = 0 et k = 1, on en déduit que

L’ensemble des solutions dans l'intervalle | —m; ] de I'équa-
{_1171 7/t m 5m 131 1771}

. . 1
tion sin(3x) = = est . = 18’ 18’18’ 18’ 18’ 18

2

(c) Pour tout x € IR, on a cos(x) <1 <2 donc

L’ensemble des solutions dans l'intervalle | —7t; 7]
de I'inéquation cos(x) <2 est . =]-m;n].

(d) On sait (ou on lit) que % = sin (%) = sin (?an)

On voit sur le cercle trigonométrique que les solutions de notre inéquation corres-
pondent aux abscisses curvilignes des points situés en-dessous des points d’abscisses

. T 37 )
curvilignes 1 et T (ceux-ci sont exclus).
Ainsi, L’ensemble des solutions dans l'intervalle | —7t; ] de
2
I'inéquation sin(x) < 7\/_ est ./ = ] -7 % [U] % ; n].
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BCPST1 ANNEE 2025-2026

Devoir Surveillé n°2 de Mathématiques

Samedi 8 Novembre 2025 (Durée : 3 h)

Exercice 1
Soient P et Q deux assertions.
1) (a) Dresser la table de vérité de I’assertion « (P = Q) OU (Q = P) ».
(b) Que peut-on en déduire ? Etait-ce prévisible ?
2) Simplifier les propositions suivantes :
(@) PET (P= Q) (b) P=Q)ET (Q = NONP)

3) Donner, en justifiant bien entendu, la négation des propositions suivantes :

() PETNONQ  (b) P= (PETQ) (©) (P= Q)OU (Q=>DP)

On simplifiera au maximum la proposition obtenue.

Exercice 2

Calculer les limites suivantes, en détaillant soigneusement les raisonnements :

2 _
() lim o C;’ S_(gdx) S (b) lim V5— 3 +7x (¢ lim (—5x*+3x> - 7)
. —8x+7-5x% . 25—4x . x?—4x-5
() lim —==3 © lim o =77 0 lim 710

Exercice 3

Calculer, en justifiant bien, les limites suivantes :

2 -
(@) xl_iﬂ x* cos (X;Ui 1) (b) }Ciir(}x3 sin(%) (©) Ef% %
) xe* . e | o
@ e @ lim () lim 2
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Exercice 4

Déterminer proprement les ensembles de définition et de dérivabilité des fonctions suivantes,
calculer ensuite leurs dérivées et étudier leurs signes (sauf celui de /")

1 1
x— Vx—-4 X —_ — h:ixr—2xIn(1+ -
$ 2 +x+1)° x
) 1—-x Clnx xe*
jrxr— k:xr—e*m [:x+—
1+x e*—1

Indication : pour déterminer le signe de I’, on commencera par dresser le tableau de variations
sur R de la fonction m : x — e* —x —1 afin d’en déduire son signe.

Exercice 5

Partie A - questions de cours
Soient E, F deux ensembles et f : E — F une application.
1) Que signifie précisément « f est injective » ?
En pratique, comment démontre-t-on que f est injective ?

2) Que signifie précisément « f est surjective » ?
En pratique, comment démontre-t-on que f est surjective ?

Partie B - application

Etudier la surjectivité et l'injectivité des applications suivantes :

1) f:|]R—R 2) ¢:]R—R 3) h:] R> — R?
X+—3x—-7 x+—2x|+1 (x,y)— (x,x+y)
Exercice 6
On définit I'application f:|Z —Z .
n+— 3n

1) Cette application est-elle injective ? surjective ?

2) On pose A ={-2;0;5;6;12}.
Déterminer 'ensemble de tous les antécédents par f des éléments de A.
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Exercice 1

1) (a) Voici la table de vérité demandée :

PIQIP=Q| Q=P P=QO0U(Q=D)
V|V A% \Y% \Y%
V| F F \Y% \Y%
F|V A% F \Y%
F|F A% \Y% A%

(b) On en déduit que I'assertion proposée est toujours vraie ... et ¢’était prévisible car :
P=QO0UQ=D)
équivauta (NON P OU Q) OU (NON Q OU P)
équivauta NON P OU P OU NON Q OU Q
équivauta VRAL

2) (a) PET(P= Q)
équivauta P ET(NON P OU Q)
équivauta (P ET NON P) OU (P ET Q)
équivauta FAUXOU (P ET Q)
équivauta PETQ

(b) (P= Q)ET (Q = NONP)
équivauta (NON P OU Q) ET (NON Q OU NON P)
équivauta NON P OU (Q ET NON Q)
équivauta NON P OU FAUX
équivauta NON P

3) Utilisons les regles logique vues en cours.
(a) NON (P ET NON Q)
équivauta (NON P) OU Q
équivauta P= Q

(b) NON (P = (PETQ)) équivauta NON (NON P OU (P ET Q))
équivauta P ET (NON P OU NON Q)
équivauta (P ET NON P) OU (P ET NON Q)
équivauta FAUX OU (P ET NON Q)
équivauta P ET NON Q

(©) NON (P = Q) OU (Q = DP))
équivauta NON (P = Q) ETNON (Q = P)
équivauta NON (NON P OU Q) ET NON (NON Q OU P)
équivauta PETNON Q ET Q ET NON P
équivauta FAUX
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Exercice 2

(a) Lafonction f:x+—

De ce fait, lim2 f(x) = f(-2) = 4

2

- +3
z C; s—(|7:c|x ) est une composée de fonctions usuelles et définie en —2.
—cos(=2m) +3 6 soit | lim x* —cos(mx)+3 _5
5-2 _3 x—-2 5—|x| -

(b) Ona 5-x*+7x ~ —x>.0r, lim —x° = +o0 par produit de limites.

X—-00 X—-00

On en déduit que lim (5 — x® + 7x) = +c0.
xX—-00

Enfin, lim 4/ = +co d’ott | lim V5 —x3 +7x = +oo| par composition de limites.

Y—+00

X—-00

(c) Ona 3x*-7= o (x4) dott (=5x*+3x3-7) ~ —5xt.
X—-00

X——-00

Or, lim x* =+c0 donc lim (—5x*) = —co par produit de limites.

X—-00 X——00
De ce fait, lim ( —5x* + 3% — 7) =00
X—-00
—8x +7 —5x2
(d) Ona (—8x+7-5x2) ~ —5x2 et 3+22) ~ 2% donc = 2"* _ 5
xX——-00 xX—-00 3+ x2 xX—-00
—8x +7 —5x2
Par conséquent, lim u = 5.
xX—-00 3+ x2

(e) Les numérateur et dénominateur sont des fonctions usuelles définies en 7.

On en déduit alors que lirr; (25 —4x) = -3 et lirr} (x=7)%=0".
x— x—

Il en découle que

. 25 —4x ) ..
lim ——= = -oo| par quotient de limites.
x—7 (x — 7)2

(f) Notons déja que 5 est racine des polyndmes x> — 4x — 5 et x? — 7x + 10. Les produits de leurs
racines (-5 et 10 respectivement) permettent de déduire que les secondes racines sont —1 et 2.
De ce fait, on a pour tout x € R

x> —dx-5=(x-5x+1) et 2¥®-7x+10=(x-5)(x-2)

On en déduit que pour tout x # 2 et x # 5,

+1
Enfin, la fonction h:x +— X

Ainsi,

Tristan Poullaouec

2—4x-5 (x-5x+1) x+1

2-7x+10 (x-5x-2) x-2

est une fonction usuelle définie en 5.

x+1 6 x> —4x -5
I =222  dou |lim 2 —X=>
s x—-2 3 o o X2~ 7x + 10
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ANNEE 2025-2026

Exercice 3

X2 X2 X2

(@) Ona x*+1 ~ x? donc ~
X—+00 XZ + 1 x—>+0 x2

xoroo x2 +1

X2 +1

X—+00

—— = 7t. De ce fait, lim =T

2
De plus, lim cos(y) = cos(n) = -1 donc lim COS( ua ) = cos (1) = =1 par composition.
y—)Tl

2
. . N . X . .
Enfin lim x* = +co d’ot1 | lim 3 COS( ) = —oo| par produit de limites.

x2+1

X—+00 X—+00

1
3 .
X Sll’l(;)

Or, lirré Ix> = 0 par produit de limites.
x—

(b) Pour toutréelx # 0,on a < |x® car [sin| < 1.

1
On déduit alors du théoréme des Gendarmes que 1irr(1) x> sin (—2) =0.
x— X

(c) Pour x > 2, posons h = x -3 : alors lirré h=0 et In(x —2) =In(1 + h).
x—

In(x -2
Or In(1+h) ~ h donc In(x —2) ~ x—3 sibien que |lim M =1
h—0 x—3 -3 Xx—3
X X
(d) Comme 1= o (e¥) alors e*-1 ~ e* dou fe ~ Xy
X—+00 xX—+00 eX¥ —1 xo+0 e¥

xe*®

Par conséquent, | lim = +o0.

x—+00 X — 1

(e) Ona lim e*=0 donc lim (e*—1) = -1 par somme de limites.

X—-00 X—-00

De plus, lim xe* =0 d’apres les croissances comparées.
X—-00

xe~

On en déduit par quotient de limites que | lim 1 =0.
x—-00 X —

X X

xe xe
(f) Ona e*—1 ~ x donc ~ =e™
x—0 eX—1x-0 x
. ) xe*
Or lime? =e%=1 donc | lim =1.
y—0 x—0e*—1

Exercice 4

1) Posons u:x+— x—4.

e Lafonction f = +/u est définie lorsque u > 0, donc sur [4; +oo .

o Elle est dérivable (comme composée de fonctions dérivables) lorsque u > 0, soit sur ] 4; +oo [.

e Enfin,ona f’ =u’/2+/u sibien que

N 1
ro= =1’

Vx>4

Tristan Poullaouec
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2) Définissons tout d’abord la fonction auxiliaire v :x +— x> +x + 1.

e Notons que v(x) # 0 pour tout x € R, car son discriminant est A =1-4 <0.

Par conséquent, L'ensemble de définition de g est %, = R.

e De plus, v est dérivable sur R et v’(x) = 2x + 1 pour tout x € R.
De ce fait, la fonction g = v~ est dérivable sur R et ¢’ = -3¢ v, soit

, —6x -3
VxeR S0 = iy

e Enfin, ¢’'(x) est du signe de —6x — 3 = —3(2x + 1) d’ot1 le tableau de signe de g’ :

X —00 -1/2 +00
2x +1 - 0 +
8’ (%) + 0 -
P . e 1 x+1
3) Définissons tout d’abord la fonction auxiliaire # :x+— 1+ 1>

e Cette fonction est bien évidemment définie sur R*.
Par ailleurs, 1’expression h(x) est définie lorsque u(x) > 0; étudions alors le signe de u.

X —00 -1 0 +00
x+1 - 0 + +
x - - 0 +
u(x) + 0 - H +
Ainsi L'ensemble de définition de h est &), =]-00;-1[U]0;+c0]. ‘
- 1
e De plus, u est dérivable sur R* et u/(x) = 2
De ce fait, h:x+— 2x Inu(x) estune fonction dérivable sur &, et
Ch =3 2x(Z)x
() = 2Inu(s) + 263 —2ln(1+ e (S )x ==
it Vxeq h’(x)—Z[ln(1+1)— ! ]
50 h B x/) x+1
o , . - 1-x
4) Définissons tout d’abord la fonction auxiliaire g:x+— 1o

e Elle est définie lorsque 1 +x # 0, soit x # —1.
De plus, 'expression j(x) est définie lorsque g(x) > 0; étudions le signe de g.

X —-00 -1 1 +00
1-x + + 0 -
1+x - 0 + +
q(x) - || + 0 -
Ainsi L'ensemble de définitionde j est ¥, =]-1;1].
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e La fonction usuelle g est dérivable sur son ensemble de définition R \ {-1} et
_(-DxA+x)-1-x)x1 -2

Yx#-l q4® (1 + ) (1 + 2

Par contre, la fonction racine carrée n’est dérivable que sur ]0;+oo[.
’

9
2v7q

soit

De ce fait, la fonction composée j = 4/ est dérivablesur | -1;1[et ;' =

_ -2 _ - V1l+x
21 +x)?2g9(x)  (1+x2VI-x

Vxe]-1;1] 7' (x)

e On voit clairement que ‘Vx e]-1;1[ j'(x) < O‘

5) Considérons la fonction auxiliaire w : x — xInx.

o Elle est définie lorsque x > 0. Comme k = e®, alors

L’ensemble de définition de k est Z =]0;+oc0]. ‘

e De plus, w est dérivable sur % en tant que produit de fonctions dérivables et

Vx>0 w’(x):lnx+x><}—6:1nx+1

De ce fait, la fonction composée k = e est dérivable sur |0;+co[ et k' = w’ e®, soit

V>0  K(x) =(Inx+1) et

e Comme e*"* > 0, alors K (x) est du signe de 1 + Inx. Or, pour tout x > 0,
l1+lnx>0 < Inx>-1 e x>1/e

par croissance de la fonction exp. On en déduit le signe de k” :

x |0 1/e +00
K (x) - 0 +

6) L'expression I(x) est définie lorsque e* —1 # 0 soit x # 0. Ainsi,

‘ La fonction [ est définie sur 2, = R".

Elle est dérivable sur 7, en tant que produit et quotient de fonctions dérivables, et

_(xe*+ef)x(e¥-1)—xe*xe* e -xe¥-e*

VxelR* I'(x) e 1) = e 1)

e*(e¥—-x-1)

soit VxeR U'(x) = e 17
e —

Considérons maintenant la fonction m : x — e* —x — 1 sur R. Elle est dérivable en tant que
somme de fonctions usuelles dérivables et

VxeR m'(x) =e*-1

si bien que m(x)>0 e e*>1 < x>0
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Ceci permet de dresser le tableau de variations de m sur R :

X —-00 0 +00
m’ (x) -0 +
m(x) N /
0

On déduit de ce tableau de variations que m(x) = e* —x — 1 > 0 pour tout x # 0.

Par conséquent, ‘ Vx#0 I'(x)>0 ‘

Exercice 5

Partie A

1) Cela signifie que |tout élément de F possede au plus un antécédent par f dans E

ou encore que la fonction f ne prend jamais deux fois la méme valeur.

Pour démontrer que f est injective, on procede de la maniere suivante :
* on considere deux éléments quelconques x; et x; € E tels que f(x1) = f(x2);

* on démontre alors que x; = x7.

2) Cela signifie que |tout élément de F posseéde au moins un antécédent par f dans E

ou encore que la fonction f atteint toutes les valeurs de ’ensemble d’arrivée F.

Pour démontrer que f est surjective, on procéde de la maniére suivante :
* on considére un élément quelconque y € F;

* on prouve l'existence d'un élément x € E tel que f(x) = v.

Partie B

+7
1) Soity € R.Ona: f(x):y=>3x—7:y<=>x:yT

Pour tout y € R, I’équation f(x) = y admet une unique solution x dans R, donc

L’application f est une bijection de R sur IR.

2) Pour tout x € R, ona g(x) = 2|x| + 1 > 1; en particulier, 0 n’a pas d’antécédent par g.

‘ L’application g n’est pas surjective. ‘

De plus, g(—1) = 3 = g(1) ce qui montre que

L’application g n’est pas injective. ‘

3) Soit (2,b) € R>.On a:

X=a xX=a
h(x,]/)—((l,b) — {x+y:b = {y:b—a

Ainsi, pour tout (a,b) € R?, l'équation h(x, y) = (a,b) admet une unique solution (x, y) dans RR?,
ce qui montre que

L’application & est une bijection de R? sur IR?.
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Exercice 6

1) Soient ny et np € Z tels que f(n1) = f(n2). Alors 3n; =3n, d’olt ny = ny.

Ainsi,

L’application f est injective.

Cependant, pour tout n € Z, le nombre f(1n) = 3n est un multiple de 3.

Par exemple, 1 n’a pas d’antécédent par f.

Ainsi,

‘ L’application f n’est pas surjective. ‘

2) Il faut déterminer les antécédents (éventuels) de chaque élément de A, en notant pour cela que
pourtousn € Zetpe Z,

Ainsi :

fn)=p & 3n=p & n=p/3 sipe3Z

e —2et5n’ont pas d’antécédents par f (ce ne sont pas des multiples de 3)

e 0, 6 et 12 ont pour antécédents 0, 2 et 4.

De ce fait,

Tristan Poullaouec

L’ensemble des antécédents de A par f est {0;2;4}.
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Devoir Surveillé n°3 de Mathématiques

Samedi 6 Décembre 2025 (Durée : 3 h)

Exercice 1

Soient A, B et C trois parties d’'un ensemble E.

1) Simplifier : (@) (ANB)U(ANB) (b) ANBUBNA () (ANB)UB
2) Montrer que: ANC=AUB < BcAcC.
3) Montrer que: (AUBCC) & (AcC et BcOQ).

Exercice 2

On pose z:—\/2+ \/§+i\/2— V2.

1) Calculer la forme algébrique de z2.

Attention a bien aller au bout des calculs, on doit trouver une expression relativement simple.

2) Déterminer alors la forme exponentielle de z2.
3) En déduire celle de z.

4) Que valent le sinus et le cosinus de I’argument de z?

On vérifiera la cohérence des valeurs obtenues.

Exercice 3 - Questions de Cours
1) (a) Soit 6 € R. Rappeler la définition de e'?.
(b) Rappeler (ou retrouver) les Formules d’Euler.
2) Soient a et b deux réels.
(@) Donner les développements de cos(a — b) et sin(a — b).

(b) Comment retrouve-t-on ces formules a partir des exponentielles complexes ?

3) Soient p et g deux réels.

(a) Comment factorise-t-on e'? + e ?

(b) Retrouver les factorisations de cos(p) + cos(q) et sin(p) + sin(g).
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Exercice 4 - le QCM de tous les Dangers!

Pour chaque question, une seule des trois réponses proposées est exacte. Vous indiquerez
sur votre copie le numéro de la question et la lettre correspondant a la réponse choisie,
sans aucune justification.

Les réponses incorrectes seront sanctionnées (avec un empressement sadique).
Par contre, 'absence de réponse n’est pas pénalisée ... faites donc le bon choix !

1) Le module du complexe 3 +1i vaut :
a. 4 b. V8 c. V10
2) Soit le complexe z = 3 +i(4 — 5i). Alors :
a. Re(z) =3 b. |z| =45 c. Z=3-1(4 - 5i)

3) On considére les nombres complexes z; = -2 +2i et z, =2 +2i V3.

. Z 1
Leur quotient z3 = Z—l a pour forme algébrique :
2

~1+i x/§—1+x/§+1i «/§+1+«/§—1i

a. 71V b 1 1 c 1 1
4) Le nombre complexe z = —1 — i s’écrit sous forme exponentielle :
a. z=—\2ei™4 b. z= V2ei4 c. z= \2eidn/4
5) Considérons le nombre complexe z = - 11 \/§ Alors :
a. z=V3-i b. arg(z)=%+2kn(k€Z) c. 26 =—-64

6) Une solution de I’équation 3z —z =2 —8i est:

a. 1-4i b. 1-2i c 1

7) Soit z un nombre complexe; |z —i| est égal a:

a. |z|+1 b. |z| -1 c. liz—-1]
. , —V3+1i
8) Soit z un nombre complexe non nul d’argument 0 . Un argument de . est:
Tt 5n 5n
.——=0 b. —+0 . — -0
a. — et ¢ =
. . . _z—=2
9) L'ensemble des solutions dans C de I'équation -1 % est:
a. {1-1i} b. L'ensemble vide c. {1-1i;1+1})

10) L'équation e* = —2 admet sur C:

a. une unique solution  b. aucune solution  c¢. une infinité de solutions
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Exercice 5

On considere le polyndme P(z) = z* + 17z — 28z + 260, ol z est un nombre complexe.
1) Vérifier que P(z) = (2% — 4z + 13)(z* + 4z + 20) pour tout z € C.
2) Résoudre dans C I'équation P(z) = 0.

Exercice 6
Etudier la parité des fonctions suivantes, qui sont toutes définies sur R :

frxr—

cos(3x) + 2

) 3 )
2l g 1 x > x” sin(x) h:ixv—4x-7

Exercice 7
On consideére la fonction f : x +— g +2+In (%) et ’on note ¢ sa courbe dans un repére
orthogonal (O ;T ,_])) du plan.

1) Déterminer I’ensemble de définition de cette fonction.

2) Prouver que le point ()(0;2) est un centre de symétrie de %%.

3) (a) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
(b) En déduire I’existence de trois droites asymptotes a la courbe %7.

(c) Préciser la position de ¢ par rapport a I'asymptote oblique.
4) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations.
5) Justifier que I'équation f(x) = 0 possede une unique solution sur l'intervalle ] 1; +oo .

6) D’un geste élégant et décontracté, esquisser 1’allure de la courbe %%.

Exercice 8
On définit la fonction f:x+— V1 —cosx sur [0;m]

1) Sans utiliser de calculs de dérivées, étudier ses variations et préciser ses extrema.

Attention aux ensembles de départ / d’arrivée lors des compositions de fonctions monotones ...

2) Calculer la dérivée de la fonction f puis retrouver son sens de variation.
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Exercice 1

1) (a) Ona: (ANB)UANB)=(ANB)UANB)=AN(BUB)=ANE=[A]

(b) De méme, AnBuBnK:KuEUEUA:(AUK)UE:EUE:

() Enfin, (ANB)UB=ANBNB=(AUB)NB=(AnB)u(BNB)=(ANB)Ud=|(ANB)

2) e Supposons que AUB =ANC.

* Comme B C (AUB),alors B c (ANC) ;en particulier, B C A puisque ANC C A.
* De méme, A C (AUB) d'oit ACc(ANC);ainsi, A C C puisque ANC cC.

Ainsi, BCAcC :onadoncprouvéque‘AUBzAﬂC = BCACC.‘

e Supposons que BC A C C.

* Comme B C A, alors AUB = A.

* Comme A Cc C,alors ANC = A.
Ainsi, AUB=ANC :onadoncprouvéque‘BCACC — AUB=ANC.

Par double implication, ‘A NC=AUB<=BcACC ‘

3) e Supposons que AUB C C.

* Comme A C (AUB), alors A cC.
* Deméme, BC (AUB) d’out BcC.
Ainsi, AcCetBcC :onadoncprouvéque‘(AUBCC) = (ACCetBCC).‘

e Supposons que A C Cet BC C.

Prenons alors un élément x € A U B.
* Oubien x € A, auquel cas x € C.

% Oubien x € B, auquel cas x € C.

Ainsi, x € C pour tout x € A U B, ce qui montre que AUB c C.

Onadoncprouvéque‘(ACC et BcC) = AUBCC.‘

Par double implication, ‘ (AUBcC) < (AcC et BcOQ ‘
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Exercice 2
1) Ona 22:(—\/2+ \/§+i\/2—\/§)2
=2+ V2~ (2- V2)-21\(2+ V2) (2~ V)
=2V2-2iV2
soit 22 =2v2(1-1).

2) Notons que

si bien que

3) Posons z = rei? avec r>0 et O €R.

Alors

d’ou

soit

Ainsi,

2 = 2 ei20 —
=4 et
r=2 et
i
0=—-——
8

4e—i71/4

26:—%+2kn (k € Z)

6:—g+kn(keZ)

7
_7'( + 2kmt

ou 3

. m
Comme Im(z) > 0, on a nécessairement 6 = — + 2k7.

En conséquence,

4) Comme

alors

8

7= 2ei7m/8

z= —\/2+ \/§+i\/2— V2=2el78 =2 [cos(%”)ﬂ sin(%”)]

COs (

7T

8

):

\2+ V2

2

et

L’angle 77t/8 étant dans l'intervalle [ 7t/2; 7], son cosinus est bien négatif et son sinus est bien
positif. Vérifions enfin que la somme de leurs carrés vaut 1 :

cos? (7_71) + sin
8

{

n
8

)_ \2+ V2 2 \2- V2 2
B 2

2+
+ =

V2 2-V2
N -

2 4 4

Tout va bien, les résultats obtenus sont cohérents!!!
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Exercice 3

1) (a) Pourtout 6 € R, on pose e'? = cos(0) + isin(0).

e16+e—16 ei@ -i0

(b) Pour tout 6 € R, ona cos(0) = > et sin(0) = oh

2) (a) cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) et sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a).
(b) On retrouve ces formules en écrivant la relation '@ = el? x el
cos(a — b) +isin(a — b) = | cos(a) + isin(a)]| | cos(b) — isin(b)]
= [cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)] + i[ sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)]

puis en identifiant les parties réelles et imaginaires des deux membres.

3) (a) On factorise par elP+D/2 ce qui conduit grace aux formules d’Euler a

elP 4+ eld = i(p+9)/2 (ei(p—q)/Z + e—i(P—q)/Z) = 2cos (PZJ)ei(Pﬂ/)/Z

(b) Alors cos(p) + cos(g) = Re (eip + eiq) =2 cos (P ; q) COS(ZJ)

. . + —
et sin(p) + sin(g) = Im (elp + e“7) =2 sin(p > q) cos (g)

Exercice 4

1) Ona [3+i=VI9+1= V10. Ainsi, le module du complexe 3 +1i vaut :
a. 4 b. V8 c. V10

2) Comme z=3+1i(4 —5i) = 8+4i, alors |z| = V64 + 16 = V80 = 4 5.

On peut donc affirmer que :

a. Re(z) =3 b. |z| =45 c. Z=3-1i(4-5i)

. - 1+i (-1+D)(1-iV3)  VB-1+i(V3+1)
3) Ona: Z3_1+i\/§_ 1 = 1

. Z 1
Le quotient z3 = Z—l a donc pour forme algébrique :
2

~1+i V3-1 V3+1, V3+1 V3-1,
. + 1 C + 1

a. ———— b .
“1+iV3 4 4 4 4
2 2 5 5
4) Ona: -1-i=12 —i—ii = ﬁ(cos(—n)+isin(—n))
2 2 4 4
Ainsi, z = -1 —1 s’écrit sous forme exponentielle :
a. z=—V2elm4 b. z = V2eid/4 c. z= \V2eidn/4
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5) Ona: z:1_;‘/5:_\/5_1:2(“/3‘1):%-5171/6

donc z° = 647157 = —64. Autrement dit :

a. z=V3-i b. arg(z):%”ukn(keZ) c. 20 =-64

6) Pour toutz = x + iy € C avec (x;y) € R?, ona

32-z=2-81 & 3(x+iy) - (x—iy) =2 -8i
— 2x +4iy=2-8i
—x=1 et y=-2
—z=1-2i

L’équation 3z —z =2 —8i admet donc pour solution :

a. 1-4i c 1
7) Pourtoutze C,ona
z-il=f—i=z+i|=lx[z+i=]i @+1)|=|iz -1
Ainsi |z — 1| estégala:

a |z +1 b. 2| -1

8) Soit z un nombre complexe non nul d’argument 0 . Il vient

z

-V3+i
z

Un argument de est alors :

a —%—9 b. -2 40 L

z—2
Z_

9) Pour toutz # 1, =z e z-2=22-2

& z2-2z+2=0

& (z-1%+1=0

— (z-1+i)(z-1-1)=0
L’ensemble des solutions dans C de 1'équation % =z estdonc:

a. {1-1i} b. L'ensemble vide ‘ c {1-1i; 1+1} ‘

10) Pourtoutz=x+iy€ C,ona
e?=-2 > e'elV =2i" & x=In(2) et y =7 +2kn (aveck € Z)

Ainsi, I’équation e* = -2 admet sur C

a. une unique solution b. aucune solution ‘ ¢. une infinité de solutions ‘
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Exercice 5
1) Pour toutz € C, on a
(22 — 4z + 13)(z% + 4z + 20)
z* +47% + 2022 — 42% — 162 — 80z + 1322 + 52z + 260
z* + 1722 — 28z + 260
P(z)

De ce fait P(z) = (z2 — 4z + 13) (22 + 4z + 20) pour tout z € C

2) D’apres la question précédente, on a pour z € C
P(z) =0 &= (2 -4z +13)(z> +42+20) =0
&z2-4z+13=0 ou z>+4z+20=0
Or 2—4z+13=[2 -4z +4]+9
= (z - 2)* - (3i)?
=(z—-2-3i)(z -2+ 3i)
si bien que Z2-4z+13=02z=2+3i ou z=2-3i

On peut aussi calculer le discriminant : comme A = 16 — 52 = =36 = (61)2, on choisit 6 = 6i et I'on
retrouve les racines 2 + 3i et 2 — 3i.

De méme 2 +4z+20 =22 +4z+4]+16
= (z + 2)% — (4i)?
=(z+2—4i)(z + 2 + 4i)

si bien que 22+4z+20=0=z=-2+4 ou z=-2-4i

On peut aussi calculer le discriminant : comme A = 16 — 80 = —64 = (81)2, on choisit 6 = 68i et 'on
retrouve les racines —2 + 4i et —2 — 4i.

L’ensemble des solutions complexes de 1'équation P(z) = 0
estdonc . = {-2 —4i; -2+ 4i;2 — 3i;2 + 3i}.

Exercice 6

Nos trois fonctions sont définies sur R, qui est bien symétrique par rapport a 0.

cos(=3x) +2  cos(3x) + 2
(—x2+1  x2+1

2) Pourtoutx € R,ona g(—x) = (=x)% sin(—x) = 2% sin(x) = g(x) donc

3) On observe que les nombres /(1) = =3 et h(—1) = —11 ne sont ni égaux ni opposés.

1) Pour toutx € R,ona f(—x) =

= f(x) donc | f est paire.

De ce fait, | h n’est ni paire ni impaire.
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Exercice 7

1) Le nombre f(x) est définilorsque x + 1 # 0 et que z+ 1

> 0 a cause du logarithme.

Un tableau de signe (A FAIRE!!!) montre que i

P >0 < x€]-00;-1[U]1;+0].

Ainsi, D =]-00;-1[U]1;+0c0].

2) Déja,l'ensemble 7y est symétrique par rapport a 0. De plus, on a pour [i] > 1

f(0+h)+f(0—h):ﬁ+2+ln(h%1)_ﬁ+2+ln(L;1)

2 h+1) 2 -h+1
1 h+1
4+1n(h 1)+l (1—h)
=2x2
donc Le point €)(0;2) est un centre de symétrie de ¢7.
X — x .ox—1
3) (a) « Comme 1= o (x), alors e 1 donc xli)rpoo e

-1
Par continuité de In, il s’ensuit que lim In (iTl) =In(1) =0.

X—+00

On en déduit enfin par quotient et sommes de limites que | lim f(x) = +co.

X—+00

e Par symétrie, il en découle que | lim f(x) = —oco.
X——00

-1 -1
e Ona lim X =0 dou lim ln(x—) = —oco par composition de limites.
—1x+1 x—1 x+1

On en déduit par quotient et sommes de limites que lirr} f(x) = —o0.
X—

e Par symétrie, il en découle que lim1 f(x) = +oo.
x——

(b) Ainsi, ¢f admet pour asymptotes les droites ‘Al x=1 ‘ et ‘Az Px= —1.‘

De plus, onavuque lim ln(%) = 0. De méme,ona lim ln(x — 1) =0

x—+oo xo-c0 \x+1
i bi tim | £~ (5 +2)| = Jim | £ - (5 +2)| =0
si bien que Jim f(x) > = lim f(x) > =
et donc La droite Az : y = ;—C +2 estasymptote & €y en +o0 et en —oo.

(c) Cette position dépend du signe de f(x) — (g + 2) =In (ﬁ;l) Or, pour x € %,

+1
x—1 X — X — -2
ln( )>0<=>—>1<:>——1>0<=>—>0<=>x+1<0
x+1 x+1 x+1 x+1
donc La courbe ¢ est située au-dessus de la droite Az

sur |-oo;—1[ eten-dessoussur ]1;+oo].
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4)

5)

6)

La fonction f est dérivable sur %y en tant que composée de fonctions usuelles dérivables sur
leurs ensembles de définitions respectifs. Soyons malins :

Pour tout x € 7 fx) = g +2+Injx—1]-Inlx + 1| (astuce diabolique!)
, 1 1 1
donc f(x)_§+x—1_x+1
1 x+1-(x-1)
T2 T el
_1. 2
2 x2-1

Comme x*> — 1> 0 sur l'ensemble %, il en découle que f’ > 0.
Ainsi, f est strictement croissante sur chacun des intervalles | —co; —1[ et ]1; +oo].

x |- -1 1 +00
f') + +
+00 +00
f() / /

Appliquons le théoréme de la bijection continue a la fonction f sur l'intervalle | 1; +oo .
e La fonction est dérivable sur 9y, donc continue sur ]11;+00].

e La fonction f est strictement croissante sur ] 1;+oo .

De ce fait, f est une bijection de ]1;+co[ sur f(]1;+c0o[) = R (cf. tableau de variations).
En particulier, 0 admet un unique antécédent par f :

Il existe un unique réel a € | 1; +oo[ tel que f(a) = 0.

Et voici un tres joli dessin.
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Exercice 8

1) La fonction fi : x = cos(x) est décroissante sur [0; 7 ].
De plus, la fonction affine f, : y = 1 — y est décroissante sur R.
De ce fait, leur composée f3 = f, o f; est croissante sur [0; 7t ].
En outre, f3(x) =1 —cosx > 0 pour toutx € [0;7].

Enfin, la fonction f; : z —> /z est croissante sur [0; +oo .

Par conséquent, | leur composée f = f4 o f3 est croissante sur [0; 7 ].

Son minimum est ainsi f(0) = V1 -1 =0 et son maximum f(n) = /1 - (-1) = V2

2) Posons u : x +—> 1 — cos(x) : comme u(x) > 0 sur lintervalle ]0;7[, la fonction f = +u
est dérivable en tant que composée de fonctions usuelles dérivables sur leurs ensembles de
définition respectifs. De plus,

Vxe]0;m[ f'(x) = W) = *sin@) >0
2yu(x)  24/1—cos(x)

si bien que la fonction f est strictement croissante sur [0; 7t ]. Voici son tableau de variations :

X 0 i
f'(x) +
\2
f(x) 0 /
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Devoir Surveillé n°4 de Mathématiques

Samedi 17 Janvier 2026 (Durée : 3 h)

Exercice 1

Calculer les intégrales suivantes :
t) dt u+3 ?
u? In(u) du bf costt) db f du f ¥ dx
@ [wmwa o [0 g [ @ [

Exercice 2

Calculer les intégrales suivantes :

. 1
) f/3 s1n3(x) dx © fs1n3x dx (d)\fo In(1+0) de

COS X 1+ cos?x

Exercice 3

Etudier les limites des suites (14,,),,en-s (Un)nen- €t (W) e définies par

n

Rels Iy . (kn _ n
0= o= s w=)

k=l k:l

Exercice 4

Résoudre sur RR les problemes de Cauchy suivants :

y/+2yZXex y_y/: ex y//+y/_2y:16x
(a) { N2 (b) 1+ 2 ©) 4(0) =

Exercice 5

1
La fonction g est une solution sur R de I’équation différentielle (E) : v’ = 20 y(10 - y).

On suppose en outre que g(0) = 1 et que ¢ ne s’annule jamais.

1
1) Montrer que la fonction f = — est solution sur R de I'équation (F) : z’ = —% + —.

2) Résoudre I’équation (F) sur R.

3) Déterminer l'expression de f puis celle de g.
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Probléme
In(1+x%) .

On se propose dans ce probleme d’étudier la fonction f définie par f(x) = "

Rappel :ona In(1 + h) o h.

Partie A — Premiers résultats
1) (@) Donner I’ensemble de définition de f.

(b) Montrer que f est dérivable sur son ensemble de définition.

2) (a) Etudier la parité de la fonction f.

(b) Qu’en déduit-on pour sa courbe %f?

3) (a) Montrer que In(1+x?) =2Inx+1In (1 + %) pour tout x > 0.
(b) Calculer alors lim [f(x) + x].
(c) En déduire que ¢y admet une asymptote A en —oo et en +oo.

(d) Déterminer la position de ¢ par rapporta A.

Partie B — Ftude des variations
Soit g la fonction définie sur [1;+oco[ par g(t) =tInt + (t — 1)(t - 2).
4) Calculer ¢’(t) et étudier son signe pour t € [1;+oo .

5) En déduire le signe de g sur [1;+oo].
g(1+x%)

6) Calculer la dérivée f’ de f et montrer que f'(x) = 1)

7) Dresser le tableau de variations de f sur ]0;+co[.

Partie C — Prolongement en 0

On définit la fonction ¢ sur R par ¢(0) =0 et ¢(x) = f(x) pour tout x # 0.
8) Montrer que lin(} @(x) = ¢(0).

9) Prouver que la fonction ¢ est dérivable en 0.
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Exercice 1
3 3 2
: W g w l_p u
1) IPP : comme [3 ln(u)] =u” In(u) + 3 X e u® In(u) + 3
I ud i 3 (P, ) d 32 du
alors [? Jfl(u)]1 =) u* In(u) du + T3
3 3 3 313
donc f 2 In@w) du = |"= )| = |["2| =9m@) - 2
1 3 1 9 9

2) Changement de variable sur l'intervalle [O ; g ] Alors du = cos(t) dt

R =12 cos(t) dt =14y 1 n
d’ou — .= Zz[arctanu] = —
t=0 1+sin“(t) u=0 1+1u 0 4

u+3 u+3
= avecaetb e R

3) Lenombre f(u)= s'écrit g(u) =

w2-1 w-1)(u+1) u-1
_au+1)+bu—-1) (a+bu+(a—>b)
En effet, Yu>2 g(u) = 1 = T
d NN a+b=1 — 2a=4 — a=2
one f=8 a-b=3 2= -2 b=-1
Ainsi, VYus>?2 uts _ 2 1

w2—1 u-1 u+1

4
d’ot fu2+3 duzzf du _f du
2 ur—1 , u—1 > u+1

= 2[In(u - )]} - [In(u + 1]

4
2
=2(In3-In1) - (In5-1n3)

soit f””’ du:31n3—1n5:1n(§)
2 Mz 1 5

4) Changement de variable |u = Vx| surl'intervalle [1;9]. Alors x = u? et dx = 2u du

x=9 u=3 3
d’ot f e V¥ dx:f e”xZudu:f2ue” du
x=1 u=1 1

Cherchons une primitive de f(u) = 2u,e" sous la forme F(u) = (au +b) e*.

Alors F(u)=ae" + (au +b) e" = (au + (a + b)) e*
, a=2 a=2
donc F_f(:){a+b:0 ={b:—a:—2

3
On aainsi F(u) = (2u —2) e" de sorte que f 2u et du = [Qu — 2)e”]“;’ =4e3
1

9
soit f e V¥ dx = 4e3
1

Tristan Poullaouec http://www.mrpoullaouec. free. fr



BCPST1 Correction du DSn°4 - page 2 ANNEE 2025-2026

Exercice 2

(a) Effectuons le changement de variable | u = Vx| surR, :alors x = u? et dx = 2u du.

d 2ud d
De ce fait, f X ;l u:2f u =2In|u+1|
X+ Vx u?+u u+1

soit fx +d3i/3_c =2In (1 + \/E)

(b) Effectuons le changement de variable sur l'intervalle [ % ; T ]

3
Il en découle que sin?(x) = 1 — 12 et du = —sin(x) dx
R sin?(x) dx  —sin?(x) X (- sin(x) dx)
d’ou =
cosx cos X
u?>—1) du
= ( ) = (u - l) du
u u
x=m/4 . 3 u=v2/2 2 V2/2
De ce fait f M:f (u—l) du:[u——lnu]
x=m/3 ~ COSX u=1/2 u 2 1/2
1 V2) 1 1) 1
-10(F) 5 m() =5 ()

, f“/‘* sinf(x)dx 1 In2
soit _— ==
n 8

/3 COSX

(c) Effectuons le changement de variables sur R.

Alors du = —sinx dx et —sinx=cos?x—-1=u?-1
dob f sin3 x dx f(— Sin2 x) (— sinx dx) fu2 -1 du
ol = =
1+ cos?x 1+ cos2x uz+1
Par division euclidienne, w-1=u?+1-2
21 2
si bien que fu du = f(l - ) du = u —2arctan u
uz +1 uz +1
. 3 d
d’out f P ) arctan(cos x)
1+ cos? x

(d) Une derniere intégration par parties pour la route :

Notons 1

f’(f)zl f(f)zl-i-f
‘ g)=In(1+¢) “ ()= —

1+¢
1 1 1
Alors fln(1+€)d€:[(1+€) ln(1+€)]l— w:21n(2)—f1d£
0 0 o 1+¢ 0
1
soit f In(1+6)d¢ =2In(2) — 1
0
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Exercice 3

Dans chaque cas, on va faire apparaitre une somme de Riemann sur [ 0; 1] et utiliser le fait que, si
la fonction f est continue sur l'intervalle [0;1], alors

1y, [k !
¥ ()= [roa

1) Définissons la fonction f:t+— t2 sur [0;1]. Pour tout entier n > 1, on a alors

n n n 2 n
B 1wk 1 k 1 k
tn = E‘ZZE‘EZ(E) —;Zf(;)
k=1 k=1 k=1 k=1

C’est bien une somme de Riemann associée a la fonction f surl’intervalle [0; 1 ]. Cette fonction
étant continue car polynomiale, la suite (1), converge vers le réel

1 1 B 1
_ g |E] 2 2
fof(t)dt—fot dt—[3]0 3

1
Autrement dit, im u, = 3

Nn—+00

2) Posons g:t+— sin(rx) surl'intervalle [0;1]. Pour tout entier n > 1, on a alors
Iv . (kr) 1y [k
Oy = E;Sln(7) = E ;g(a)

C’est bien une somme de Riemann associée a la fonction g sur l'intervalle [0;1]. De plus,
la fonction g est continue en tant que composée de fonctions usuelles continues sur IR, si bien
que la suite (v,,),en converge vers le réel

1

1 B r B _cos(nt)] 2
Lg(t)dt-ﬁsm(rct)dt-[ - o_n

Ainsi, im v, = —

n—r+00

3) Définissons la fonction h:t+— 1 sur [0;1]. Pour tout entier n > 1, on a alors

+ 12
Iv  n? v 1 1y, (k
w":z;mﬁ;w:z;h(z)

C’est bien une somme de Riemann associée a la fonction & sur l'intervalle [0;1]. Comme h
est continue en tant que quotient de polynomes, la suite (w,),n converge ainsi vers le réel

1 1
dt 1 7
fo h(t) dt = fo — = ohs_[amtan(t)]o_Z

, ] T
Par conséquent, Iim w, = —

Nn—+00
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Exercice 4

(a)

(b)

(©)

L’équation homogene vy’ + 2y = 0 admet pour solutions toutes les fonctions de la forme
yc:x+— Ce ™ avec CeC.

Cherchons une solution particuliere sous la forme yp(x) = (ax + b)e*. On a alors
yp'(x) + 2yp(x) = (ax + b)e* +ae* +2(ax +b)e* = 3ax +3b +a)e”

3a=1 " {a:1/3

De ce fait, yp est solution de (E) si, et seulement si, {a L 3b=0 b= 19

1
Ainsi yp : x (g - 5) e* est une solution de 1’équation (E).

On en déduit que les solutions de I"équation (E) sont toutes les fonctions

1
fC:xl—>Ce‘2x+(§—§)ex avecCeC

2 2
Pour une telle fonction, ona fc(1) =2 « Ce 2 + 9 e =2 C=2e2- 9 e3.

En conséquence, la solution de notre probléme de Cauchy est la fonction

f:x|—>(2e2—§e3)e‘2x+(§—%)ex

L’équation homogene y — iy’ = 0 admet pour solutions toutes les fonctions de la forme
yc:x+— Ce* avec CeC.

Cherchons une solution particuliere sous la forme yp(x) = C(x) e*. On a alors

yp(x) — yp'(x) = C(x)e* — (C'(x) e* + C(x) e¥) = -C'(x) e”

1
De ce fait, yp est solution de (E) si, et seulement si, —C’(x) = o
X
Ceci équivaut & C(x) = —arctan(x) + C* ... et 'on peut prendre la constante égale a 0.

Ainsi yp : x —> —arctan(x)e” est une solution de I'équation (E).

On en déduit que les solutions de I'équation (E) sont toutes les fonctions

fc:x+— Ce* —arctan(x)e® avecC e C

Pour une telle fonction,ona fc(0) =1 &= C-0=1 < C=1.
En conséquence, la solution de notre probléme de Cauchy est la fonction

f:x+— e* —arctan(x)e”

L’équation caractéristique associée est r+r—-2=0.
Or P+r-2=0 = r+2r-1)=0 < r=-2 ou r=1

De ce fait, les solutions de 1’équation homogene y” + i’ — 2y = 0 sont toutes les fonctions
de la forme g:x+— Ae > 4 pe*,avec (A, u) € R2

Recherchons une solution particuliére sous la forme fp: x> ax+b.
Alors fo'(x)=a et  fo’(x)=0
donc fo” (%) + fo' (x) = 2fo(x) = —2ax + (a — 2b)
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pour tout x € R. De ce fait, la fonction fy est solution de (E) si, et seulement si,

—2a =16 a=-8
—
a-2b=0 b=a/2=-4
Ainsi, la fonction fy: x = —8x —4 est une solution de 1’équation (E).

e On en déduit que les solutions de "équation (E) sont toutes les fonctions

fixr— Ae‘2x+ye"—8x—4,avec (A, 1) e R2.

e Pour une telle fonction, ona f’(x) = —2Ae ~2* + pe* -8 donc

£(0)=0 A+p-4=0 Atp=4
{f’(O):—4 T2 +p-8=-4 T \-20+u=4

En retranchant la seconde équation a la premiere, on obtient 31 = 0 soit A =0 d’ou u =4.

En conséquence, la solution de notre probleme de Cauchy est la fonction

‘f:x|—>4e"—8x—4‘

Exercice 5

1
1) La fonction g est dérivable et ne s’annule jamais sur R, donc la fonction f = 5,_7 est bien définie

et dérivable sur R. De plus,

g 1 1 10-¢ 1.1 1

=S - x—9(10-¢) = —— = X = —

f=rg =g 809 =2 5

o S : , , PP
soit f' = ~5 + T montre que |la fonction f est solution de I'équation (F).

2) Résolvonsl’équation (F) : z’ +z/2 =1/20.

e ['équation homogene z’ + z/2 = 0 admet pour solutions toutes les fonctions de la forme
zc:x+— Ce 2 avec C e C.

e Cherchons une solution particuliere sous la forme zp(x) = K. On a alors
zp’(x) + zp(x)/2 = 0+ K/2 = K/2
De ce fait, zp est solution de (F) si, et seulement si, K/2 =1/20 soit K =1/10.
Ainsi zp : x —> 1/10 est une solution de I’équation (F).

e On en déduit que les solutions de I'équation (F) sont toutes les fonctions

1
z:t— Ce 12 4 T0 avec C € C une constante

3) La fonction f est une solution de (F), donc de la forme ci-dessus.

1 1 9 9e~t2+1
EnOUtTe,f(O):m=1=C+E soit C:E d’ot f:t|—>eT-
Comme ¢ = l il en découle que e 1—0

g_f’ 1 g 9e~t/2 +1
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Probléme

1) (a) Ona 1+x? >0 pour tout x € R donc le réel In(1 + x?) est bien défini.

Par contre, du fait de la présence du quotient, on a Y5 =R

(b) La fonction f est composée de fonctions usuelles dérivables sur leurs ensembles de défini-
tion respectifs. De ce fait,

La fonction f est dérivable sur R".

2) (a) Déja, notons que 7y = R* est symétrique par rapport a 0. Pour tout x # 0, on a

flo = ROECI) Ly o IO gy
donc La fonction f est impaire.

(b) Il en découle que sa courbe ¢ est symétrique par rapport a l'origine du repére.

3) (a) Pour toutx >0,ona
In(1 +22) = In (22 (1 + %)) = In(x?) +ln(1 ; l) - 21nx+ln(1 + l)

x2 x2
ln(1+ 1 )
2 2
(b) sibien que f(x)+x:M:21nTx+Tx

. . Inx L . .
Or, on sait que lim —— =0 d’apres les croissances comparées.

x—+00 X

1
Par ailleurs, lim (1 + ;) =1 par somme de limites

X—+00

d’ou lim In (1 + l) = In(1) = 0 par continuité de In

X—>+00 XZ

In (1 + lz)
. X
etdonc lim ———~=

X—+00 X

= 0 par quotient de limites.

On conclut par somme de limite que | lim [f(x) + x] = 0.

X—+00

(c) Comme la fonction x = f(x) + x est impaire (en tant que somme de fonctions impaires),

il en découle également que | lim [f(x) +x] =0
X—-00

Ces deux calculs de limites prouvent que

La droite A d’équation y = —x est asymptote a ¢y en —oo et en +oo.

" X ) : In(1 + x?)
(d) La position de ¢ par rapporta A est donnée par le signede f(x) +x = ——.
Or,ona 1+x?>1 sibien que In(1 + x?) > 0 pour tout x € R".
De ce fait, le réel f(x) + x est du signe de x sur R".
Ainsi, ©r est au-dessus de A sur ] 0; +oo [ et en-dessous sur | —oo; 0[.
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4) La fonction g est dérivable comme composée de fonctions usuelles dérivables et

Vi>1l g =In(t)+txt+t-2+t—-1=In(t)+2(t—1)
Or,pour t>1,0ona In(t) >0 et 2(t—1) >0 d’ou |g'(t) > 0.

5) Il en découle que la fonction g est croissante sur [1; +co .

Comme g(1) =1In(1) =0, ‘g >0 sur [1;+c0]. ‘

6) La fonction f est dérivable comme composée de fonctions dérivables et

2
al xx—ln(1+x2)><1
Viz0  fo= 1t ~1
- >
2x?

14 x?

—2x% + (1 + xz) In (1 + xz) + x? (1 + xz)

—x2(1 + x2)
(1 + xz) In (1 + xz) + x? (x2 - 1)
B —x2(1 + x2)
. ) ’ g(l + xz)
d’ou VxeR f (x) = m
7) Onsaitque g > 0 sur [1;+oo[ cf. question 2.(b). < To o
Comme 1+x2 > 1,alors g(1+x?) > 0 sibienque f'(x) <0 ") -
pour tout x € R*. flx
Ainsi, f est décroissante sur l'intervalle ]0;+co][. f(x) 0 N
-0
Calcul des limites
In(1 + 22 2 In(1 + x?
e Comme In(1+h) ~ h,alors M ~ I x d’olt lim M =0.
h—0 x—0 X x—0

On en déduit que lirr(1) f(x) = 0| par différence de limites.
x—

2
e Onavualaquestionl.d.que lim In(+27) =0.

X—+00 X

On en déduit par différence de limites que | lim f(x) = —oco.

X—+00

8) Par définition de ¢, on a lir% px) = lirr(1) f(x) =0 = ¢(0), ce qu’il fallait démontrer.
x— x—

P —p0) _ f() In(1l+2)
x-0 xR

2 2 -

) B SR G Rt (V)
x2 x—0 x2 x—0 x—0

Ceci prouve que ‘ @ est dérivable en 0 ‘ et que | ¢’(0) = 0.

1-

9) Pour toutx # 0, on a

Or =0 par différence de limites.
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Devoir Surveillé n°5 de Mathématiques

Samedi 14 Février 2026 (Durée : 3h)

Exercice 1

Calculer les intégrales suivantes :
dy e* dx
(@) f o —— (b) f sinu (cos u)* du (©) f
2y =y (1+e)"

Exercice 2

1
Pour tout n € IN, on définit I, = f x"e™* dx.
0

1) (a) Justifier que I, existe pour tout n € IN.
(b) Calculer I,.

1
2) (a) Démontrer que 1,41 = -7 + (n+1)I, pour tout n € IN.

(b) En déduire alors I, puis I, et Is.

1
3) Utiliser les résultats précédents pour calculer I = f (—x% 4+ 2x% —x) e ¥ dx.
0

1
4) (a) Démontrer que 0 <1, < f x" dx pour tout n € IN.
0

(b) En déduire lim I,.

n—+00

Exercice 3

On considere I'équation différentielle (E) : x y'(x)—(2x+1) y(x) = 8x* surl'intervalle]0; +co [.

X
1) Soit f une solution de (E). Montrer que la fonction g : x +— % est une solution de

I’équation (F) : v’ = 2y + 8 sur l'intervalle ] 0; +oo [.

2) Soit h une solution de (F) sur ] 0; +oo [. Montrer que la fonction f : x — xh(x) est une
solution de (E).

3) Résoudre (F) et en déduire toutes les solutions de (E).
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Exercice 4
U = 1

O idere la suite (v, défini 1
n considere la suite (v,),n définie par Ot = Uy — PR pour tout 71 € N

1) Calculer vy, v5, v3 et vy.
2) Proposer alors une expression de v, en fonction de n € IN.

3) Etablir par récurrence que l'expression proposée convient pour tout 7 € IN.

Indication : ne développez surtout pas (n + 1)(n + 2) lors des calculs ...

Exercice 5

On considere les suites (a,),cn et (n),en définies par

HOZZO b0:60
2 b t 2b
a”—”pourne]N © W—”pourne]N

An+1 = 4 bn+1 = 4

1) On définit la suite (1,,),en par u, = a, + b, pour tout n € IN.
(a) Exprimer u,.; en fonction de u,,.
(b) En déduire I'expression de u, en fonction de n € IN.
2) Procéder de méme avec la suite (v,),n définie par v, = b, —a, pour tout n € IN.

3) Exprimer enfin a, et b, en fonction de n € IN.

Exercice 6
On considere la suite (u,), . défini r o =
considere fa Suite Wnen ACHMEPAL ), | = VBu, + 1 pour tout n € N

Démontrer par récurrence que 0 < u, < 5 pour tout n € IN.

Exercice 7
1) (a) Soientn € IN" etk € [0;n]. Donner l'expression de (Z)
Rappeler les diverses propriétés permettant de dresser le triangle de Pascal.
(b) Remplir le triangle de Pascal jusqu’a n = 6.
2) (a) Rappeler la formule du bindme de Newton.

(b) En déduire le développement de (1 — x)°.
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Exercice 8

ANNEE 2025-2026

1) Un sac contient 9 jetons numérotés de 1 a 9. Dans un premier temps, on tire 5 jetons

dont 3 sont mis dans une urne A et 2 dans une urne B. On envisage trois procédures.

Procédure 1 : on tire 5 jetons dans le sac puis, parmi ceux-ci, on tire 3 jetons que I'on met dans
l'urne A; les 2 jetons restants sont alors placés dans I'urne B.

Procédure 2 : on tire 5 jetons dans le sac puis, parmi ceux-ci, on tire 2 jetons que I'on met dans
l'urne B les 3 jetons restants sont alors placés dans I'urne A.

Procédure 3 : on tire 3 jetons dans le sac que I'on met dans I'urne A puis, parmi les jetons
restant dans le sac, on tire 2 jetons que I'on met dans 'urne B.

(a) Pour chacune des ces procédures, calculer le nombre de tirages possibles.

(b) Qu’observe-t-on ? Que peut-on en déduire ?

2) Dans un second temps, on tire simultanément 6 jetons du sac.

(a) Combien y a-t-il de tirages distincts possibles ?
(b) On s’intéresse dans cette question aux jetons numérotés 1 et 2.
(i) Combien y a-t-il de tirages contenant les jetons 1 et 2?
(i) Combien y a-t-il de tirages ne contenant ni le jeton 1, ni le jeton 2 ?
(iif) Combien y a-t-il de tirages contenant seulement 1'un des jetons 1 ou 2?

(c) Quel est le lien entre les résultats des questions 2.(a) et 2.(b) ?

Exercice 9

Résoudre les systemes linéaires suivants :

2x—y+z=>5
X+y—z=-2
dx -2y +3z=12

X+2y=>5

2y—z=1

x+3z=10
x+y+z=7

3) {mx Ty=2m-1 (ici, m est un parametre réel)

x+my=2m*-1
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ANNEE 2025-2026

Exercice 1

(a) Effectuons le changement de variable u = /y: alors y = u? et dy = 2u du.

d
De ce fait f y__ 2u du :f 2 du =In2u — 1|
2y — Yy 2u? —u 2u-—-1

dy

d’ott f =In|2 1
R

(b) Changement de variable t = cosu : alors (cos u? = et dt = —sin(u) du.

U=Tl f=—1 /3 1
De ce fait, f sinu (cosu)? du = f —2dt= f 2 dt = [ ]
u=0 t=1 -1 314

n 2
soit f sin u (cos u)2 du ==
0 3

(c) Effectuons le changement de variable u =1 +e* :ainsi du = e* dx.

e*dx . us -1
- d = — = —
f(1+e f fu ! -3 3ud

. *dx -
soit 7= 3
(1 +eY) 3(1+e¥)

De ce fait,

Exercice 2

1) (a) Soit n € IN. La fonction f, : x — x"e™*

existe pour tout n € IN. ‘

(b) Le premier terme de cette suite se calcule tout simplement :

r o 1
IO:Le "dx:[—e x]ozl—g

n+1e

2) (a) Soitn € N.On a (xn+l e‘x)’ =(n+1x"e ™ —x

1 1
1
donc [x”“e‘x] :(n+1)f x'e ¥ dx—fx”“e‘x dx
0 0 0
soit el -0=mn+1I,-L
. 1
d’ou I = -3 +(n+ 1)1, pour tout n € IN.
1 1 1 2
(b) Alors L=——+=—+1-— soit L =1-—
e e e e
1 1 4 5
et Lh=——+21j=—1—+2-— soit L=2-—
e e e e
1 1 15 16
puis h=—+3L=—+6—-— soit I3=6-—
e e e e
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3) Trop facile : par linéarité de l'intégrale, il vient

1 1 1 1
sz (—x3+2x2—x)e‘xdx:—f x>e ™ dx+2 xze‘xdx—fxe‘xdx
0 0 0 0

8
e

soit I=-I3+2-1; =-3+

4) (a) Pourtousn € Netxe[0;1],ona 0 <e ™ <e®=1 donc 0< f,(x) <x" puisque x" > 0.

1
En intégrant, on en déduit que |0 <, < f x" dx pour tout n € N.
0

xn+l

-

1
(b) Bien entendu, on calcule facilement f x"dx = [ = .
0 0 n+1

n+1

De plus,ona lim

=0 par quotient de limites
n—+oo 11 +

On déduit alors du Théoréme des Gendarmes que | lim I, = 0.

n—r+00

Exercice 3

1) Soit f une solution de (E) sur ]0; +co [. Comme g : x > % , on a pour tout x > 0

xf'() - f(x)  2f(x) _ x f(x) = f(x) = 2x f(x)
X

8'(x) —2g(x) =

2 X 2
Xf) - QRx+1) f(x) _ 87
= > = —2 =8
x x
si bien que ‘ g est une solution de (F) sur ]0; +oo [. ‘

2) Soit h une solution de (F) sur ] 0; +oo [. Comme f : x — xh(x), on a pour tout x > 0

f'(x) = x W' (x) + h(x) = x (2h(x) + 8) + h(x) = (2x + 1) h(x) + 8x

d’ou x f/(x) — 2x + 1) f(x) = x(2x + 1) h(x) + 8x% — (2x + 1) x h(x) = 8x?

Ainsi f est une solution de (E) sur ]0; +oo [.

3) L'équation homogene y’ — 2y = 0 a pour solutions les fonctions yc : x —> Ce? avec C € C.

Cherchons une solution particuliere sous la forme yp(x) = K = C®. Alors yp’(x) — 2yp(x) = —2K
donc yp solution si, et seulement si, K = —4. Autrement dit, yp : x — —4. On en déduit que

Les solutions de I'équation (F) sont les fonctions gc : x —> Ce? — 4 avec C € C.

Or, d’apres les questions 1) et 2), une fonction f est solution de (E) si, et seulement si, la fonction

f)

g : x —> — est solution de (F). De ce fait, les solutions de (E) sont les produits des solutions

X
de (F) par la fonction x = x. En conséquence,

Les solutions de (E) sont les fonctions fc : x — Cxe? —4x avec C € C.
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Exercice 4

1) En appliquant la relation de récurrence, on obtient les valeurs suivantes :

1 1 1
*u=w-;=l-37=7
e op L 1 11

2779372 6 3
1

2) Conjecture : v, = —— pour tout
) J "+l P

3) Pourn € N, on pose #(n) : «v, =

n € IN.

1
n+1

® U4 =03 ——— =

e pizp 1 -1_1_1
3T 7T 334 3 12 4

1 1 1 1
4x5 4 20 5

».

O [nitialisation : comme vg = 1 = 0%, la proposition #(0) est vraie.

® Hérédité : soit k € IN. On suppose que la proposition #(k) est vraie.

D’apres la proposition #(k), on a vk = ﬁ
d'oil S 1 1 B k+2 B 1
LT 31 k+D)k+2) (k+D(k+2) (k+Dk+2)
k+1 1
et donc

si bien que la proposition Z(k + 1) est vraie.

T Dk +2)  k+2

® Conclusion : le principe de récurrence permet d’affirmer que la proposition &?(n) est vraie
pour tout n € IN, c’est-a-dire que

Exercice 5

1) Pourtout n € N,ona u,41 = ay1 + b1 =

vn—

n+1

pour toutn € N

2a, + b,

+an+2bn _3(a,+by) 3

4

1 1 g Xt

Ainsi la suite (1), est une suite géométrique de raison 1

En outre uy =ap + by = 80 donc

3 n
u, =80 X (Z) pour toutn € IN.

2) Pourtout n € N,ona v,,1 = b1 —ay =

an+2bn_2an+bn _by—ay) 1

Ainsi la suite (v,),cn est une suite géométrique de raison T

En outre vy = by —ay = 40 donc

U, =a, +b,

3) Enfin, pour toutn € IN,

Un:bn_an

- 3\" 1
si bien que ap =40><(—) —20><(—

4

4 4 PR
1 n
v, =40 X (Z) pour tout n € IN.
a _ Uy — Uy
(=== ! 2
Uy +0
bn: 7’12 n
n n 1 n
) et bn:40><(—) +2OX(Z)

4
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Exercice 6
Pour n € N, on pose &(n) : «0 < u, <5».

® [nitialisation : comme ug =5 € [0;5], la proposition &?(0) est vraie.

® Hérédité : soit k € IN. On suppose que la proposition Z(k) est vraie.

D’apres la proposition #(k), on a 0<u,<5
d’ou 0<3ur<15
donc 1<3u;,+1<16

soit enfin 1< V3up+1< V16 =4

par croissance de la fonction racine carrée sur RR..

Ainsi 0 <1 < uyy1 < 4 <5, ce qui signifie que la proposition Z(k + 1) est vraie.

® Conclusion : le principe de récurrence permet d’affirmer que la proposition &(n) est vraie pour
tout n € IN, c’est-a-dire que

O<un<5pourtoutn€]N‘

Exercice 7

k| = km -k

, n\ _(n\ _ n\ ([ n\_
On a tout d’abord (0)_(11)_1 et (1)_(11—1)_”'

La premiere relation prouve que la premiére colonne et la diagonale ne contiennent que des 1.

!
1) (a) D’apres le merveilleux cours de mathématiques, (n) i

La seconde permet de remplir la deuxiéme colonne et la paralléle a la diagonale.

Ensuite (Z) = (n 11 k) (symétrie) et (Z : i) + (n ; 1) = (Z) (relation de Pascal).

(b) On place les deux premieres 1
colonnes et la diagonale, puis 1 1
on compléte le triangle a 1 2 1
l'aide de la relation de Pascal : 1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

2) (a) Pour tous les complexesaetb,ona |(a+b)" = Z (Z) akbnk,
k=0

(b) Avecn =6,a =1etb = —x, on obtient

(1 -x)° = x% —6x° + 15x* — 20x3 + 15x — 6x + 1.
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Exercice 8

1) (a) Procédure 1

On choisit 5 jetons parmi les 9 contenus dans le sac, puis 3 jetons parmi ces 5.
Le nombre de tirages possibles est alors

(9))((5) 9! 5l 9  9X8X7X6X5

5)%\8) T 5rai “3r2 T w2l T exa </ XoxA=10

Procédure 2

On choisit 5 jetons parmi les 9 contenus dans le sac, puis 2 jetons parmi ces 5.
Le nombre de tirages possibles est alors

)b psane [)-25)()

On choisit 3 jetons parmi les 9 contenus dans le sac, puis 2 jetons parmi les 6 restants.

Procédure 3

Le nombre de tirages possibles est alors

o\ (6 9 _ 6 _ o
(3)x(2) =G 2w - w20

(b) On observe que le nombre de tirages possibles est le méme pour chacune des procédures.
Ceci signifie qu’au point de vue dénombrement, les trois procédures sont parfaitement
équivalentes et pourront étre utilisées indifféremment le cas échéant (cf. calculs de proba-
bilités).

2) (a) On choisit 6 jetons parmi les 9 contenus dans le sac, le nombre de tirages est donc

9 9Ix8x7
(9) S 2XOXT  aax7=84

6] T 631 T 3x2

(b) (i) On obtient un tirage contenant les jetons 1 et 2 en prenant ces deux jetons, puis en
ajoutant 4 jetons pris parmi les 7 autres : le nombre de tirages est donc

(7) 7! 7X6X5

) B TE TR 3%

(ii) Un tirage ne contenant ni le jeton 1 ni le jeton 2 est obtenu en choisissant les 6 jetons
parmi les 7 autres : le nombre de tirages possibles est donc

-

(iif) On obtient un tirage contenant le 1 et pas le 2 en prenant le jeton 1, puis en ajoutant 5
jetons pris parmi les 7 autres (le 2 étant exclu) :il y en a

7\ 7' 7x6
(5)‘%‘ ;A

De méme, il y a 21 tirages contenant le 2 et pas le 1.

De ce fait, il y a 42 de tirages contenant seulement 'un des jetons 1 et 2.
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(c) On vient en fait de dénombrer de deux fagons les tirages de six jetons dans le sac :

e d’abord de maniere directe;

e puis de maniere indirecte, en distinguant ceux qui contiennent ou pas 1 ou 2.

Dans les deux cas, on en trouve 84 = 35 + 7 + 21 + 21 ... ce qui est plutot rassurant!

Exercice 9
1) Pour tout (x,y,z) € R3, on a

2x—y+z=5
xX+y—-z=-2
4x -2y +3z=12

x+y—-z=-2 (Lp)
— {-3y+3z=9 (L;-2Ly)
z=2 (L3—2L1)
X+y—z=-2
= y—z=-3
z=2
z=2
= y=z-3=-1
x=-y+z-2=1
= (x,y,2)=(1,-1,2)

Ainsi,

S = {(1,—1, 2)}

2) Pour tout (x,y,z) € R®,ona

x+2y=>5

2y—z=1

x+3z=10
xX+y+z=7

xX+2y=>5
2y—-z=1
—2y+3Z=5 (Ls = Ly)
-y+z=2 (Ly—1Ly)
x+2y=>5
y—z=-2 (-L))
z=5 (L) +2L))
2z=6 (L;+L))
x+2y=>5
y—z=-2
z=5
0=-4 (L”4—2L"3)

si bien que ce second systeme n’admet pas de solution : de ce fait,
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3) Pour tout (x,,z) € R®,ona
©) mx+y=2m-1 mx+y=2m-1 (L)
“\x+my=2m? -1 1-m?x=m-1 (Lp—-mLy)
On a maintenant besoin de diviser la seconde équation par 1 — m?
m # 1 etm # —1. Il faut donc distinguer les différents cas.

, ce qui n’est possible que si

Sim=1

On a (S):}{x-'_gi(l) (:){xil—y avecy € R
= y=Yy

On obtient une infinité de solutions, paramétrées par y.

Dans ce cas, S = {(1 -, / Y€ IR}

Sim=-1

donc le systeme n’a pas de solution : de ce fait,

-x+y=-3
Alors (S5) < { 0=

S =0
Sijm| #1
Comme 1 —m? = (1 —m)(1 + m), il en découle que

mx+y=2m-1

6) = ‘= m—1 _ 1
T A-mQ+m)  1+m
_ 1
—  14m
m 1
y=2m-1-mx=2m-1+ =2m —
m+1 m+1

On obtient une seule solution, qui dépend de m.

Ainsi, 5/:{(_ 1 ,2m — 1 )}
1+m 1+m
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Devoir Surveillé n°6 de Mathématiques

Samedi 4 Avril 2026 (Durée: 3h)

Exercice 1

Soit OPQR un carré. On appelle C le milieu du segment [OP] et ’on construit alors un carré
OABC a I'extérieur du carré OPQR. On appelle enfin I I'intersection des droites (AP) et (BQ).

1) Faire un dessin rapide, en plagant la droite (RA) horizontalement et en bas.
Indication : attention a l’ordre des sommets des carrés.

2) Montrer que les points I, C et R sont alignés.

Indication : déterminer les coordonnées des points A, B, C, P, Q et R dans le repere (O, CTA, CY:),
puis établir des équations des droites (AP) et (BQ). En déduire les coordonnées de leur intersection I.

Exercice 2
Soit ABC un triangle tel que AB =4 cm, AC =5 cm et BC =6 cm.
N . . . —\2 — —\2
1) Calculer cos A.  Indication : partir de BC? = (BC) = (AC - AB)
2) En déduire cos? A puis sin A.

3) Déterminer 'aire du triangle ABC.

Exercice 3
Soit P(x) = x® + 5x% — 2x — 24 un polyndme de degré trois.
1) Vérifier que —3 est racine de P.

2) Trouver un polyndme Q(x) tel que 1'on ait P(x) = (x + 3) Q(x) pour tout x € R.

3) Déterminer les racines de Q, puis factoriser P sur IR.
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Exercice 4

1) Soit I le milieu d"un segment [AB].
2

AB
Démontrer que MA? + MB? = 2MI? + —— pour tout point M du plan.
. . . H H 2
Indication : partir de MA? = (MI + IA)

2) Application : soit ABCD un rectangle de centre L.
Montrer que MA? + MC? = MB? + MD? pour tout point M du plan.

Exercice 5

x=1+2t
Soit 2 l'ensemble de R® de représentation paramétrique (y =-1+f (t€R).
z=4-2t

1) Identifier I'ensemble &, en donnant un point et un vecteur directeur.
Exhiber un second point de 2.

2) Donner une représentation de la droite A parallelea & et passant par B(—4,1,5).

3) Déterminer une équation cartésienne du plan & contenant Z et A.

x=-5+5u
4) Soit &’ de représentation paramétrique {y =-4+8u (u € R).
z=10+9u

Montrer que 2’ L &7, puis que la droite &’ coupe le plan & en un point de Z.

Exercice 6
On définit 1 (T,), o de pol fo=1 Ti=xX
n définit la suite e polyndmes par
nineN POy P Tpi2 =2XTy =T, pour tout n € N
1) (a) Déterminer T,, T; et Ty.

(b) Calculer les racines de ces trois polynomes.
2) Montrer par récurrence double sur n € IN que :
(a) deg(T,)=n (b) T,(cosO) = cos (n0) pour tout 6 € R

3) Soitn € IN™.

(a) Résoudre I'équation cos(nf) = 0 d'inconnue 0 € R.

(b) En déduire les racines du polyndéme T,,.
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Exercice 7

1) (a) Donner les DL, en 0 de sin x, cos x et tan x.

sinx + cosx —tanx —1
xz

1 1
2) (a) Donner les DL, en 0 de 1 et

+ x2 V1 — 2

(b) En déduire les DL3 en 0 de arctan x et arcsin x.

(b) En déduire la valeur de lirr(}

(c) Donner enfin un équivalent simple en 0 de arctan x — arcsin x.

3) (a) Soienta > 0 et b € R. Rappeler la définition de 4’ a l’aide de exp et In.

1/x
(b) Calculer lim( 1+x ) sans s’occuper de I'ensemble de définition de cette expression.

x—0\1 —3x

Exercice 8

lenx définiesur J0;1[U]1;+o].
x> -1

On considere la fonction f:x +—
1) (a) Etudier les limites de f en 0" et en +oo. Interpréter les résultats obtenus.

(b) Calculer lirg& % Que peut-on en déduire?

2) (a) Déterminer le DL, en 0 de la fonction g : h+— f(1 + h).

Ceci nous donne un DL, de la fonction f au voisinage de 1, que I'on va utiliser afin de
répondre aux deux questions suivantes.

(b) Montrer que f admet un prolongement par continuité en 1 et donner f(1).

(c) Donner I’équation de la tangente a 47 en x = 1, ainsi que sa position relative.

Exercice 9

Pour tout t € R, on note [t| 'unique entier relatif vérifiant [f] <t < [¢] + 1.

On définit alors sur l'intervalle ]0; +oo[ la fonction f:x +— sin(% L7t xJ).
1) Montrer que t—1 < [t] <t pour toutt € R.

2) Calculer lim % |t x]. En déduire lim f(x).
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Exercice 1
Plagons la droite (RA) horizontalement pour raisonner facilement dans le repere (O, O_A, OC).
Q P
I
C B
R @) A

Dans ce repére, on a : O(0;0), A(1;0), B(1;1), C(0;1), P(0;2), Q(=2;2) et R(=2,0).

Equation de la droite (AP)

—(x-1 — (-1
Pour M(x; y) € &, 0on a AM( y ) et AP(2) donc

- 3 x—1 -1
det(AM,AP) =0 ,|=0 & 2x-2+y=0
Ainsi ‘ La droite (AP) a pour équation 2x +y -2 =0.

Equation de la droite (BQ)

—(x—1 — (-3
Pour M(x; y) € &, 0ona BM( ) et BQ( 1) donc

y—-1
det(BM,BQ) =0 e x-1 _3‘:0 e x-1+3y-3=0
y-1 1
Ainsi, ‘ La droite (BQ) a pour équation x + 3y —4 =0.

Coordonnées de |

Le point I étantl'intersection de ces deux droites, ses coordonnées sont les solutions du systeme formé
par leurs deux équations. Or,

{2x+y—2=0 (L) {—5y+6=0 (Ly —2L,) {x:2/5
— —

x+3y—4=0 (Lp) -5x+2=0 (L,-3Ly) y=6/5
Ainsi, ‘ L’intersection des droites (AP) et (BQ) est le point 1(2/5;6/5). ‘
Alignement de R, C et I

. — (2 — (2/5 L= —
On en déduit que RC 1) et CI 1/5 d’ou RC = 5CIL.

— =
Ainsi, les vecteurs RC et CI sont colinéaires, ce qui montre que

‘ Les points I, C et R sont alignés.
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Exercice 2
—2 —  —\2
1) Ona BC? = (BC) = (AC - AB)
—\2 — — —\2
:(AC) —2AC-AB+(AB)
= AC2 —2AC X AB X cos A + AB?
d’ott 36 =25 —40cos A + 16 soit 40cos A =41 —36 =5 et |cos A = % - é.

~ 1
2) Par conséquent |cos® A = a

- - 1 63
Z : 12 — - 2 = _—_—= —
On en déduit que sinnfA=1-cos*A=1 ad-a

~ ~ ~ = 7
De plus A € ]0;n[ donc sinA > 0 etalors |sinA = Vsin? A = @ = %

—>—>)‘ 1

3) On sait que l'aire du triangle ABC est % |det (AB, AC)| = 5 AB x AC X sin A

5x4 347 157

ot Anse = =5 X Tgmasc =
Exercice 3
1) Ona P(=3) = (=3)% + 5 x (=3)2 — 2 X (=3) — 24

=-27+5%X9+6-24
=-274+45+6-24=0

2) Comme P(-3) = 0, alors P(x) se factorise par (x + 3) et s’écrit P(x) = (x + 3) Q(x).
L’algorithme de Horner nous conduit a

Q(x) = x? + 2x — 8 pour tout x € R.

1 5 -2 -24
En effet: -3 -3 -6 24

1 2 -8 |[0]

3) Le polyndme du second degré Q a pour discriminant A = 22 — 4 x (-8) = 36.

Comme A > 0, ce polyndme admet deux racines réelles distinctes, a savoir

-2-436 -2-6 -2+1Y36 -2+6
= = = -4 et Xy = = =
2 2 2 2

X1 2

On en déduit que Q(x) = (x +4)(x —2) pour tout x € IR, si bien que

P(x) = (x + 3)(x + 4)(x — 2) pour tout x € R
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Exercice 4
. - =2 11—
1) Comme I est le milieu du segment [AB], ona Al =1B = 5 AB.
— 2 — =2
De ce fait, MA? + MB? = (Ml +IA) " + (M + IB)
— 1 —\? — 1 —\?
= (MI— EAB) +(MI+ EAB)

AB? AB?
=M12—1\7i-§3’+T+M12+1\7i.E§+T

2
soit MA? + MB? = 2MI? + % pour tout point M du plan.

2) Comme ABCD est un rectangle de centre I, ses diagonales [AC] et [BD] sont de méme longueur
et ont pour milieu commun le point I. On déduit du résultat de la question précédente que

2 2
MA?Z + MC? = 2MI? + % = 2MI? + % = MB? + MD?

si bien que MA? + MC? = MB? + MD? pour tout point M du plan.

Exercice 5

1) C’est la droite passant par le point A(1, -1, 4) et dirigée par le vecteur % (2,1, -2).
En prenant t = 1 (par exemple), on obtient le point supplémentaire C(3,0,2).

2) La droite A passe par le point B(—4,1,5) et elle est dirigée par le vecteur 7(2, 1,-2).

x=—4+2t
Elle admet ainsi pour représentation paramétrique Sy =1+t (t € R).
z=5-12t

3) Le plan & passe par A et il est dirigé par les vecteurs % et @(—5, 2,1).
_)

Il admet ainsi pour vecteur normal tout vecteur 7(&, b,c) tel que U =0et7-AB=0.
1 faut d 20+b—-2c=0 c+2b-5a=0 — b=28a/5
AULAoNCqu® | 5,4 2b+c=0 5b—82=0 ¢ =5a—2b=9a/5

En prenant a = 5, on obtient le vecteur 7(5, 8,9).

De ce fait, & a pour équation cartésienne 5x + 8y + 9z +d =0 avecd € R.
Enfin A € 2 donc5 -8+ 36 +d = 0soitd = —33. Ainsi,

Le plan & a pour équation cartésienne 5x + 8y +9z —33 =0

4) La droite 2’ est dirigée par 71, vecteur normal de 2, si bien que 7' L 2.
Par ailleurs, 2’ et &7 se coupent au point D(x, y, z) tel que

x=-5+5u x=-5+5u
y=—4+8u . y=-4+8u
soit donc D(-5,-4,10)
z=10+9u z=10+9u
0=5x+8y+9z-33 0=170u

Or AD(-6,-3,6) soit AD = —31i : ceci montre que D appartient a Z(A, u).

De ce fait, ‘ La droite 2’ coupe le plan & au point D(-5,-4,10) de 2. ‘
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Exercice 6

D) (a) e

Ty =2XT; - Tp = 2X> - 1.
Ty = 2XTo — T; = 4X3 — 2X — X = 4X3 = 3X.
Ty=2XT3-To=8X*—6X2—2X2+1=8X4 -8+ 1.

T,()=0 & 2=1/2 e r=-LouL
T3(x) =0 = 4x(x2—%):0 & x=0oux’=3 < x:O,—g ou%.

Pour étudier T4, posons y = x> : alors Ty(x) =0 < 8y> -8y +1=0.
Cette équation du second degré a pour discriminant A = 64 —32 =32 =16 X 2.

8+4V2 5, _ 2V
16 == ety==F".

Ses racines sont donc y; =

Ainsi, Tyx) =0 & x*= 21—\6 ou %

y = \/2;\/5,_\/2;\/5, \/22—\/5_011 _ V2-\2

2

2) (a) Pour tout entier n € IN, on pose Z(n) : «deg(T,) = n».

Initialisation : on a deg(To) = deg(1) = 0 et deg(T;) = deg(X) = 1.

De ce fait, les propositions Z(0) et Z?(1) sont vraies.

Hérédité : soit un entier n € N tel que Z(n) et Z(n + 1) sont vraies.

Par définition de notre suite de polyndmes, on sait que T2 = 2XTj41 — Ty.

Or deg(2XT,+1) = deg(Ty+1) +1 =n+2 et deg(T,) =n d’apres & (n) et X(n+1).
Comme deg(2XT,11) # deg(T,), alors deg(T,+2) = max {deg(2XT,1), deg(T,)} = n+2
si bien que la proposition Z(n + 2) est vraie.

Conclusion : le principe de récurrence permet d’affirmer que la proposition &(n) est

vraie pour tout n € IN, soit |deg(T,) = n pour tout n € N.

(b) Fixons 0 € R. Pour tout entier n € IN, on pose & (n) : « T, (cos 0) = cos(n0) ».

Initialisation : on a To(cos B8) = 1 = cos(0 X O) et T1(cos B) = cos O = cos(1 X ).
De ce fait, les propositions Z(0) et #?(1) sont vraies.

Hérédité : soit un entier n € N tel que Z(n) et Z(n + 1) sont vraies.

Alors T, 42(cos ) =2cos 8T, ,1(cos 8) — T, (cos O)

=2cos 6 cos((n + 1)0) — cos(nb)

=2cos 0 [cos O cos(nb) — sin O sin(n0)] — cos(nO)

= (2 cos? 0 — 1) X cos(nB) — 2sin 6 cos O X sin(n0)
Or 200820 —1 = cos? 0 —sin® 0 = cos(260) et 2sin 6 cos O = sin(26)
donc Ty2(cos B) = cos(26) X cos(nf) — sin(20) X sin(nb) = cos ((n + 2) O)
si bien que la proposition Z#(n + 2) est vraie.

Conclusion : le principe de récurrence permet d’affirmer que la proposition &(n) est
vraie pour tout n € IN. Ceci étant vrai pour tout 0 € R, on a donc

‘VOEIR VnelN Tn(cose):cos(ne)‘
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3) (a) Ona: cos(nf) =0 n@z%+k7’c = 6:%+k7n aveck e Z.
2k +1
Ainsi, cos(nf) =0 & 0 = @k+m avec ke Z

3 2n—1
(b) Les solutions dans [0; 1] de cos(nf) = 0 sont donc l, —n, ey —( " )n.
2n’ 2n 2n

2n—1
Comme T,(cos0) = cos(n0), les nombres cos(l), cos(3—n), ..., COS u sont
2n 2n 2n

alors des racines du polynome T,.

Or ces n nombres sont distincts car cos est strictement monotone sur [0;7t].
En outre, le polyndme T, étant de degré n, il a plus n racines. En conséquence,

3 2n -1
Les racines de T,, sont les nombres cos(l), cos(—n), ..., COS M .
2n 2n 2n

Exercice 7

2
X . X
1) (a) D’aprésle cours,ona |sinx=x+ 0 (xz) et |{cosx=1—-—+ o (xZ)
x—0 x—0

Par division selon les puissances croissantes, on obtient |tanx =x+ o (xz)

x—0
. x+1-222-x-1+ o(xz)
. . sinx+cosx—tanx—1 x—0 1
(b) Ainsi = =->+ o (1)
22 x2 2 x=0

1 . sinx+cosx—tanx—1 1

si bien que lim =—_=
x—0 x2 2

2) (a) On utilise la relation 1+ u)* =1+ au + oo(u) pour a =-leta=1/2:
u—

A+x)1T=1-x+ o (xz) et |[(1-x1)"12=1+x%/2+ o (xz)

x—0 x—0

(b) En intégrant ces deux DL, on en déduit aisément que

arctan(x) = x - x3/3+ o (x3) et |arcsin(x) =x+x3/6+ o (x3)
x—0 x—0

X3 x>
. . _ 3 _ 3
(c) Enfin arctanx —arcsinx =————+ 0 (x )———+ o (x )
3 6 x—0 2 x—0
x3
4 S .
d’ou arctan x — arcsinx ~ ——
=0 2

3) (a) Poura>O0etb€RR, onpose ab = eblna,
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(b) Pour x # 0 et suffisamment proche de 0, on a

(1+x)1/x:exp[1 ln(1+x)]:exp[ln(l+x)—hn(1—3x)

1-3x X 1-3x X
Or, In(1+x)=x+ oo(x) et In(1-3x)=-3x+ oo(x)
X X—>

si bien que In(1 + x) — In(1 — 3x) = 4x + °, (x) 0 4x

X X—>
ot donc lim In(1 + x) — In(1 — 3x) _4

x—0 X

1T+x\/*

On en déduit par continuité de exp sur R que lirré ( 1 3x) =
x— -

Exercice 8

1) (a) Ona linéxlnx =0 d’apres les croissances comparées.
X

Comme lir% (x2 - 1) = —1 par somme, alors lirr(1) f(x) = 0| par quotient de limites.
x— Yo

Ainsi, on peut prolonger par continuité la fonction f en 0 en posant f(0) = 0.

Inx
Comme 1= o (xz) alors ¥* -1 ~ x2 dou f(x) ~ —-
X—+00 X—+00 xX—+o0 X
. Inx L . 3 -
Or lim — =0 d’apres les croissances comparées donc | lim f(x) = 0.
x—+o00 X X—+00

De ce fait, la courbe de f admet 1’axe (Ox) pour asymptote en +co.

(b) Pour x€]0;1[,ona @zln—x oll lim(xz—l)z—l.

x2 -1 x—0
. B . flx) . .
Or hr% In(x) = —oc0 donc hr% ~ - +oo | par quotient de limites.
X—> X—>

Le quotient étudié étant le taux d’accroissement de f en 0, on en déduit que

f n’est pas dérivable en 0 et ¢y admet une tangente verticale en O(0, 0).

1+h)In(1+h) (1 +h)In(1+h)

2) (a) Pourh #0,0ona f(l+h)= A1 - IR
On sait que In(1+h) = h—h2/2+h3/3+hoo(h3)
si bien que (1+h)In(1+h)=h—-h2/2+h/3+h2 - 132 + hoo(h3)

=h+12/2-1/6+ o (1)
h—0

h+12/2-1/6+ o (h3) 1+h/2-H/6+ o (hz)
h—0 _ h—0
2h + h2 B 2+h

Ainsi g(h) =
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En effectuant une division selon les puissances croissantes, on obtient

1 K )
faem=35-15+0,(7)

Remarque : on peut aussi conclure par produit de DL en notant que

11 L _ 1 (_ 2 2)
2+h‘2><1+h/2‘2><(1 hf2+h /4+h30(h)

(b) En posanth = x — 1, on obtientle DL, de fen1:

a2
flx) = % -& 121) 9 ((c=17%)

On déduit de ce DL que lirr} flx) = % par somme de limites.
x—

Ainsi, f se prolonge par continuité en 1 en posant f(1) = %

(c) De plus, ce DL; en 1 nous donne la tangente a ¢ au point d’abscisse x = 1 ainsi que sa
position par rapport a €. En effet :

—1)?
o f(x)= % _i B ) + o ((x - 1)2) donc la tangente a pour équation y = %
ol 1 (x=1) o .
e la différence f(x) — 5.0 1 est négative au voisinage de 1.
X—

1
La courbe ¢; admet la droite d’équation y = 5 pour tangente en x = 1.

Elle est en outre située en-dessous de cette droite au voisinage de x = 1.

Exercice 9
1) Pour toutt € R, Lt <t<|t]+1
d’ou [t]-1<t-1<|[t]
Ainsi Lt <t et t—1<|t]
si bien que t—1<[t]<t pourtouttelR.
2) En particulier, on a pour tout x > 0

nx—-1<|nx]<mx

1 1
donc n——-<-|nx]<n
X X

Or lim 1 =0 donc lim (71 - %) = 1 par somme de limites.

X—+00 X X—+00

On déduit alors du Théoréme des Gendarmes que | lim 1 x| = 7.

xX—+00 X

Enfin, %im sin(h) = sin(nt) = 0 (fonction usuelle continue en 7).
-7

On en déduit alors par composition de limites que | lim f(x) = 0.

X—+00

Tristan Poullaouec http://www.mrpoullaouec. free. fr



BCPST1 ANNEE 2025-2026

Concours Blanc de Mathématiques

Mai 2026 (Durée : 3 heures)

Exercice 1
On désire résoudre sur R 1'équation différentielle linéaire du second ordre
(1+e"y” +2e*y +(2e*+1)y=xe® (E)
Pour cela, on considere une fonction y deux fois dérivable sur R et I'on définit sur R la fonction
z:xr— (1+e*)y(x).
1) Exprimer z’ et z” en fonctionde y, y" et y”.

2) Démontrer que la fonction y est solution de I'équation (E) si, et seulement si, la fonction z est
solution de I'équation différentielle

7”7

z/+z=xe* (1)

3) Résoudre I'équation (F).

4) Déterminer enfin les solutions de I'équation (E).

Exercice 2

1) Soient n € IN* et k € [1;n ]. Montrer que

2 =00 e o) =of

2) Soient n € N et (a,b) € C2. Donner le développement de (a + b)".
3) Applications
(a) Exprimer (2 — x)° en fonction de x € R.

(b) Soit n € IN. Calculer les sommes suivantes :
(@) kz('; (’,Z) (b) ;H)k (’;) (© Y2 (’;)

Exercice 3

Soit ABCD un carré. On place P sur [AB] et Q sur [BC] de sorte que BP = BQ = BC/3.
On appelle enfin H le projeté orthogonal de B sur la droite (PC).

1) Faire un dessin rapide.
— —>
2) On se place dans le repere (B, BC, BA).

(a) Donner les coordonnées des points A, B, C, D, P et Q.
(b) Calculer les coordonnées de H, en observant que (BH) L (PC) et que H € (PC).

3) Montrer que les droites (QH) et (HD) sont perpendiculaires.
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Exercice 4
2x + 1

x+1°

On définit sur l'intervalle [ 0; +oo [ la fonction f: x

1) Etudier les variations de la fonction f sur son ensemble de définition.

2) On définit la suite (uy,),cn par up =2 et uy41 = f(u,) pour tout n € IN.
(a) Montrer par récurrence que 1 < 1,41 < u, <2 pour tout entier n € IN.
(b) Que peut-on alors dire de la suite (1), ?

(c) Justifier que cette suite converge, puis déterminer sa limite.

Exercice 5

Inverser les matrices suivantes, en utilisant la méthode de votre choix :

110 1 2 4 1 1 2
A=(0 1 1 B=(1 0 1 C=(-2 -2 -1
1 01 1 -1 4 0o 1 2

Exercice 6

Calculer les limites suivantes a 1’aide de développements limités d’ordres finement choisis :

x— —
lim 2 cos(x) +e* —3 1n(1+x)] lim [x\/1+9x2+x\/1+x2—2x\/1+4x2]

x—0 x3 X—+00

Exercice 7

n
1 1 1
On considere la suite (u,),cn- de terme général u, = ZE =1+ 5Tt pourn > 1
k=1

1) (a) Montrer a I'aide d’études de fonctions que " a < In(1 +x) < x pour toutx > 0.

+1

1
< - < - B
1 In(k + 1) — In(k) ¢ pour toutk € IN

Indication : appliquer la relation précédente a une valeur de x bien choisie.

(b) En déduire que

2) (a) Montrer que ;41 —1 <In(n+1) <u, pourtoutn € IN*.

Indication : on pourra sommer la relation précédente.
(b) En déduire que In(n+1) <u, <1+In(n) pour toutn € IN*.
(c) Déterminer alors la limite de la suite (1,),,en-
3) Pour tout n > 1, on pose v, = u, —In(n + 1).
(a) Etudier le sens de variation de la suite (v;,),cn- en pensant a utiliser la question 1.(b).
(b) Etablir que v, < 1+In(n) —In(n + 1) pour tout n € IN* en utilisant la question 2.(b).

(c) Prouver que la suite (v,),n- €St convergente.

Culture générale : la limite y de la suite (v,),en- S’appelle la constante d’Euler-MacLaurin.
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Exercice 1

1) Comme y est deux fois dérivable sur IR, la fonction z l'est aussi en tant que produit de fonctions
deux fois dérivables. De plus, on a pour tout x € R

Z(x) = (1+e%) y'(x) + e y(x)
et z7(x) = (1+e%) y’'(x) +2e* y'(x) + e* y(x)

2) De ce fait,
y est solution de I'équation (E)
— VxeR, 1+eM)y’(x)+2e*y (x)+(2e*+1) y(x) = xe*
& VxeR, [(1+e")y"(x)+2e*y(x) +e* y(x)] + (™ + 1) y(x) = xe*
— VxeR, z’(x) + z(x) = xe*

& z estsolution de 1’'équation (F)

3) e Lquation homogeéne : elle s’écrit z”7 + z = 0.

— L’équation caractéristique associée est > + 1 = 0.
— Elle admet deux racines complexes conjuguées, i et —i.

Les solutions de I'équation homogene sont alors toutes les fonctions

‘ g:x+> Acosx+ usinx avec A, u € C deux constantes

e Solution particuliere

Posons zp(x) = (ax + b) e* pour tout x € R. Alors

zo'(x) = (ax + a + b) e”* et zo”(x) = (ax + 2a + b) e”*
donc z0”(x) + zo(x) = (2ax + 2a + 2b) e*
2a=1 a=1/2
si bien que 2o est solution de (F) < =
20 +2b=0 b=-1/2

Ainsi | zg: x +— (x/2 —1/2)e* ‘ est solution de I'équation différentielle.

e Ensemble des solutions

Les solutions de I'équation (F) sont donc toutes les fonctions

X

z:x+> Acosx+ usinx + e* avec A, u € C deux constantes.

4) D’aprés la question 2), on obtient I’ensemble des solutions de 1'équation (E) en divisant les
expressions de celles de (F) par 1+ e*. De ce fait, les solutions de 1’équation (E) sont toutes les
fonctions

Acosx + usinx (x—1)e*
: [
yex 1+e* 2+ 2e”

avec A, u € C deux constantes.
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Exercice 2

1) La premiére relation nécessite quelques calculs : pour n € N* et k€ [1;n], ona

n ny n! n!
(k—1)+(k)_ Gk-Din+1-0  Krn-h
B kn! n+1-kn!
T kk—DIXm+1-R0 KX +1-k =k

_(k+n+1-kn!  m+DLn!  (n+1)!
T o Km+1-k  Km+1-k! kKm+1-k)!
(n+1) .
= k Commepromls

Pour la seconde relation, par contre, les calculs sont assez simples :

n-1_ nm-1)! n!
n(k—l)_(k—l)!(n—k)!_(k—l)!(n—k)!
_ kn! _ kn! e[
Tkk-Dixm—R  Km-k " \k

n
2) D’apres la formule du bindme de Newton, on a |(a + b)" = Z (Z) ak vk |,
k=0

3) Applications

(a) Grace au triangle de Pascal (voir ci-contre), on obtient

1
5
5 _ 1 1
2- x)5 = Z (k) 2k(_x)5 k Lo g
0 13 3 1
=1 % (=x)° +5x 2 x (—=x)* + 10 x 22 x (—-x)° 1 4 6 4 1
+10 x 23 X (=x)?> + 5 x 24 x (=x) + 2° 1 5 10 10 5

soit (2 —x)° = —x° + 10x* — 40x> + 80x> — 80x + 32

n

(b) D’apres la formule du bindme de Newton, (a + b)" = Z (Z) @b * pour tousaetb e C.

k=0
n n
En particulier, Z (Z = Z (Z 11k =1 +1)" =
k=0 k=0
n n
De méme, Z(—l)k (Z = Z (Z (-Df1 k=1 -1 = @ (car n > 0)
k=0 k=0
n n
et ) 2 (Z =Y (’Z 2k1nk = 2 +1)" =
k=0 k=0
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Exercice 3
— —>
1) Plagons le point B en bas a gauche pour raisonner facilement dans le repeére (B, BC,B )
A D
P s H
B Q C

2) (a) Dans le repére choisi, on a : B(0;0), C(1;0), D(1;1), A(0;1), Q(1/3;0) et P(0;1/3).
(b) Equation de la droite (PC)

Pour M(x; y) € &, 0ona PM( X ) et PC( ! ) donc
y—-1/3 -1/3
det(PM,PC)zO:) ‘ 8 ! ':0<=>—x/3—y+1/3:0
y—-1/3 -1/3

Ainsi, |la droite (PC) a pour équation x + 3y —1 = 0.

Equation de la droite (BH)

Elle admet I)_(>Z pour vecteur normal, donc elle a une équation de la forme x — /3 + c = 0.
De plus, elle passe par B(0;0) donc c = 0.

Ainsi,

la droite (BH) a pour équation 3x — y = 0.

Coordonnées de H

Le point H étant l'intersection de ces deux droites, ses coordonnées sont les solutions du
systeme formé par leurs équations. Or,

3x—-y=0 — Yy =3x — x=1/10
x+3y—-1=0 x+9x=1 y=23/10

Ainsi, |le projeté orthogonal de B sur (PC) est H(1/10;3/10).

3) Perpendicularité de (QH) et (HD)

On en déduit que Q_I>—I (1/1%/_1(1)/2 9:/;07/30) et I—TD (%18) d’ou

Y 7 9 9 7 63463
H-HD = -2 X — 4+ 2 x = = 222059 _
Q *10+t30%10° 30 - °

30 10
—_—  —
Ainsi QH 1L HD et donc ‘ les droites (QH) et (HD) sont perpendiculaires.
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Exercice 4

1) La fonction f est dérivable sur son ensemble de définition en tant que quotient de fonctions
polynomiales, et 1'on a

2X(x+1)-2x+1)x1 1
Vx>0 "(x) = = >0
* f'&) (x + 1) (x + 12
si bien que ‘ La fonction f est strictement croissante sur [0; +oo[. ‘

2) (a) Pourn € N,onpose P(n):« 1< uy <uy <2».

o Initialisation :ona up =2 et u; = f(uo) = f(2) =5/3 donc 1 <uy <up<2.
Ainsi, la proposition &?(0) est vraie.

o Hérédité : soit n € IN fixé; on suppose que la proposition &(n) est vraie.

On a alors 1<uyy <u, <2 d’apres la proposition & (n)
d’ou f(1) < flups1) < f(un) < f(2) par stricte croissance de f
soit 1<3/2< Uy <uy1<5/3<2

Ainsi, la proposition &?(n + 1) est vraie.

e Conclusion :le principe de récurrence permet d’affirmer que la proposition &(n) est vraie
pour tout n € IN, c’est-a-dire que

‘1<un+1<un<2 pourtoutnelN.‘

(b) Ce résultat signifie que

‘ La suite (1), est strictement décroissante et bornée. ‘

(c) Cette suite étant décroissante et minorée, elle converge donc vers un réel ¢.

Déterminons maintenant la valeur exacte de cette limite.
e Onsait que 1 <u, <2 pour toutn € N, donc 1 < ¢ <2 par passage a la limite.

e De plus, u,41 = f(u,) pour tout n € IN, ou f est continue car dérivable.
On obtient alors par passage a la limite £ = f(¢{).

e Enfin, pour £ €[1;2],

_20+1

(=) = (=7

= (?-(-1=0

Cette équation du second degré admet pour discriminant A = 5 et pour racines

1- 15 1+ 5

5 .Comme ¢ €[1;2], onen déduit que ¢ = R

et

1+
2

15

Ainsi La suite (u,),en converge vers
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Exercice 5

1) Pour X(x,vy,z) et Y(a,b,c) e R% ona:

X+y =a xX+y =a X+y =a
AX=Y y+z=bh y+z=>b = y+z=>b
X +z=c -y+z=c—-a 2z=b+c—a
x=a-y= a/2-b/2+c/2
— {y=b-z= a/2+b/2-¢/2
z=-a/2+b/2+c/2
1/2 -1/2 1/2 , 1 -1 1
donc Aestinversible et Al'=]|1/2 1/2 -1/2|==|1 1 -1
-1/2 1/2 1/2 -1 1 1
x+2y+4z=a X +z=b
2) De méme, BX=Y & { «x +z=b -y+3z=c-b
x—-y+4z=c 3y =a-c
x=b-z=-a/9+4b/3 —-2c/9
= y= a/3 —-c/3
z=(y+c—-b)/3= a/9 —b/3+2c/9
-1/9 4/3 -2/9 . -1 12 =2
donc Bestinversible et Bl=]| 1/3 0 -1/3|==|3 0 -3
1/9 -1/3 2/9 1 -3 2
X+y+2z=a X+y+2z=a
3) Enfin, CX=Y &= {-2x-2y-z=b y+2z=c
y+2z=c 3z=b+2a
X= a -
& {y=c—-2z=-4a/3-2b/3+c
z= 2a/3 +b/3
1 0o -1 1 3 0 -3
donc Cestinversible et C1=|-4/3 -2/3 1 =3 -4 -2 3
2/3 1/3 0 2 1 0
Exercice 6
x? 3 2 3
1) Ona cos(x):l—?+x(_))o(x) donc 2cos(x) =2—x +xgo(x )

Deplus e*=1+x+x%/2+x3/6+ 00(x3) et In(l+x)=x—-x%/2+x3/3+ 00(x3)
x— X

Ainsi

donc

Tristan Poullaouec

2cos(x) +e* -3 —In(1 + x)
X

2 .3
:2—x2+1+x+—+——3—(x—x—+—)+ o (x3)
2 x—0

2 6

a3

LTy o (@)=-T+

3

3 X
o (¥) ~ -=
x—0 x—0 6

. 2cos(x)+e*-3
lim

—In(1+x) _ 1

x—0 x3
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1
2) Onsaitque V1+u=1 +2 >t.0 (u) Comme lim — =0, ona de ce fait pour tout x > 0

X—+00 x2

1 1 1 1
x\/1+9x2—xx3x1/1+ > =3x° (1+—+ 0 (—)):3x2+—+ o (1)
18x2  x—+oo \x2 6 x—too
xVi+x2=xXx 1+—_x 1+—+ 0 (l)):x2+1+ o (1)
x2 x—+o0 \ x2 2 x—o+o0

1 1 1 1
2x V1 4+4x2 =2x X 2x 4|1 + — = 4x? (1+—+ 0 (—)):4x2+—+ o (1)
4x2 8x2  x—o+oo \x2 2 x—+o0

1
d’ou x\/1+9x2+x\/1+x2—2x\/1+4x2:6+ o (1)

X—+00

1
soit lim [x\/l+9x7~+x\/1+x2—2x\/1+4x7~] =g par somme

X—+00
Exercice 7
1) (a) e Lafonction f:x+— In(x+1)—- jc_ 1 est dérivable sur [0; +co [ en tant que composée
de fonctions usuelles et
1 x+1-x_ x+1-1_ X

Vx>0 " = = >
* FO = S " GF 1 - Gr1E G r1P

De ce fait, la fonction f est croissante sur [0;+co[. Or, f(0) = In(1) =0 = 0.
Il s’ensuit que f(x) > 0 pour tout x > 0, soit

In(1+x) > % pour tout x > 0

e De méme, la fonction g:x+— x —In(x +1) est dérivable sur [0; +oco [ et
1 x+1-1  x S
T+x 1+x  1+x

Vx>0 gx)=1-

Par conséquent, la fonction g est croissante sur [0; +oo [.
De plus g(0) = 0 —In(1) = 0, donc g(x) > 0 soit

‘ln(l +x) < x pour tout x > O‘

e On déduit de ces deux inégalités que

Vx>0 x1<ln(1+x)<x
(b) Soit k € IN*. L'inégalité ci-dessus appliquée au réel x = % nous conduit a
1/k 1
1+1/k\1(1+k) k
it 1 <In k+1 1
SOt P T o A
PN 1 1
d’ou m (k + 1) —Ink E
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2) (a) Soitn € IN*. Ecrivons l'inégalité ci-dessus pour k allant de 1 jusqu’a 1 et sommons membres
a membres les inégalités obtenues :

% < @) -In(1) <1
1 1
i — < =
3< ME-n@ <3
1 1
—<In(n+1)-In(n <

1 1 1
e Membres de gauche : §+§+---+m—un+1—1

o Membres du centre : In(2) —0+In(3) = In(2) +--- +In(n + 1) — In(n) = In(n + 1)
C’est une simple somme télescopique.

o Membres de droite : 1+1+---+1=Mn
1 2 n

Ainsi, ’'addition des n inégalités obtenues nous méne a

‘VnelN* un+1—1<ln(n+1)<un‘

(b) On en déduit que 1,41 <1+ In(n + 1) pour tout n € IN*.
Comme u; =1 =1 +1In(1), on peut écrire que u, < 1 + In(n) pour tout n € IN*.

De ce fait, (VneN'  In(n+1) <u, <1+In(n))|

() Ona lim n+1=+oc0 d’ott lim In(n + 1) = +co par composition de limites.

n—+00 n—+00

On déduit du théoreme de minoration que | lim u;, = +oco.

n—+00

3) (a) Pourtoutn >1 Upt1 —Up = Uy —IN(M+2) —uy +In(n + 1)

=Upyy1 — Uy +In(n+1) —In(n + 2)

1
=T +In(n+1) —In(n + 2)

1 .1 .
— < — > .D).
Or, In(n+2)—In(n +1) —] soit — +1In(n + 1) — In(n + 2) > 0 (question 1.b)

En conséquence, ‘ La suite (vy,),,cp €St croissante. ‘

(b) D’apres la question 2.b, ona u, <1+ In(n) si bien que

‘VnelN* Un<1+ln(n)—ln(n+1)‘

(c) Par croissance de In, ona In(n) < In(n + 1) sibien que v, <1 pour toutn € IN*.
Ainsi, la suite (vy,),cn- est majorée par 1. Comme elle est en outre croissante, alors

La suite (vy,),,n- €St convergente.
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Devoir Surveillé n°8 de Mathématiques

Samedi 30 Mai 2026 (Durée: 3 h)

Exercice 1
In(1 + x)

On définit sur | -1;0[U]0;+oco[ la fonction f:x+— "
1) Donner le DL, de In(1 + x) en 0.

2) Prouver que f admet en 0 un prolongement par continuité.

On I'appellera encore f et 'on donnera la valeur de f(0).
3) La fonction f est-elle dérivable en 0 ? Si oui, préciser la valeur de f'(0).
4) (a) Déterminer I'expression de f’(x) sur | -1;0[U]0; +oo[.

(b) La fonction f est-elle de classe ¢ sur l'intervalle ]—1;+oo[?

Exercice 2
Soita € R tel que 0 < a < 1. On considere la suite (1), définie par
up=a et uyq =u,(2-u, pourtoutn €N
1) (a) Montrer par récurrence que 0 < u, < 1 pour tout entier n € IN.
On pourra s'intéresser a la fonction f : x — 2x — x* sur l'intervalle [0;1].
(b) Montrer que la suite (1), est strictement croissante.

(c) Que peut-on en déduire ?

1
2) On suppose maintenant que a = 3 Pour tout n € IN, on pose v, = 1 — u,,.

(a) Exprimer v,,; en fonction de v, pour tout entier n € IN.

(b) En déduire I'expression de v, en fonction de n € IN.

Pas la peine de rédiger la récurrence, je vous en fais cadeau cette fois-ci.

(c) Déterminer la limite de (v,,),, oy puis celle de (u,),,en-

Exercice 3
On considere E = {(x,y,z) € ]R3/x+2y—z = O} et F= {(x,y,z) € ]R3/2x+ y+z= O}.
1) Justifier que E et F sont des sous-espaces vectoriels de R? et en donner des bases.

2) Déterminer E N F.
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Exercice 4

Soit n € IN*. On définit sur [0;1] la fonction f,:x+ x° +nx—1.
1) Montrer que I'équation f,(x) = 0 admet une unique solution sur [0;1]. On la note a,,.
2) Déterminer les signes de f,(0) et f, (%) Que peut-on en déduire sur a,, ?

3) Calculer alors lim a,,.

n—+00

4) Comparer fu1(ay) @ fus1(@ns1). En déduire le sens de variation de la suite (a,,),,en-

Probléme 1

Le but de ce probleme est d’étudier les couples (x;y) d’éléments distincts de l'intervalle
]0; +oo [ solutions de I'équation (E) : x¥ = y* et, en particulier, les couples d’entiers.

P o . Inx _Iny
1) Montrer que I’équation (E) est équivalente a - - 7

1
2) On définit sur l'intervalle ] 0; +co [ la fonction h : x +— nTx . Soit € sa courbe.

(a) Déterminer les limites de la fonction & en +co et en 0.
(b) Dresser le tableau de variations de la fonction h.
(c) Préciser 'intersection de la courbe % avec 1’axe des abscisses.
(d) Donner 'allure de € (on prendra e =3 et e”! =1/3).
3) Soit A un élément de l'intervalle ]0;el [ Prouver 'existence d’un unique nombre réel
a€]l;e[ etdununique nombreréel b € ]Je ;+oo| tels que h(a) = h(b) = A.

4) On considere la fonction s qui, a tout nombre réel a de l'intervalle ]1;e [, associe
I"'unique nombre réel b de l'intervalle ] e ; +oo [ tel que h(a) = h(b).

Par lecture graphique et sans justification, répondre aux questions suivantes :
(@) Quelle est la limite de s(a) quand a tend vers 1 par valeurs supérieures ?
(b) Quelle est la limite de s(a) quand a tend vers e par valeurs inférieures ?

(c) Déterminer les variations de la fonction s, et dresser son tableau de variations.

5) Déterminer les couples d’entiers distincts solutions de I’équation (E).
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Probléme 2

Ce probleme comporte trois parties qui s’enchainent. Certains résultats indispensables sont fournis
gentiment dans I"énoncé : n’oubliez surtout pas de vous en servir | Vous pourrez également utiliser
si nécessaire les approximations suivantes : e ~2,7 et 1/e ~0,4.

x—Inx

On s’intéresse a la fonction g:x +— définie sur l'intervalle |0; +oo .

Partie I — étude d’une fonction auxiliaire
Considérons tout d’abord la fonction f:x+— Inx +x définie sur ]0;+oo[.

1) Dresser le tableau complet de variations de f.

2) Justifier que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution « € ]0; +co[.

1
3) Vérifier que - <a<l

Indication : on pensera a utiliser le sens de variation de f.

Partie II - étude de I’équation g(x) = x
1) Montrer que « est 'unique solution de I’équation g(x) = x sur ]0; +oo .

1
2) (a) Dresser le tableau de variations de g sur l'intervalle I = [E ;1 ]

(b) Prouver que: Yxel, g(x) €l

-1
3) (a) Montrer que: Vx €], g’(x)| < € >
-1
(b) Endéduire que: Vx €1, |g(x)— oc| < € lx — a.
Partie III — étude d’une suite récurrente
Ug = 1

On définit 1 it nlne '
n définit la suite (u,),an par {un+1 = ¢(u,) pour tout n € N

1) Montrer par récurrence que: Yn € N, u, € L.

-1
2) Endéduireque: Vn €N, |uy —al < eT lu,, — a.

, — 1\
3) (a) Etablir alors par récurrence que: Vn € N, |u, —al < (e > ) .

(b) Que peut-on en déduire ?
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Exercice 1
2
1) D’apres le cours, Inl+x)=x—-—+ o (xz).
2 x—0
o _In(T+x) X
2) Ainsi, flx) = " =1 > + xgo (x)
donc, par somme de limites, lir% flx)=1
x—
De ce fait,

On peut prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) = 1.

— £(0 o
3) En outre f(x; é)(( ) = 2 xx 0 = _% + 00(1)
_ e
. f@)-f0O) _ 1
donc lim ———— = —~
x—0 x-=0 2
Par conséquent, f est dérivableen 0 et f'(0) = ~5

4) (a) La fonction f est dérivable sur I = ]-1;0[ U]0;+co[ en tant que composée de fonctions
usuelles dérivables et 'on a

X
— —In(1 +x)
Vxel f’(x):JH'1

x2

(b) Sur I’ensemble I, la fonction f” est continue en tant que composée de fonctions usuelles
continues. Il ne reste plus qu’a examiner la continuité de f’ en 0.
1

Ona mzl—x+xgo(x)
donc 1jc_x:x—x2+x(_))o(x2)
De plus In(1+x)=x—x%/2+ 9 (xz)
d’ou e In(1+x) = —x?/2 + 9 (xz)

On en déduit que f'(x) = -1/2 + 00(1) donc lirréf’(x) =-1/2 = f'(0).
X X—

Ainsi La fonction f est bien de classe ¢! sur]—1;+oo[.
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Exercice 2
1) (@) Pourn € IN, on pose Z(n) : «0 < u, < 1».
e [nitialisation :ona ug =a € 10;1[ donc &(0) est vraie.

e Hérédité : soit n € N fixé. On suppose que la proposition &(n) est vraie, soit 0 < u, < 1.

Définissons la fonction f : x —> 2x — x> sur l'intervalle [0;1]. Elle est dérivable et

f'(x)=2-2x=2(1—-x)>0sur ]0;1[ donc f est strictement croissante sur [0;1].
De ce fait, la relation 0 < u, <1 implique f(0) < f(u,) < f(1) soit 0 < 1,1 < 1.
Ceci signifie que &(n + 1) est vraie.

o Conclusion :le principe de récurrence permet d’affirmer que la proposition & (n) est vraie
pour tout n € IN, si bien que

‘O<un<1pourtoutnelN‘

Remarque : on peut aussi s’en sortir sans passer par les variations de la fonction f, en
notant que la relation de récurrence s’écrit aussi

Ups1 = 2y — up®> =1—(u, —1)*> pour toutn € N

(b) Pourtoutn € N,ona uy41 — Uy =ty (2 — uy) — ty, = uy(1 — uy).
Or, on vient de montrer que 0 < u,, < 1 si bien que u,(1 — u,) > 0 pour toutn € IN.

De ce fait, ‘ la suite (1), est strictement croissante ‘

(c) Comme la suite (u,),cn est croissante et majorée d’apres les questions précédentes, on en
déduit qu’elle converge vers un réel £ > uy = a.

De plus, 0 < u, <1 pour tout n € N soit, par passage a la limite, 0 < £ < 1.

Enfin, u,11 = u,(2 — u,) pour tout n € IN soit par passage a la limite £ = £(2 — ) d’ou
{(1-¢)=0dou¢{=00oufl=1 Comme?>a>0,ils’ensuit que £ = 1.

Ainsi, Iim u, =1
n—+00
2) (a) Pour toutn € IN, Ups1 =1 —upy1 =1 —uy(2 —uy)

=1-2u, +u,? = (1-u,)?

soit Vpsl = Uy? pour toutn € N
TR 1 7 . . 7 2 5 7 4 7 8
(b) Déja, vg = 1 —ug = 1—§ = g.Amsu)l = (§)’Uz =1° = (g),?]3 = (g),etparune

récurrence immédiate

7\%
vy = (g) pour toutn € IN

Nn—+00 Nn—+00

7
(c) Comme 0 < 3 < 1 etque lim 2" = +oo,alors lim v, = 0 par composition de limites.

Or u, =1 -9, pour toutn € N, si bien que | lim u, =1.

n—+00
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Exercice 3

1) Montrer que E est un sous-ev de R®

Par définition de I'ensemble E, on a

x x 1 0
T y|eEe=x+2y—z2=0c=z=x+2y=0v=| y |=x|0|+y]|l
z X +2y

1\ (0 1\ (0
Ainsi, E = Vect {(0] ; [1)} est un sous-ev de R® de base {(0] ; [1)}
1) \2 1) (2

Montrer que F est un sous-ev de R?

Par définition de I'’ensemble F, on a

X X 1 0
?(y]eF<=>2x+y+z:0<=>z:—2x—y<:>_v’:( y ]:x[0]+y(1]
z -2x—-y -1

1 0 1 0
Ainsi, F = Vect {[ 02] ;[ 11)} est un sous-ev de R® de base {[ 02] ;[ 11]}.

2) Comme E et F sont deux plans vectoriels de IR?, leur intersection est une droite vectorielle :

X
- x+2y—-z=0 x+2y—-z=0
”(V]EE“F‘:’{zﬁwz:o ‘:’{—3y+3z=o (Ly) - 2(Ly)

z
X=-2y+z=-z N -
{ —, — v=|z|=2z]1
y z 1
-1 -1
De ce fait, ENF = Vect {[ % ]} est un sous-ev de R3 de base { % }
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Exercice 4
Notons que 1 > 1 dans cet exercice.
1) Appliquons le théoreme de la Bijection a la fonction f,, sur l'intervalle [0;1].

e La fonction f, est polynomiale, donc f, est continue sur [0;1].

e De méme, elle est dérivable sur [0;1] et f,/(x) = Sxt+n>n>1>0.
Ceci prouve que f, est strictement croissante sur [0;1].

e Enfin, f,(0)=-1et f,(1) =1+n—-1=mn donc f,(0) <0 < f,(1).

On déduit alors du Théoréme de la Bijection qu’

Il existe un unique réel a, € [0;1] tel que f,(ay,) = 0.

1y (1Y 1 1y _
2) Ona f,(0)=-1 et fn(a):(a) +nx;—1:(a).Decefa1t,

f0) <0< fu(2)

Ainsi, f,(0) < fu(an) < fu (%) Comme f, est strictement croissante sur IR, on en déduit que

1
VYnelN* O<a<;

1
3) Pourtoutn € N",ona 0<a< - d’apres la question précédente.

Or lim 1_ 0. On déduit alors du théoreme des gendarmes que

n—+oo 1

lim a, =0.

n—+oo

4) Par définition des fonctions f,, on a

YxeR frne1(x) = fu(x) +x
En particulier, on en déduit que pour tout n € IN*

fn+1(an) = fn(an) +a,=a,>0

sibien que furt(@n) > fur1(@ns1)
d’ou Oy > A par stricte croissance de f,11
Ainsi, ‘ La suite (ay),en- est strictement décroissante
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Probléeme 1
1) Pour tousréelsx >0ety >0,0ona

Ey=v=y—=h®)=n(y) = ynx=xlny

1
si bien que (E) = lnTx = %

2) (a) D’apres les croissances comparées, on a | lim h(x) = 0.

X—+00

. .1 .
On sait que lim — = +c0 et que limInx = —co.
x—>(§) X x—0
x>

On en déduit par produit de limites que lir% h(x) = —co.
X

(b) La fonction h est dérivable comme quotient de fonctions usuelles dérivables et

1
- Xx—Inxx1 1

Vx>0 W (x) = X =2 =0

—Inx

Comme x2 > 0, alors /' (x) est du signe de 1 — Inx. De ce fait

Hx)>0e=1-lnx>0= hx<l0<x<e

par croissance de la fonction In.

b 0 e +00
W (x) + 0 -
1
h(x) /5N
—00 0

1
Notons que h(e) = n est le maximum de la fonction /.

(c) La courbe € coupe 'axe des abscisses au point A(a; 0) tel que h(a) = 0.

Or h@)=0e=na=0=a=1

Ainsi La courbe % et I'axe (Ox) se coupent en A(1;0).

(d) Voici I’allure de la courbe :

AY

Y

O° o|~
oL
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3) Soit A e |0;2].
e La fonction & est continue, car dérivable, sur ] 1;e |[.
e FElle est de plus strictement croissante sur cet intervalle.
e Enfin (1) =0 et h(e) = %, donc A € Jh(1); h(e)I.

On déduit alors du théoréme de la bijection qu’

Il existe un unique nombre réel a € | 1;e [ tel que h(a) = A.

De méme :
e La fonction & est continue, car dérivable, sur Je ; +oo [.

e FElle est de plus strictement croissante sur cet intervalle.

e Enfin lim h(x) = 0 et h(e) = 1, donc A e] lim h(x);h(e)[.
xX—+00 X

—+00

On déduit alors du théoréme de la bijection qu’

Il existe un unique nombre réel b € e ;+oo [ tel que h(b) = A.

4) Pour visualiser le comportement de s, il suffit de faire apparaitre graphiquement s(a) pour tout
a €]1;e [. Pour cela, on trace la droite d’équation y = h(a) : ses intersections avec la courbe ¢
ont pour abscisses respectives a et s(a).

(@) On observe que lirr} s(a) = +oo.
x—
x>1

(b) On observe que )lcim s(a) =e.
—e

(c) On observe que la fonction s est strictement décroissante sur l'intervalle | 1;e [.

5) Soit (x; y) un couple d’entiers distincts solution de (E), avec x < y.
e D’apres la question 1, on a h(x) = h(y).
e D’apres le tableau de variations de 1, on a nécessairement1 <x <e <.
e Le seul entier de l'intervalle ]1;e [ étant 2, on a forcément x = 2.

e On sait alors d’apres la question 3 qu’il existe un unique réel y > e tel que h(2) = h(y) soit
2¥ = y2. Comme y = 4 convient, c’est la seule valeur possible de y.

e Ainsi (x; y) = (2;4) nécessairement.

Comme ce couple est bien solution de (E), on en déduit alors que

Le seul couple d’entiers distincts solution de 1’équation (E) est (2;4).

Probléme 2

Partie I — étude d’une fonction auxiliaire

1) La fonction f est strictement croissante sur ]0;+oo [ en

. . . X 0 +00
tant somme de fonctions usuelles strictement croissantes.
De plus, on a lim f(x) = -0 et lim f(x) = +oco par +eo
p x—>0f( ) x—>+oof( ) p f(x) /‘
sommes de limites. —00

Tristan Poullaouec http://www.mrpoullaouec. free. fr



BCPST1 Correction du DSn°8 - page 7 ANNEE 2025-2026

2) O la fonction f est continue (somme de fonctions continues) sur ] 0; +oo [.

® f est strictement croissante sur ] 0; +oo [.
®0c ] lim f(x); lim f(x)[
X—-00 X—+00

On déduit alors du théoreme de la bijection que

L’équation f(x) = 0 admet une unique solution o € ]0; +oo .

3) Comme é<1,ona f(é):el—1<O.Deplus, f)=1+In(1)=1>0.

1 1
Ainsi f(g) < f(a) < f(1) d’ou o <ac< 1| par stricte croissance de f.

Partie II - étude de I'équation g(x) = x

-1
1) Pour tout x > 0,ona gx)=x = al 2nx =x

— x—-Inx=2x

— O=x+Inx= f(x)
— x=u«

donc a est 'unique solution de 1’'équation g(x) = x.

2) (a) La fonction g est dérivable sur I (somme de fonctions usuelles dérivables) et

1 x- 1
Vxel g (JC) E - 5 o
La fonction g est ainsi décroissante sur L. X 1/e 1
1 ’ _
De plus, elle admet pour minimum g(1) = = et pour 8'(x)
11 2 1/2e +1/2
. 1.1 .
maximum g(e) 2 + 5 g(x) 12

v

(b) Soit x € I. D’apres le tableau de variation, ona g(1) < g(x) < (

1 1 1 1
=== — | = — — _
Or, g(1) 5 ecare<2etg(e) 2e+2<1 calf2 ~(,2.
1
On a de ce fait - < g(1) < glx) < g(—) <1
Par conséquent, ‘Vx el, gx)e I‘
1
3) (a) Pour tout x €I, ona g<x<1
1
donc 1< p <e (par décroissance de la fonction inverse)
t _S < _i < _1
© AT
i bi 1—€< ,(X)<O ( () __l)
si bien que 5 S§W< comme g T
. 1
Ainsi Vxel, (x)l <
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(b) On déduit alors de l'inégalité des accroissements finis que

-1
Vel |g@-gw)] <= -y

En particulier pour y = @, comme « € I (question 1.3) et que g(a) = a, on obtient

-1

Vxel,
X 2

Ix —al

g(x) —a| <=

Partie III — étude d’une suite récurrente
1) Pour n € N, on pose & (n) : «u, € I».
e [nitialisation : ug=1€l= [% ; 1] donc la proposition #(0) est vraie.
e Heérédité : soit n € N fixé; on suppose que la proposition ?(n) est vraie.

Ainsi, u, €1 :il découle alors de la question I1.2.b que u,,41 = g(u,) € L
De ce fait, la proposition Z(n + 1) est vraie.

e Conclusion : d’apres le principe de récurrence, la proposition &?(n) est vraie pour toutn € IN,
c’est-a-dire

‘Vne]N, unel‘

2) On vient de montrer que u, € I pour tout n € IN : on peut donc appliquer le résultat de la
question I1.3.b a x = u,. Par conséquent,

e
VineN g () —af =l —al < =

lu, —a

_ n
3) (a) Pour n € IN, on pose Z(n) : «|u, — a| < (e > 1) ».

e 1
e [nitialisation :ona ug=1etael= [—;1] donc [ug—a|<1-—<1.
e

1
. L) . e

De ce fait, la proposition Z(0) est vraie.
o Hérédité : soit n € IN fixé; on suppose que la proposition Z(n) est vraie.

—1\"
On a donc Iun—als(ez )

Il découle alors de la question précédente que

" —a|<e_1|u _w|<e—1x(e—1)”_(e—1)”+1
n+1 X > n X > > - >

De ce fait, la proposition #(n + 1) est vraie.

e Conclusion :d"apresle principe de récurrence, & (n) est vraie pour toutn € IN, c’est-a-dire

1\
VnelN |un—a|<(ezl)

_ _ n
(b) Comme 0 < eTl <1l,ona lim (eTl) =0.

n—r+00

On déduit alors du théoréme des gendarmes que | lim u, = a.

Nn—+00
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Devoir Surveillé n°9 de Mathématiques

Samedi 20 Juin 2026 (Durée : 2 h)

Exercice

Soient un espace vectoriel E, et deux endomorphismes u et v € Z(E).
Démontrer que uov =0 <= Im(v)C Ker(u).

Probléme

Ce probleme comporte trois parties qui s'enchainent. Certains résultats indispensables sont fournis
dans I"énoncé. N oubliez surtout pas de les utiliser pour la suite!

Partie I - Etude d’un endomorphisme

On considere l'espace vectoriel E = R® et I'application f définie sur E par
V(x,y,z)€E flx,y,2) = (x =2y —4z,2y, —x — 2y — 22)

Onnote % ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} la base canonique de E.

1) Montrer que f est un endomorphisme de E.

2) Justifier quela matrice del'application linéaire f danslabase # est A =

1 -2 -4
0 2 0]
-1 -2 -2

3) L'application f est-elle bijective ? injective ? surjective ?
4) (a) Ecrire la matrice de f+31dg.

(b) En déduire F = Ker(f + 3 Idg). On en donnera une base ainsi que la dimension.
5) Procéder de méme avec G = Ker(f — 2 Idg).

6) Montrer que la réunion des bases de F et de G ainsi obtenues est une base de E.

Partie II - Matrice de f dans une nouvelle base

Soient e1(1,0,1), ex(—2,1,0) et e3(—4,0,1). On note &’ = (ey, e,, €3).

1) Montrer que %’ est une base de I'espace vectoriel E.

2) Déterminer la matrice D de 'endomorphisme f dans la base #’.
1 -2 —4)

3) On définit la matrice P = ((1) 1 (1) .
0

(a) Calculer P71,
(b) Vérifier que D =P AP.
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Partie III — Calcul de A"
1) Exprimer A en fonction de D et P.

2) Pour n > 0, exprimer A" en fonction de D, P et n.
On démontrera le résultat par récurrence.

3) (a) Exprimer les coefficients de A" en fonction n € IN.

(b) Vérifier la cohérence des résultats pourn =0etn = 1.
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Exercice

e Implication directe : on suppose que uov =0.
On va montrer que Im(v) C Ker (u).
Soit y € Im(v) : il existe alors x € E tel que y = v(x).
De ce fait, u(y) = u(v(x)) = uov(x) =0 comme u o v = 0, si bien que y € Ker(u).
Ceci étant vrai pour tout y € Im(v), on en déduit que Im(v) C Ker(u).

e Implication réciproque : on suppose que Im(v) C Ker(u).
On va montrer que uov = 0.
Soit x € E : alors v(x) € Im(v) d’ou v(x) € Ker(u) puisque Im(v) C Ker (u).
Il en découle que u(v(x)) = u o v(x) = 0.
Ceci étant vrai pour tout x € E, on en déduit que u o v = 0.

Probléeme
Partie I - Etude d’un endomorphisme
1) Pour tout 7(x, y,z) €E,ona f(Tt)) =(x—-2y—4z,2y,—x -2y —2z) € E.
Montrons que f est linéaire : pour tous 7(x, Y,2), _v>(x’, y,Z)eEet A uek,
f(/\ﬂ) + y_v)) = f(Ax+px', Ay + py’, Az + uz’)
= (/\x +ux’ =2(Ay+uy')—4Az+uz’),2(Ay + uy'),
—(Ax+ px') = 2(Ay + py') = 2(Az + pz') )
= (/\ (x=2y—4z)+u(x' =2y —42"), A 2y) + u y’),
A(=x =2y = 22) + p (' = 2y = 22'))
=Ax-2y—4z,2y,—x-2y—-2z) + u(x' =2y —4z’,2y , —x" - 2y’ - 27’)
=Af(id)+uf(7)

ce qui montre que f est un endomorphisme de E.

2) Calculons les images par f des éléments de % :
e f(1,0,0) = (1,0,-1).
e £(0,1,0) = (=2,2,-2).
e £(0,0,1) = (-4,0,-2).

1 -2 -4
De ce fait, La matrice de f dans la base % est A = [ 0 2 0 )
-1 -2 -2

3) Pour répondre a cette question, le plus simple est de déterminer le rang de A.
Pour cela, on effectue les opérations élémentaires C, < C;, +2C; puis C3 < C3 +4C;y :

1 -2 -4 1 0 -4 1 0 O
rg(A)=rg| 0 2 O0f=rg]0 2 O|=rg|0 2 0]|=3
8 & [—1 -2 -2 8 -1 -4 -2 8 -1 -4 -6
Comme rg(f) = 3 = dim(E), on en déduit que

L’application f est bijective : c’est un automorphisme de E.
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4 -2 -4
4) (a) La matrice de 'endomorphisme f + 3Idg est |A +313 = [ 0 5 O )

-1 -2 1
b
(b) Soient I [y] un vecteur de E. Alors :
z
i € F=Ker(f +31dg) &= (f +31dg)(7) = 0
dx -2y —-4z=0
= 5y=0
-x—-2y+z=0
= y=0
X=z

-4

1 1
F = Vect {(O]} est un ss-ev de E de dimension 1 et de base %; =<|0
1 1

ce qui prouve que

La famille %, est bien évidemment libre car elle est formée d’un vecteur non nul.

-1 -2 -4
5) La matrice de I'’endomorphisme f —2 Idg est |A —21I3 = ( 0 0 O ]

-1 -2 -4)|
X
Soient U [y] un vecteur de E. Alors :
z
i € G =Ker(f - 21dg) = (f -21dg) () = 0
— x+2y+4z=0
= x=-2y-4z
-2y —4z -2 -4
= U = y =yl 1[+z]o0
z 0 1
si bien que

—2\ (-4 -2\ (-4
G = Vect {[ (1) ],[ (1) ]} est un ss-ev de E de dimension 2 et de base %, = {( (1) ],( (1) ]}

La famille %, est libre car elle est constituée de deux vecteurs non colinéaires.

6) Considérons la famille %; U %, = {(1,0,1),(-2,1,0),(—4,0,1)}. C’est une famille de 3 vecteurs
dans un espace E de dimension 3 : il suffit donc de vérifier qu’elle est de rang 3 pour montrer
que c’est une base de E. Or,

1 -2 —4 1 -2 -5
rg(BUB)=1g|0 1 0|=rgl0 1 0]=3
S g(1 o 1) 1 0o o

en effectuant C3 <« Cz — C;. De ce fait,

‘ La réunion des bases de F et de G est bien une base de E. ‘
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Partie II — Matrice de f dans une nouvelle base

1) Quel hasard! On vient justement de démontrer le résultat voulu! Ainsi,

‘ La famille %’ est une base de E. ‘

2) Il suffit pour cela de calculer les coordonnées dans la base %’ des images par f des éléments
de #’. On peut aller un poil plus vite en utilisant les résultats de la partie I.

e Le vecteur e;(1,0,1) appartient a Ker(f + 3 Idg) d’apres la question 1.4).
De ce fait, f(e;)+3e; =0 soit f(e;) =—-3e; =-3e; +0ex+0e3.

e Les vecteurs ex(—2,1,0) et e3(—4,0,1) sont dans Ker(f —2 Idg) d’apres la question L.5).
Onadonc f(ex) =2e; =0e;+2ex+0e3 et f(e3) =2e3=0e; +0e2 +2es.

-3 00
Ainsi, La matrice de f dans la base %’ est D = ( 0 2 O).
0 0 2

3) (a) On utilise la méthode d’inversion rapide, en travaillant sur les lignes :

1 -2 -4 1 00
[0 1 0) [0 1 0]
1 0 1 0 01
1 0 1

[0 1 0)
0 -2 -5

1 0 1
01 0
0 0 -5

R
[evNen]
N—,O OO
O =
N ——

1 01 0 0 1
010 0 1 0
0 01 -1/5 -2/5 1/5
1 00 1/5 2/5 4/5
(O 1 0] ( 0 1 0 ]
0 01 -1/5 -2/5 1/5
(1 2 4
Par conséquent, Pl==10 5 0
51-1 -2 1

(b) C’est un simple produit matriciel :

1 -2 -4 (1 -2 -4
0 2 0 0 1 0
-1 -2 -2) 11 0 1
1 2 4H(-3 -6 -12y(-15 0 O
5PTAP = (0 5 0)[0 10 0](0 10 0) = 5D

-1 -2 1)\-2 -4 2 0 0 10

si bien que P'AP=D
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Partie III — Calcul de A"

1) D’apres la question précédente, D = P! AP donc |[A =PDP~.
2) Pourn >0, on pose Z(n): « A" =PD"P7!».
e Initialisation :ona PDYP~! = I3 = A doncla proposition #?(0) est vraie.

o Hérédité : soit n € IN tel que la proposition Z(n) est vraie.

Alors A" =PD" P!

De ce fait, AL = AT X A
=PD"P ! xPDP!
=PD"xDP!
=P Dn+1 P—l

Ainsi, la proposition #(n + 1) est vraie.

e Conclusion : on déduit du principe de récurrence que la proposition #(n) est vraie pour
tout entier n € N, c’est-a-dire que

lVvieN A"=PD'P|

3) (a) Pour tout entier n € IN, on a d’apres ce qui précéde

1(1 =2 4y (-3 0 0" (1 2 4
Ar==]0 1 ofl0o 2 0] |0 5 0
51 0 1)lo o 2] (—1 -2 1]
1(1 =2 =4 ((=3" 0 0y(1 2 4
==[o 1 o0 0 20 of|l0 5 0
51 0o 1 0 o0 2") (—1 -2 1]
1(1 =2 =4y ((-3)" 2:-(=3)" 4-(=3)"
=-lo0 1 0 0 5.2 0
51 o 1) -2n —2.27 2"

4.2" 4+ (=3)" 2[(=3)"=2"] 4[(-3)"-2"]
soit YnelN At = = 0 5.2" 0
(=3)r=2"  2[(-3)"-2"] 4-(=3)"+2"

1(5 0 0 1(5 -10 -20
(b) Onabien -0 5 0|=1I3 pourn=0et =| 0 10 0 |=A pourn=1.
50 0 5 5\-5 -10 -10
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