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Révisions d'analyse et Probabilités
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EXERCICE 1:
1.

[Indications] [Correction]

Approximation de la covariance :

a) Soit Z une variable aléatoire admettant une espérance. Rappeler une mé-
thode permettant d’approcher E[Z] grace a des simulations successives
de la variable Z.

b) En déduire une fagon d’approcher Cov(A, B) pour toute variable A, B
admettant une covariance.

c) Application : On se donne A et B deux variables aléatoires indépen-

dantes qui suivent toutes deux une loi normale centrée réduite. Quelle

est la valeur de Cov(A, B)? Le vérifier de maniére approximative par

simulation grace aux considérations précédentes.

(On pourra éventuellement utiliser la fonction Gauss de la bibliothéque

random.)

Soient maintenant X7, X5, X3 trois variables aléatoires réelles discrétes, centrées
et admettant une variance. On note M leur matrice de variance-covariance, soit :
M = (miyj)lgid‘g?,, avec mi,j = CO’U(XZ‘,XJ‘).

2.
3.

Justifier que la matrice M est diagonalisable.
a)  Vérifier que

Cov(X1,U) x1 3
MX = | Cov(X5,U) | ot X =|ag|etU=> x;X,.
Cov(X3,U) T3 j=1
b) En déduire que ' X M X s’écrit comme une variance quelquesoit le vecteur
X.

¢) En déduire que les valeurs propres de M sont positives ou nulles. Indi-
cation : étudier le signe de tXMX si X est un vecteur.
On suppose a partir de maintenant que
2 -1 -1
M=|-1 2 -1
-1 -1 2

a) Les variables aléatoires Xi, X5, X3 sont-elles mutuellement indépen-
dantes 7

b) Déterminer les valeurs propres et espaces propres de M. (On pourra
utiliser éventuellement le langage Python pour s’aider.)

c) Déduire des calculs déja effectués dans les questions précédentes que la
variable aléatoire X7 + X5 + X3 est de variance nulle.

EXERCICE 2:

Voici une simulation effectuée a partir d’exemples particuliers de variables
X1, Xo, X3 sous deux angles différents.

a) Que peut-on conjecturer sur le graphique ?
b) Démontrer et préciser la conjecture a l'aide des résultats précédents.
On considére deux joueurs A et B. Pen-

Indications Correction
[

dant une partie, on lance une piéce.
e Si on obtient pile, alors B donne 1 euro a A,
e Sinon, c’est A qui donne 1 euro & B.

On note X, la variable aléatoire qui donne le gain total de A a l'issu de n parties
indépendantes ainsi que, pour tout n € N*, u,, = P(Xs, = 0).

1.
2.

3.

Donner la loi de X, puis I'espérance et la variance de X,,.

a) Counstuire une fonction Python X d’argument n qui renvoie le gain aléa-
toire de A a l'issu de n parties indépendantes.

b) Constuire ensuite une fonction Python u d’argument n qui renvoie une
approximation de u,, & l'issu de n parties indépendantes.

¢) En déduire une valeur approchée de lim *=tt.
n—+oo Un

Calculer maintenant de fagon exacte

. Un41
lim —t

n—-+o0o Up,

Interpréter.
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EXERCICE 3: [Indications| [Correction]

L’exercice comprend 3 parties. La partie 3 peut étre abordée sans que la partie 2
ait été traitée.

définition d'une fonction :

Soit ¢ un reel positif ou nul. Pour tout réel x, on pose : P;(x) = 2% + ta? + 1.

1. Constuire une fonction graphe de paramétre a, b, t qui affiche le graphique de
la fonction P; sur Uintervalle [a, b].

2.  Démontrer que le polynéme P, admet une unique racine réelle que 1’on notera
r(t). On note r I'application définie sur R* qui, & tout reel positif ¢, associe
le réel r(t).

ébauche de la courbe de la fonction 7 :

On a construit la représentation graphique de la fonction P, sur la figure 1 ci-

dessous (en y rajoutant les axes).

3. Expliquer comment il est possible de construire géométriquement sur cette
figure le point de coordonnées (2;7(2)).

4. On a répété a I'aide de géogébra la construction précédente en faisant varier
t de 0 & 10 avec un pas de 0.1, et on a obtenu la figure 2 ci-dessous. Que
peut-on conjecturer relativement :

8.  Utiliser cette fonction pour construire la courbe de r. on obtient la figure 2.

Commenter la courbe obtenue.

Figure 1 Figure 2
109 } 09
5 f 54 i
/ /
ey M /
[ {
T :
-6 -4 (: of 1 4 6 -4 f* of 2 4 6 & 10
x

EXERCICE 4: [Indications| |Correction|

| - Questions préliminaires :

1. a) Expliquer pourquoi (citer le théoréme utilisé), pour une variable X, étant
donné (Xy,...,Xxn) un N échantillon de X, on peut supposer que, pour

N assez grand, on a

a)
b)
c)
d)

ar(0)?

au signe de r(t) ?

a la limite de la fonction r en +oo ?

a la branche infinie de la courbe de r en +o00?

Démontrer ces conjectures.
Démontrer que la fonction 7 réalise une bijection de R™ vers | — oo, —1]. Dé-
terminer la fonction réciproque de la fonction r, que I'on nommera s.
En déduire que la fonction r est continue et dérivable sur R*. Dresser le
tableau de variation de 7.

Approche informatique :

7.

Rédiger une fonction informatique qui, recevant ¢ et un entier n, renvoie une
valeur approchée de r(t) & 107" prés.

Nombre de i tels que a < X; < b
N

Pla< X <b) ~
ie.
P(a < X < b) ~ fréquence des i tels que a < X; < b

b) En déduire comment 'histogramme d’'un N échantillon (Xq,...,Xn)
d’une variable X peut éventuellement donner une idée sur la loi de X.

Il - Classement croissant des variables uniformes :

Soit n un entier strictement supérieur a 1. Xq,...,X,, sont n variables aléatoires
réelles indépendantes de loi uniforme sur [0;1]. Lorsqu’on range les X; par ordre
croissant, on obtient la suite Y7,Y5,...,Y, (Y7 est le min des X; et Y, est le max
des X;.)

Soit 7 € [1,n]. Le but de cet exercice est de savoir si on peut éventuellement se
permettre d’approcher la loi de Y, par une loi normale et peut étre trouver une
fagon supplémentaire possible de simuler une loi normale.

2. Créer une fonction de paramétre n permettant de simuler un vecteur
(Y1,...,Yy).
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b)

Construire une fonction histogramme_Unif_Croissant de paramétres
r,n qui affiche un histogramme (avec par exemple 50 classes) des valeurs
de Y, obtenues sur 2000 simulations de ’expérience.

Pour ce faire, on dispose par exemple de la fonction hist de la biblio-
théque matplotlib.pyplot, qui, en demandant par exemple hist (Y,
density=True, bins=50) rend [’histogramme des fréquences (option
density=True) de la liste des valeurs Y découpées en 50 classes (op-
tion bins=50)

Voici quelques observations d’histogrammes obtenues a I’aide de la fonc-
tion Python précédente pour r = 1 (& gauche) et r = n (a droite)
que vous pourrez confirmer a l’aide de votre fonction précédente. La loi
semble-t-elle coincider avec une loi normale ?

,,,,,,,,,,

Voici maintenant deux autres simulations pour le méme r (ici en 'oc-
curence r = 5 pour n = 10.) La loi semble-t-elle coincider avec une loi
normale ?

r=5,n=10 r=5,n=10

Supposons que Y, suit une loi proche d’une loi normale N (p,, 02). Exprimer
Uy et Uf par-rapport & Y, et donner une approximation de ces paramétres
grace aux données obtenues par simulation. (Sur quel principe vous appuyez-
vous pour votre affirmation ?)

Ci-dessous, pour information, un histogramme pour 7 = 5 et n = 10 superposé
avec la densité d'une variable qui suit NV'(p,, 02) avec les paramétres trouvés dans
la question précédente. (Il n’est pas demandé de réaliser cette superposition. )

Il - Loi de Y, :

Voyons maintenant si on peut confirmer les phénoménes observés. Commengons
par déterminer précisément la loi de Y.
5.  Soit x un réel, on note N, le nombre de variables X; vérifiant X; < x.

a) Donner la loi de N,.

b) Comparer pour tout r de {1,...,n} les événements {N, > r} et
{Y, <z}
c¢) Montrer que la fonction de répartition de Y, est donnée par la formule
suivante :
0 sit<0
E.(t)=¢ > (tF@ =t site0;1]
k=r
1 sit>1

d) Soit ¢t € [0,1]. Montrer que
Fropi—r(t)=1—F.(1—1).

6. a) La variable Y, admet-elle une densité ?

r
b) Mont E[Y,] = .
) ontrer que E[Y;] i
c) Calculer la variance de Y.
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7. Montrer que :
a) E[Kl-‘rl—’!'] =1- E[K]
b) V() =V(,y1—r)

IV - Evaluation de la corrélation avec la loi normale :

On souhaite dans cette question établir un lien entre la loi de Y, et la loi normale
N (., a2). On rappelle pour cela :

- qu’on a noté F, la fonction de répartition de Y.

- Qu’on a calculé explicitement yu, et 02 (A retrouver dans 1’énoncé.)

Notons maintenant @, la fonction de répartition d’une variable suivant A (u,., 02).

8. Montrer que
Dpi1—r(t)=1—®,.(1—1¢)

On rappelle que deux variables ont méme loi ssi elles ont méme fonction de ré-
partition. Pour savoir si on peut assimiler la loi de Y, avec une loi normale, on
souhaite donc voir dans quelle mesure on a (ou on n’a pas) F,. ~ ®,. et avec quelle
précision. Pour ce faire, nous allons étudier le nuage de points

{(Xi(r)v Yi(r))}iZO,..,,M = {(Fr(ﬂ%), (I)r(xi)}izo,...,M

ol x; = ﬁ pour lequel nous allons calculer le coefficient de correlation (et éven-
tuellement observer la droite d’ajustement si elle est pertinente.)

9. Pourquoi I'étude de ce nuage peut nous permettre de répondre a la question
posée ?

10. Ci-dessous quelques exemples de nuage pour M = 50 points, auquel on a
rajouté :
- le coefficient de corrélation au carré du nuage (noté c2 et appelé coefficient
de détermination")
- la droite d’ajustement du nuage

11.

104

0.8+

0.6 4

0.4+

0.24

r=1 n=20 r=10, n =20
r=1, n=20 r=10, n=20
ke o 7
L]
¢ 0.8 ° °
L] ®
L]
. 0.6 1 ]
L]
0.4 ° ¢
] e
0.2 4
L] ".
[ ] 0.04 f
0.0 02 04 06 08 10 oo 02 o4 o os 10
3 ~0.966 3 =~ 0.999955

y = 0.987x + 0.011 y = 1.001x — 0.0004

a)
b)

r=17, n =20 r=3 n==6

r=17, n=20 r=3,n=6

02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

2. ~0.998
y = 0.999x + 0.0005

2 ~ 0.998945
y = 1.005z — 0.003

Quelles informations peut-on tirer de ces données ?
Notons X (") la moyenne des Xi(r) et Y() la moyenne des Yi(r).
Montrer que

Xtl-r) =1 _ x(r) et

Yol —1_y®

On appelle coefficient de détermination le carré du coefficient de corrélation
(i.e. ici ¢2). Voici quelques graphiques des coefficients de déterminations (r en
abscisse et ¢2 en ordonnée.)
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Pour plus de précision, on a fait un zoom sur la partie dont les ordonnées

étaient supérieures a 0, 999.
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a) Montrer maintenant que ¢, = ¢, 11—

b)
c)

Expliquer alors le caractére symétrique des courbes.
Conjecturer le sens de variation des courbes en observant celles qui sont

dessinées.

On s’interesse maintenant au(x) point(s) mazimum(s) de ces courbes pour savoir
lequel des F,. a la meilleure corrélation avec ®,..

12. a)

b)

Combien semble-t-il y avoir de points ol la courbe est maximale pour
n =10, n =297 (puis pour n pair, n impair ?)

Soit n € N* fixé. En admettant le sens de variation établi précédem-
ment de maniére graphique, prouver & 'aide des calculs faits ce qui a
été avancé dans la question précédente et montrer que :

- si n est impair, le maximum des ¢ est atteint au point (r,c2) avec
_ n+l
=3
. . . . . . 2 s _n
- si n est pair, le maximum est atteint aux pointx (j,cj) avec j = 7 et
j=5+1L

On note finalement d', cette valeur maximale des 2.
(1% en fonction de n en

13. Voici un dernier graphique qui donne maintenant dy4x

abscisse. De l'interprétation graphique que vous en ferez, en déduire une facon
de simuler une variable qui suit approximativement une loi normale A(0, 1).
Critiquez ce résultat par-rapport a vos connaissances et au résultat obtenu.

1

0.9999998

0.3999996

0.9999994

0.9999932

0.999999
200 300 400 500
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FE 17 - REVISIONS D’ANALYSE ET PROBABILITES

Exercice 1

1. a) D’apres la loi faible des grands nombres, on sait que, si (Z1,...,Zn) est

un N échantillon de la variable Z avec N grand, on a

Z1+...+Z
E[z]f_V%

b)  On sait que, d’aprés la formule de HK,
Cov(A,B) =E(AB) — E(A)E(B)

D’ou, pour N grand,

AlBl+...+ANBN A1+...+AN.B1+...+BN

Cov(A, B) ~ -

N N N

c) le programme suivant permet de répondre & la question :

1 import random as rd
2

3 def Cov():

4 N=1000

5 # on va simuler A et B N fois

6 A=[rd.gauss(0,1) for _ in range(N)]
7 B=[rd.gauss(0,1) for in range (N)]

8 # E(A):

9 EA=sum(A) /N
10 # E(A):

11 EB=sum(B)/N
12 # E(AB):

13 produit=[A[i]*B[i] for i in range(N)]
14  EAB=sum(produit) /N

15 # résultat

16  return (EAB-EA*EB)

On trouve par exemple : —0.017 qui est en effet proche de 0.

2.  Comme la covariance est symétrique, il en resulte que la matrice est symé-

trique elle aussi.

De plus, une covariance est un nombre réel. La matrice est donc symétrique

réélle, donc diagonalisable par le théoréme spectral.

3.

a)

MX

b)

Solutions

Soit X = (z1,x2,x3). Alors

Cov(X1,X1) Cov(X1,X2) Cov(Xy,Xs) T1

= CO’U(XQ,X1> X9
CO’U(X:J,,Xl) T3
3
> zjCov(X1, Xj)
j=1

3
Z {EjCO’U(XQ,Xj)
j=1
3
> x;Cov(X3, X;)
j=1
3
COU(Xl, Z {,Cij)
j=1

3
= CO'U(XQ, Z ],‘ij)
j=1

3
COU(Xg, Z ZL‘ij)
j=1

Cov(X1,U) 3
= | Cov(Xs,U) avec U = ijXj
Cov(X3,U) j=1

Grace a la question précédente, on a

Couv(X1,U)
(IEl xTo ’1,’3) COU(XQ,U)
Cov(Xs,U)

EXMX

3
= inC’ov(Xi, U)

i=1
3

= CO’U(Z 2, X, U)
i=1
= Cov(U,U)=V(U)>0
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e Remarquons que pour X quelconque, on sait d’aprés la question pré-
cédente que

tEXMX = V(U)
Or toute variance est toujours positive.

e Supposons maintenant que X soit vecteur propre non nul de valeur

3
propre A. Alors, comme U = " z;X},
j=1

3
0<V(D oXi) =" XMX = NXX = A[|X]]?
i=1 =)\X >0

Ceci donne au final
0< A

Les valeurs propres sont donc bien positives ou nulles.
Comme Cov(X;, X;) = —1 # 0, les variables aléatoires(X;) ne sont pas
indépendantes.

b) e Avec le langage Python :

Avec le programme :

T W N

import numpy as np

M=np.matrix ([

[2,-1,-11,
[-1,2,-1],
[-1,-1,2]
D

[Vap,Vepl=np.linalg.eig(M)
print (Vap)
print (Vep)

Le résultat pour les valeurs propres :

[ 3.00000000e+00 -3.77809194e-16 3.00000000e+00]

semble laisser pense que les valeurs propres sont 0,3
Les résultats pour les vecteurs propres :

[[ 0.81649658 -0.57735027 0.30959441]
[-0.40824829 -0.57735027 -0.80910101]
[-0.40824829 -0.57735027 0.499506611]]

semblent quant & eux laisser penser que les espaces propres (& lire en
colonnes!!) sont :

2 3 1
Es =Vect -1, -8 ,Eqg =Vect 1 ,
-1 5 1

aprés vérification avec

# pour vap O
VO=np.matrix ([[1],[1],[1]11)
print (MxV0) # on trouve bien M*V0O=0%*VO

# pour vap 3
Vi=np.matrix ([[2],[-1],[-111)
print (M*V1) # on trouve bien Mx*xV1=3%V1

V2=np.matrix ([[3],[-8],[51]1)
print (M*xV2) # on trouve bien M*xV2=3*V2
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cela fonctionne, avec dim Ey + dim E3 > 3. Il n'y a donc pas d’autre
valeur propre et on peut dire que

2 3 1
Sp(M) =1{0,3}, E5=Vect —-1],(-8 ,Eg =Vect 1 ,
-1 5 1

° Avec calcul :

En utilisant le fait que A est valeur propre ssi rg(M — AId) < 3, on ob-
tient que les valeurs propres de M sont 3 et 0, les sous-espaces propres

étant
1 1 1
FEy = Vect 1 FE3 = Vect 0 |;f-1
1 1) \o
1
c) D’aprés la question 2b) V(X; + Xo 4+ X3) = (1 1 )M [1] =
1
0
11 1)fo]=0
0

a)  On dirait bien que les variables sont sur un plan. Ceci signifierait qu’il
existe a, b, c, d tels que

aXlsz2+cX3+d:O

b)

On a vu que
V(Xl + Xo + X3) =0.

Or, on rappelle qu'une variable de variance nulle est une variable
constante avec probabilité de 1. Ainsi, il existe ¢ € R tel que, avec
probabilité 1 :

X1+X2+X3:C.

Ainsi, avec une probabilité 1 d’avoir raison, on peut dire que (X1, Xa, X3)
est sur un plan.

En remarque, on pourrait méme observer que ce plan passe par 0. En
effet, les variables étant centrées par hypothése, par linéarité de I'espé-
rance, on a que

E[X; + X2+ X3] =0.
Ceci signifie que, comme X; + Xo + X3 =c, on a
Elc]=0
Or, comme toute constante, E[c] = ¢ et donc
c=0

D’ou, avec probabilité 1 :

Xi+Xo+X3=0
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Exercice 2

1.

On note S,, le nombre de "faces” obtenus au cours des n lancers, alors
1
Sn — B(n, 5)

Le gain X,, de A correspond a

X,, = nb de piles — nombre de faces = (n — S,,) — S,

ie.
Ainsi,
Supp(X,,) = {n—2k | k€ {0,...,n}}
avec .
n
P(X,=n—-2k=P(S,=k) = —
(Xo=n =0 =(}) 5
et 1
E(X,)=n—-2E(S,)=n— 2n§
ie.

B(X,) =0

pas trés étonnant!
Un = P(Xa, = 0) = P(2n — 282, = 0) = P(S2, = n) = (*") &
d’out

2n42

Un+1 _ (77-:_1)4"1+1 _ 2n+1

Un a2+
lim 2l g

n—-+oo Up,

Si A est ruiné & un rang pair, asymptotiquement, il a toutes les chances de
resté ruiné par la suite. (Avec au moins la satisfaction de ne pasavoir de
dettes.)

Exercice 3

1.

1 import matplotlib.pyplot as plt

2

3 def polynome(t,x):

4 return (x**3+t*xx**x2+1)

5

6 def graphe(a,b,t):

7 plt.figure(’P_t?)

8 plt.clf ()

9 # Dessin de la courbe

10 X=np.linspace(a,b,(b-a)*100)

11 Y=[polynome (t,x) for x in X]

12 plt.plot(X,Y)

13 plt.show ()

2. On dérive le polynome ¢ (par-rapport a x bien entendu, car ¢ est un indice
fixé) :

P/(z) = 32” + 2t = x(3x + 2t)
On peut faire un tableau de signe de P/ facilement :
T —00 —% 0 +00
P|(x) + 0 - 0 +
On observe sur le tableau de variation de P; (tableau que I'on prendra soin
de dessiner pour une meilleure obervation) que P;(0) =1 et
2t
Pt(—g) > P(0) > 0.
Gréace aux sens de variations, comme P; est continue, par le théoréme de la
bijection, on observera qu’il existe une unique racine sur R, cette racine étant
plus précisément comprise entre —oo et f% ou plus largement entre —oo et
0.

3. 1r(2) est 'abscisse x correspondant a Py(x) = 0. Pour la remettre en ordon-
née, il suffit par exemple de dessiner le cercle de centre l'origine du repére
et de rayon z et de garder I'ordonnée obtenue par intersection avec l'axe des
ordonnées.

4. a) |r(0)=-1

En effet, r(0) est la racine de Py par définition. Or, Py(z) = 23 + 1. Sa
seule racine réelle est bien r(0) = —1.
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b)

d)

‘r est négative :

Ceci a été démontré dans la premicére question ot on a stipulé (aprés
étude du tableau de variation) que la seule racine possible était com-
prise entre —oo et —% <0

(t):—oo‘:

Manifestement,

lim »r
t—4oco

On a vu dans la premiére question que r(t) < —%. Par théoréme de
comparaison des limites, si on fait tendre ¢ vers +o0o, on obtient le résul-
tat.

On dirait bien que la branche infinie de la courbe en +o0o est

y=—x
En effet, r(t) est racine de P;, c’est-a-dire que
Pi(r(t)) =0
ce qui se traduit par
r(t)® +tr(t)>+1=0

d’ot, en divisant par tr(t)? :

r(t) 1
B I
t tor(t)?
Or, le membre de droite tend vers —1 (oui, rappelons que d’apreés la
question précédente, on a Emr = —o0) D’ou
o0
t
lim @ =-1
t—+oco t

On obtient donc une direction asymptotique

y=—x
Mais est-ce une asymptote ? Il faut étudier lim;_, 4 o 7(t)+¢, mais d’aprés
I’égalité précédente,

1

On est donc maintenant certain que r admet une asymptote

y=-—x

10

— Feuille 17:

Révisions d’analyse et Probabilités —



Méthode 1 :

ot

11 s’agit de trouver le sens de variation de r (mais ceci n’est pas trop dans
lidée de lexercice car c’est ce qui est demandé dans la question suivante :)

On sait d’apreés les questions précédentes que le début du tableau de variation

est le suivant :
—00

Ainsi, r est bijective de Rt vers |—oo, —1]. On note s sa réciproque. Cherchons
-1 sa formule : On sait que

t=sy) & y=r()
s P+uli+1=0

—oo T3
& t= 723/ car y # 0 sinon 0 = 1 dans ’égalité ci-dessus
Y
Mais nous n’en savons pas plus. Si on réussi & démontrer que r est strictement ,
décroissante, alors on aura bien une bijection de [0, +oo[ dans | — oo, 0]. D'ou S
Comme on n’a pas de formule pour r, on procéde de la fagon suivante : s(y) = -1 _2 Yy
Soient u,v > 0 tels que v < v. Montrons que r(u) > r(v). (On note ici ru et Y
rv respectivement pour ces deux quantités.) Méthode 2 : (la plus indiqué au vue de l'énonce)
On sait que
P,(ru) =0= P,(rv) Montrons que r est injective sur son intervalle de définition [0, +oo|. Soit
y = r(t). Montrons que ¢ est unique :
et que
2t
ru,Tv €] — 00, — =] y=r(t) & P+t +1=0
—1—y3 . C
Supposons que ru < r,. Comme P, est croissante sur | — oo, —%] (cf premiére & t= 72y car y # 0 sinon 0 = 1 dans I’égalité ci-dessus
question), on a Y
0= P,(ry) < Pu(ry) Il n’y a donc qu’'une seule possibilité pour t.
De plus, on a
d’ott, comme 0 = P,(r,), on a L1y
t20 < —5—2>0
Py(ry) < Pu(ry) y
& —1—y*>0 (car y*> > 0)
Mais pour tout x, on a & 148
&S —12>
P,(z) > Py(z) & P+ur+1>2°+va®+1 & w®>vi® & u>v =Y
& —1>7r()

D’ou finalement u > v, ce qui est contradictoire. L’hypothése de départ est 1

5 On en déduit que
donc mauvaise. On a donc
r: [0, 400[—] — 00, —1]
Ty > Ty
et que de plus r est surjective sur ces intervalles (car si y €] — 0o, —1], on a

3
et r est donc décroissante, d’ou le tableau de variation : t== y}y >0etr(t)=y.)
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3
(Sinon, on peut également étudier 'application y — 71y§y pour le constater.)

Autrement dit, 77 : [0, +00[—=] — 00, —1] est injective et surjective, donc bi-
jective, et la formule de sa réciproque est

—1—q3
s(y) = —5—
2

la fonction obtenue pour s est continue, dérivable de dérivée strictement né-
gative. (a calculer) Il en va donc de méme pour r et elle est également dé-
croissante.

2t

7. On fait une dichotomie sur [a, 0] (ou [a, —%]) ot P;(a) < 0. Cherchons donc

d’abord un tel a.

Observons par exemple que

Pi(—2t) = (=2t) +t(—2t)* + 1 = =8> + 4> + 1 = —4t3 + 1
Ainsi, sit > 1, P,(—2t) < —3 < 0 = P(r(¢)), donc, par croissance de Py, on a
—2t < r(t)
On peut donc prendre
a=—2t
Sitelo,1],
Pz)=a®+ta? +1 <2+ 22 +1
Avec v = -2,
P(-2)<-845<0
Donc
—2<r(t)
on peut donc prendre
a=—2.

Pour résumer, si on veut ne faire qu’un seul cas, on peut prendre directement

a = min(—2¢, —2).
1 def Dichotomie(t,n):
2 """Recherche la racine d’une fonction & 10~ (-n

) prés . nnn

3 gauche=min (-2, -2%t)
4 droite=0
5 while droite-gauche>=10%*(-n):
6 milieu=(gauche+droite) /2
7 if milieu**3+t*milieu*x*2+1>0:
8 droite=milieu
9 else:
10 gauche=milieu
11 return(milieu)
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def Courbe(n):
plt.clf )
T=np.linspace(0,10,101)
Y=[Dichotomie(t,n) for t in TJ]
plt.plot(T,Y)

n=30
taquet = 0.999
correlations(n, taquet)

Exercice 4
1.

a) Soit S; la variable de Bernoulli de suceés a < X; < b. Dans ce cas, on a
S1+ ...+ Sy = Nombre de i tels que a < X; < b

D’aprés la loi faible des grands nombres, on sait que

Si14+...+ 5N

E[S;] ~ N

En paralléle, on sait également que
E[S1] = P("succés") = Pla < X7 <b) = Pla < X <)

CQFD

b)  Construire 'histogramme du N échantillon consiste en abscisse & décou-
per les résultats en classes délimitées par des nombres a1 < ... < a,, ou
a1 < min X; et a, > max X; et a dessiner un rectangle de base [a;, a;41]
d’aire la fréquence d’obtention de la classe.
On obtient donc, d’aprés la question précédente, pour chaque classe
[a;, a;11], un rectangle dont I’aire vaut environ

P(a,; <X < ai+1)

Ce qui correspond en paralléle & 'aire sous la courbe de la densité de X
si X est une variable a densité.

13

2.

1 def Simul_Uniforme_Croissant (n):

2 """Simule n variables aléatoires Xi suivant
une loi uniforme et les range par ordre
croissant."""

3 X=[rd.random() for i in range(n)]

4 # On va classer ces nombres par comparaison 2
a 2:

5 for i in range(n): # pour chaque i fixé, on
met en premier le min de X[i:] ou les i-1
premiers termes sont déja classés.

6 for j in range(i+1l,n):

7 if X[j1<X[i]:

8 [(X[i],Xx[311=[X[3],x[i]]

9 return (X)

3. a)

1 def histogramme_ _Unif_Croissant(r,n):

2 plt.clf )

3 """Dessine un histogramme de Yr en découpant 1’
univers en p classes et en réalisant N fois
l’expérience."""

A N=2000

5 nb_classes=50

6 if r>n:

7 print (’impossible, r doit &tre <=n’)

8 else:

9 Yr=[simul_Uniforme_Croissant(n) [r-1] for i

in range (N)]
10 plt.hist(Yr,density=True,bins=np.linspace
(0,1,nb_classes+1))

11 plt.title(’r="+str(r)+’, n=’+str(n))

12 plt.show ()

b) Notons en premier lieu que quoi qu'’il en soit, on a Supp(Y,) = [0,1].

Ainsi, il est impossible que ’histogramme se prolonge a gauche de 0 et
a droite de 1.

Pour que la loi coincide avec une loi normale, il faudrait que la courbe
soit "en cloche", comme la densité d’une loi normale. Or ici, on voit bien
qu’aucune des deux courbes ne vérifie cette propriété. Il semblerait donc
que ces variables ne suivent pas du tout une loi normale.
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c) L’allure de I'histogramme est moins flagrante, la courbe est plus en tri-
angle qu’en cloche, mais ¢a se rapproche quand méme d’une loi normale.
Peut étre que cette loi est proche d’une loi normale.

Les paramétres de la loi normale étant son espérance et sa variance, on choisi-

rait comme paramétre ’espérance et la variance de Y,.. On ne les connait pas

ici, mais on sait grace a la loi faible des grands nombres que la moyenne empi-
rique est un estimateur sans biais de I’espérance et que la variance empirique
est un estimateur de la variance. On peut donc utiliser ces données.

a) N, compte le nombre de succes dans la suite des n événements indépen-
dants X; < x de probabilité :

x siz€l0,1]

0 siz<O
1 siz>1
Ainsi,
— B(n, ) stz €[0,1]
N, { est constante égale 4 0 sixz <0
est constante égale an six > 1
b) Ona

14

)

e Fonction de répartition F;. de Y, :

On a que Supp(Y;) = [0;1], d’on

Fo) = 0 sit<0
TN sit>1

Site[0;1], on a

F(t) = P(Y,<t)
= P(Nt 2 7’)
= g;@ﬁ%l—wm*
D’ou
0 sit<0
F(t) = (tF(1—t)n=* site|0;1]
k=r
1 sit>1

Remarquons qu’on retrouve la loi du max

0 sit<O
F,(t)=<1t" site|0;1]
1 sit>1
et du min :
0 sit<0 0 sit <0
S (A=t site(0;1] =1 —(1—t)" site0;1]
- sit>1 1 sit>1
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d) Soitte€[0,1]. On a b) On note f une densité de Y,.. Comme Y, est a support dans [0;1], on a

Foy1-+(t) = PYpy1-»<t)

= P(Nyz2n+1-r)
1-P(N;<n+1-1)
1-P(Ny<n—r)

E(m:/lef(:c)dxz[xpy,,(@]g—/o Py (2 x—l—/ Py (2

e Calculons fol Fy (z)dz :

1
—r 1 n n e
- (n>tk(1 —t)nk Jo Fy,(z)dz =3 / <k>xk(1 —z)" *dx
k k=rJO0
k=0
I n
d’un autre coté, Soit k € {1, o ,n}, ’?n a .
I, = ™t 1-)" " dx
R
L-F1- = 1-P¥<l-) N s n k k1 n—k+1 g
n 1[N k _ n—
j=r
0 n (x"1)
= 1- Z ( k) (1—t)""** en posant k =n —j = Ip-1n
n—
k=n—r Ainsi, Ipn =TIy, = fo (5)t°(1 — )" dx
n—r n B n n 1 (l_t)
= 1- th(1 —t)n=k = = 1—t)"de =
(i)ra-or e ()= (,"7) o= tyae =[]
k=0 1
= Fn+1*7"(t) = n+1
i final Finalement le (x)dm—i[ —Zn: L _nortld
i.e. au fina s Jo Py, = ko = e i
‘F"“—T(t) =1-F(d-1). ‘ e Conclusion :
a) On observe que n—r+1 _

lim F,(t) =0 = F,(0)

t—0—

et

lim F,(t)=1= (n) 1" = F,(1)

la fonction F' est donc continue sur R. Elle est également clairement C!
au moins sur R — {0,1}. En conclusion,

‘YT est a densité‘
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c) Ona

E(Y?) = /0 22 f(x)dr = [szyi (x)]; — 2/0 2Fy,(z)de=1— 2/0 xFy, () dx

e calculons fol Py, (z)dx :

[ 2Py, (z) d:c—Z/ () kL1 — ) Fde

n

7%_'_11k+1,n+1
(1)

Or, on sait déja que

1
Tin n+1
et de plus,
() k41
(i) ntl
d’ou
1 n
k+1
Fy- = Thiin
/0 xFy, () dx ;nqu kt1nt1
1 n
= —_— k+1
(n+1)(n+2) kz::z( )
1 n+1
= — k
(n+1)(n+2) kzl;rl
B 1 (n+H(n+2) ili+1)
 (n+1)(n+2) 2 2
B 1_ i(i+1)
2 2n+1)(n+2)
et donc

i(i+ 1)
(n+1)(n+2)

B 1 i(i+1) B
B =1-2 (2_ 2(n+1)(n—|—2)> a

16

V(Y7)

i.e.

Au final,
+1) r\? r r+1 r
_ B2 - Byt = — - - _
(¥ (¥7) (n+1)(n+2) n+1 n+l1\n+2 n+1l
ie.
r n—r+1
V(Y,) =
(¥:) (n+1)2( n+ 2 >
a) On a, d’aprés la question précédente (valeur de l'espérance)
n+1l-—1r
EYot1-r] = ———
[Yt1-r] i
_ n—|—1_ T
 on4+1 n+l
= 1-E[Y;]

[EYni1,) =1 E[Y,]

b) on a, d’aprés la question précédente (valeur de la variance)

Wl = T ()
- 72:—:1_); (ni?)
= V[V

Posons T, une variable telle que
T, = N(pr,07).
On a alors, d’aprés les questions Ta et 7b),
Tov1—r — N(MnJrl*Ta 0—721+177‘)'
S— N——
=1—p, :Gg
D’ou
Tpi1—r = N1 = iy, 02).
Ainsi,
L N(erag)

ce qui est la méme loi que 7.

Puis
(I)n-‘rl—r(t) - P( n+l—r \ )
= P( n+1 r < 1-— t)
= P(T, <1—t)car T, et 1 — T}, 41—, ont la méme loi
= <I>T(1 — t)
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10.

En établissant une relation entre les abscisses et les ordonnées, on établit une
relation entre Fj. et ®,.. Ainsi, si on a une droite d’ajustement fiable de type
y = ax + b, cela signifie que

F.(z) = a®,.(x) +b

Autrement dit, F,. = ®,. signifie qu'on aurait a = 1 et b = 0. Dans les autres,
cas, cela signifie qu’on n’aura pas F,. ~ ®,..

)

On constate que la droite d’ajustement est plus ou moins proche de la
droite

y==x
(Mis a part pour le cas 7 = 1 ou on est un peu plus loin.)
ce qui signifierait, si le coefficient de corrélation est bon, que F;. ~ ®,.,
autrement dit, que la loi de Y;. peut étre considérée comme étant la loi
normale de paramétre pu, et o,.

Or, les coefficents ne sont trés bons ici que dans le cas ou r = 10, n = 20
(ou encore dans le cas ot r = 3,n = 6. Ceci confirme les histogrammes
obtenus au début, ot on constate que la loi de Y, est plus ou moins
proche d’une normale suivant les valeurs de r. Il semblerait pour 'ins-
tant que si r est proche de 1 ou n, 'approximation n’est pas bonne du
tout.

b)

X (n+1-7)

o Montrons que X (n+1-r) =1 — X(r) :

Par définition de la moyenne, on a

1 (n+1—r)
- x|

cmt:j%G[QﬂetEHLWQ)zl—le—ﬂ

avec le changement d’indice j = N — 4

N + =
N
N +1 1 J
- - - F. =
v st ()
=X(r)
D’ou

‘XWHﬂﬂzleW

. Montrons que Y (n+1-7) =1 Y (") ;

La propriété sur Yi(j ) = b, (ﬁ) est exactement la méme que celle de
Xi(j), c’est-a-dire
D1 () =1—-0,.(1—¢) Vtel0,1]

Le calcul fait pour X est donc exactement le méme pour Y et la propriété
finale en résulte également :

Yo =170
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11. a)

Mais
L T W
Cov(X@ vy = E XV xOWY VY —yG)
O'U( ? N + 1 7/:0( 1 )( 1 )
Ainsi,
1 o ) i v e p—
(n+1-r) y(nt+l-r) _ (nt+1l=r) _ Sr(n+i—r) (nt1l-r) _ y(nt+1—r)
Cov(X Y NI ?:o(XZ X )Y, Y )
1 ( ) T (v ) v
- —— N (xUHE g x oy -y
N1 E (X; ( N(Y; ( )

b)

On sait que par définition, on a

o COU(X(j)vy(j))
9T VX)WV D)

=0

car X(nt1-1) =1 — X(1) et Y(nt1-1) =1 - Y (")

N . .
1 2 v 2 =
T N+l ;OZ Frpir () —14+XO 1 Py (N> —1+Y (™)

=

—r (1-4) —o.(1-4)

- (57 (0 () )

3

B () (0 (6))

(avec le changement d’indice j = N — i)
= Cov(x",y™ (par définition de Cov(X, V("))

le méme procédé permet de montrer que

V(X(n-i-l—r) _ V(X(r))
ainsi que

V(y(’l’ri’l*?’) _ V(y(r))
puis de conclure que

Cr = Cp41—r
Les courbes sont les points (r,c.), avec r = 0,...,n. Comme on a
Cr = Cp+1—r, Cecl signifie que pour les abscisses r et n + 1 — r, les
ordonnées sont les mémes. La courbe est donc symétrique par-rapport a
I’axe d’abscisse x qui vérifie x = n + 1 — x, c’est-a-dire
n+1
2

18
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12. b) Les courbes semblent d’abord croissantes jusqu’a un certain point, puis 13. La courbe étant croissante, on voit que plus n augment, plus dg,?()m aug-
décroissantes (a cause de la symétrique déja expliquée précédemment.) mente également. De plus, d'0, tend (graphiquement) ves 1 (on observe du
On dirait bien qu’il y a deux points pour n = 10 et un seul pour n = 29. moins que pour n > 100, le coefficient de détermination est déja supérieur a
Il se pourrrait qu’il y a deux points pour n pair et un seul pour n impair. 0,999 999, ce qui est déja une excellente valeur pour la fiabilité des nuages.
Ceci s’explique par le fait que, si on admet que les courbes sont bien
strictement croissantes puis strictement déclroissantes, on sait qu’elles En conclusion, on peut admettre graphiquement que pour n grand et r =
sont symétriques par-rapport a l'axe z = %31 Ainsi : |2t |, on a F, ~ @, et d'une facon relativement précise, i.e. :

- Si n est impair : Y, < N(uy, %)
Alors n+1 est pair et ”7“ est entier. Aussi, le maximum sera atteint au ~
point d’intersection avec l’axe de symétrie. Il n’y aura donc qu’un seul ST on centre et qu’on réduit :
maximum, et ceci pour v
r= Or ~
2
par exemple pour n = 29 : On rappelle que ’
Hr =
1.0000 n=29 n + 1
o1t et
09999 R R 9 r n—r-+ 1
g, =
0.9998 . . r (TL + 1)2 n + 2
- ‘ o= 2941 _ 15 Le plus simple est donc de prendre par exemple un n impair et grand : (par
o . '2 exemple n = 201 ou plus) puis on peut dire que
_n+1
Un seul point maximum 2
et donc
- Sin est pair : 1y = r_ n _1
Alors n + 1 est impair alors ”TH n’est pas entier. En revanche, les deux "Tn4+1 2(n+1) 2
erlltiers qui.l’entourent sont rdz VTHJ = 5 et L%HJ +1=7%5+1De ) - n—r+1 1 n+2 1
< — g, = = =
plus, on sait que c, Cp—r41 donc r (n+ 1)2 n1o 2(n T 1) 2(n T 2) 4(n T 2)
Cn =Cp—241 = C4q
2 2 Autrement dit, pour | n impair grand et r = % | on a
Ainsi, par positivité,
2 2
Cn =Czyy Y, — )vn+2
: : Fr—3)vn+?2 — N(0,1)
Les deux points sont donc deux points maximaux. 2 ~
" Comme on sait engendrer Y, (cf gst ?7), on sait donc simuler la variable
::::: z=2al 55 ci-dessus.
B =Cf g~ T
|
! |
2 4 5 . 6 8 10
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Commentaires : Connaissant le theoréme central limite, on sait qu’il existe au
moins une autre fagon de construire une variable le loi normale (A peu preés)
en prenant une moyenne empirique sur un n échantillon d’une variable T :
T, = % avec n grand car

v(T)

Tan(E[T]»T)

On aurait donc pu prendre directement T; = X; et dire que

. X4+ +Xn E[Xl}
Xn = o(X1) <:> N(Oa 1)
vn

20

Or,

et

X, =2V3n

n

(Bt 1) oy

En revanche, on ne sait pas quelle est la méthode la plus précise des deux.
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