INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE TD

‘ Intégration sur un intervalle quelconque — TD ’

Intégrales convergentes et intégrabilité

Exercice 1:

Justifier que les intégrales suivantes existent et donner leurs valeurs.

1 1 1
1. f In(1+ %) dz. 4. szrcsin(t)dt. 7. / 2x V1-t24dt.
0 0 0

21 e 1 bud
2./ cos(t)? dt. 5. f —ds. ,f4 .
A Y S OTS 8 A In (1 + tan(x)) dx
3 fl 1 q 6 T sin(t)
o 112 “Jo 3+cos(®)?

Exercice 2 :

Déterminer la nature des intégrales suivantes et lorsqu’'une intégrale converge, donner sa valeur :

too 1 to0 Arctan(x) f+°° _Axt
1. dz. 5. —dx 8. t A>0).
fo (I+eh)x(1+et) fo 1+2 , cos@xe 4>0)
+00 e—\/z oo . —Axt
2. f dr. too 1 9. f sin(¢) x e (1>0).
0 Vi 6. —dx (a > 0, 0
xx(x+r)
. f+°° I e 75 0) " fl 1.
I . 0o Vi-t
+00 2 cos(2x)
4. t" xe tdt IN). 7. f — &
fo e (nel) 0 Vsin(2x)
Exercice 3 :
Etudier la convergence des intégrales suivantes :
+00 1 +00 too  a
1. f t-1)x sin(—) dz. 5. f In(¢) x et dt. 9. f dt  ((a,b) € R?).
1 t 0 o 142
+00 t +00 t dt
) ma = o0 [
3, fme—” a. . fm @40 g v
oo 0 t2
+00 . 1

+00 1 9 1 1
4.[0 s1n(t—2)dt. s.fl i (@peRd. 1L fo o

Exercice 4 :
Soit (a,b) € R} x R fixé.

+00 ,—axt _e—bXt

1. Montrer que l'intégrale f — dt converge (on ne demande pas de donner sa valeur). Dans la suite
0
on note I sa valeur.

bxx e—t -1 bxx ,—t bxX e—t
2. Déterminer les trois limites suivantes : lim f dz, lim f —df et lim —dz
x—0Jaxx t x—=0Jgxx ¢ X—+coJagxx t

3. En déduire la valeur de I.
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TD INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

Exercice 5 :

1. Montrer que la fonction x — In (sin(x)) est intégrable sur ]0, g]

2. On pose I :filn(sin(x))dx et J :fgln(cos(x))dx.
0 0
Montrer que I =J.

3. En déduire la valeur de I.

Exercice 6 :

+oo 1
Pour tout n € IN*, on pose I”:f ——dt
o (1+¢2)n

1. Soit n € N*. Justifier 'existence de I,,.
2. Soit n € N*. Exprimer I,,,1 en fonction de 7 et de I,,.

3. En déduire la valeur de I,, pour tout n € N*.

Exercice 7 :

t x1In(¢)

1. Montrer que la fonction f : ¢ — est intégrable sur

J

1
=1
2

—

x2
t—1
2. Montrer[
x txIn(@) x—1-

x2

3. Montrerfx mdt ﬁln(Z).
Exercice 8 :
1

x2
SoitF:x»—»f
x  Vi—t3

Justifier que F est bien définie et déterminer la limite F en O et en 1.

dt la fonction définie sur ]0, 1[.

Exercice 9 :
+20 gin(t)

t2
1. Déterminer ’ensemble de définition de F'.
cos(x) N ( 1 )

x2

dz.

On consideére la fonction F : x — f
X

2. Montrer que F(x) = 5
x—+00 x
sin(t)—t

2 est prolongeable par continuité sur [0, 1] et déterminer la limite de

3. Montrer que la fonction g : ¢ —

1 .
f Sl?z(t) dt +1n(x) en 0 .
X

4. En déduire un équivalent simple de F' au voisinage de O.

Exercice 10 :

1

+00
1. Déterminer 'ensemble de définition de la fonction f définie par f(x) = f —_
1 A+ xtx

. Calculer f(1).
1
. Montrer que, pour tout x >0, f(x+ 1)+ f(x) = —.
x

2
3
4. Déterminer la limite de f en +oo.
5

. Donner un équivalent de f en +oo.
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Exercice 11 :
1
SoitI:f t FJ dz.
0 t

2x+1 a b c
1. Trouver trois réels a, b et c tels que : Vx e R},

—_— ==t ——+—
x(x+1)2 x x+1 (x+1)?2
2. Lintégrale I converge-t-elle ?

3. Calculer I.

Exercice 12 :
) +00 dr
Smt,pourn?l:ln:fo Aredy

1. Démontrer l'existence de I, et trouver sa limite quand n — oo .

1 +00 1 442 , 1
2. En posant u = —, montrer que I; = = du. Puis, en posant v = u — —, calculer /.
x 2Jo 1+ut u

3. Calculer I,,.

Intégrabilité (exercices théoriques)

Exercice 13 :
Soit f € €1([0, +ool, R) telle que f et f’ sont intégrables sur [0, +ool.
Montrer que f tend vers 0 en +oo.
Exercice 14 :
Soit f € €pm(10,+00l,R) une fonction décroissante.
1. On suppose que [ est intégrale sur ]0,1]. Déterminer la limite de x x f(x) quand x tend vers 0.

2. On suppose que [ est intégrale sur [1, +oo[. Déterminer la limite de x x f(x) quand x tend vers +oo.

Exercice 15 :

+oo
Soit f € €(R,R) telle que f f(t)dt converge et f posséde une limite finie £ en —oo.
0

+o0o

Montrer que I'intégrale f f(&+1)—f(¢)dt converge et donner sa valeur.

—00

Changements de variable et intégrations par parties

Exercice 16 :

+00 1
Soient p et q deux réels tels que p2 < q. Calculer f _—
petq quep =<9 o 2+2pxt+q

Exercice 17 :
1
Soit n € IN. Calculer f (x x In(x))" dx.
0

Exercice 18 :
+00

Soit n € IN. Calculer f x" x e Fdx.
0

Exercice 19 :

1
Calculer f In(x) .
o (x+1)2

1. A traiter apres le cours sur les intégrales paramétrées.
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