FEUIL

5 ,. /= | Révisions d'éq. différentielles

linéaires d odre 2 BT

EXERCICE 1: [Indications| [Correction| - Caleuler — Résoudre sur R les équa-

tions ci-dessous.

1. ¢+ +y=¢€" avecy(0) =0
2. ' —y=1
3. 4y — 12y + 9y = ze2®
4. o' —y=1+ze"
5. ¢y ' +y=cosx
1/ / —x /
6. y'+2y+y=2e""avec y(0) =3 et ¢y (0) =1
7. y”—{—y':x—i—chxoﬁchx:%
EXERCICE 2: [Indications| |[Correction| - Chercher — Calculer —

Résoudre I'équation (1 + 2%)y” 4 22y’ = 0.
EXERCICE 3: [Indications| [Correction| - Calculer —
1. Résoudre sur RT* I'équation
2%y () +day' () — (2% = 2)y(x) =0

en posant z(z) = 2%y(z).
2. Reésoudre sur R I’équation

(1+2%)%" (@) +2(z = 1)(1 +27)y'(2) + y(z) =0

en procédant au changement de variable ¢t = arctan x.

F K

Indications

Exercice 1 [Correction]
5.  Chercher une solution particuliére sous la forme yp(x) = Pcosx + Qsinx
avec P et () deux polyndmes.

Exercice 2 [Correction]
Attention, cette équation n’est pas a coefficients constants!! On ne pourra pas
utiliser la méthode de I’équation caractéristique. . .

Exercice 3 [Correction]

1. Considérer y(x) = ()> et réinjecter dans la formule pour obtenir une équa-

tion du second degré sur la fonction z
2.  Poser z(t) = y(x) c’est-a~dire z(t) = y(tant) et réinjecter dans I’équation.
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FE 5 - REVISIONS D’EQ. DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ODRE 2

Exercice 1

1.

y' +vy' +y=e€" avec y(0) =0 :

o Equation homogene : 3’ + 3’ +y =0

L’équation caractéristique est
rP4r+1=0

de racines

—-1—-iV3  —1+4V3
2 B 2

Les solutions réelles de 1’équation homogeéne s’écrivent donc

1 T2

g

yo(z) =€ <>\ cos(?w) + usin(?w)) ) ou A\, pueR

° Solution particuliére :

On cherche une solution sous la forme Q(z)e”.
En réinjectant dans 1’équation, avec 1’équation aux degrés, on trouve que
deg @ = 0 et ensuite qu'une solution est

1

yp(x) = ge:”, vz € R

. Solution générale :

L’ensemble des solutions réelles est
- 3 3 1
S={y:zeR—e 2 (Acos(\gz) + ,usin({a:)) + §€I’ A e R}

. Solution telle que y(0) =0 :

1 1
0)=0 & A+=-=0 & A=-—-
y(0) +3 3
D’ou les solutions finales

2

o 1 3 3 1
{y:xeR— e 2 (—3 cos(ix) + usin({x)) + gez, A€ R}

Solutions

y —y=1:

o Equation homogene : 3’ + 3’ +y =0

L’équation caractéristique est
2 —-1=0

de racines
r = -1 ro = 1

Les solutions s’écrivent
yo(x) = Ae® + pe™", ou A\, u €R

. Solution particuliére :

Comme le membre de droite est constant, on peut également chercher une so-
lution particuliére directement sous forme de constante et on sait par formule
de cours que c’est yp = —1.

. Solution générale :

L’ensemble des solutions est

S={y:zeR—=|[A"+pe * =1, A\peR}
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4y” — 12y’ + 9y = ze3® :

. Equation homogéne : 4y — 12y’ + 9y =0

L’équation caractéristique est
4 —12r+9=0

de racine double 3
T = 5

Les solutions réelles s’écrivent
o(z) = (A + pz)e?®  ou A p€eR

° Solution particuliére :

On cherche une solution sous la forme Q(x)e”.En réinjectant dans ’équation,
avec l’équation aux degrés, on trouve que deg () = 3 et ensuite qu’une solution
est yp définie par

. Solution générale :

L’ensemble des solutions & valeurs dans R est

3

S={y:zeR~ ()\—&—ux—i—%)e%”’ A\ e K}

4.

y"—y=1—+—e‘”:

. Equation homogéne : ¢ + 4/ +y =0

C’est la méme que dans la question précédente. Les solutions s’écrivent
yo(x) = Ae® + pe™", ou A\, u €R

. Solution particuliere de ¢y’ —y =1:

C’est celle obtenue précédemment dans la question précédente.

yPl(x) = _15 Vr e R

. Solution particuliére de 3/ —y = ze” :

Notons que
xe® = ze'® VreR

On cherche une solution sous la forme Q(x)e”.En réinjectant dans ’équation,
avec I’équation aux degrés, on trouve que deg () = 2 et ensuite qu’une solution
est yp définie par

1
yp2(z) = 1(362 —x)e”, Vz e R

. Solution générale :

Par principe de superposition, I’ensemble des solutions est

1
S={y:zeR— ue_m—1+1(x2—x+4)\)em, A€ R}
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¥y’ +y=cosz:

. Equation homogéne : 3/ +y =0

L’équation caractéristique est
r?4+1=0
de racines
T = 7 Ty = —1
Les solutions réelles s’écrivent

yo(x) = Acosx + psinx ol A\, € R

° Solution particuliere :

On pose yp(z) = Pcosz + Qcosz.
En réinjectant, on obtient que 1’équation équivaut a

cosx = (P" +2Q")cosz + (Q" — 2P )sinz
Cherchons §’il existe P et @@ sont deux polyndémes répondant au systéme
d’équation
Py P"+2Q =1
1Q" 2P =0
P// _|_ 2 / — 1
S A " Q !/
QT=1-2Q
i.e. Q' est solution de I’équation

y'+2y=1

1
dont une solution particuliére constante est 5 (Les autres ne sont pas poly-
nomiales)

x
En posant alors Q = 5 + a, on obtient P’ = 0 donc

P=pg€R

En prenant alors 8§ = a = 0, les polyndémes P et @) répondent au systéme S
et ainsi a I’équation différentielle.
Autrement dit, une solution particuliére est

yp(x) = y1(z) + y2 () = gsinx

° Solution générale :

L’ensemble des solutions a valeurs dans R est

S={y:zeR— )\cosx+usinx+gsinx A u € R}

On trouve les solutions de I’équation y” + 2y’ +vy = 2¢~* comme étant toutes
les fonctions

x> (22 +ax +b)e”, aveca,beR

Avec la condition initiale y(0) = 3, on obtient
b=3
et ensuite, avec la condition initiale y'(0) = 1, on obtient
a—b=1

et donc
a=4

Il y a donc une unique solution de I’équation avec les conditions demandées :

‘x = (2% 4 4z + 3)e™”

Par principe de superposition des solutions, on obtient I’ensemble de solutions

1 1 1
{z — (a—2x>6_‘”+4e”+2$2—x+ba,bER}

Exercice 2
On pose u = 9/, ainsi u vérifie I’équation d’ordre 1 :

(14 2*)u' +2zu=0

de solutions

puis ’ensemble des solutions est

y:x € R— Aarctanx + 3, AMNBER
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Exercice 3
1.  En réinjectant dans I’équation z vérifie
2 —2=0
de solutions
z(x) = Ae® + pe”, AueR
Les solutions y sont donc

e + pe®
T a2

y()

On pose z de maniére & avoir

c’est-a-dire

z(t) =

y(tant)

z est deux fois dérivable et vérifie

c’est-a-dire

puis

y(z) =

— Feuille 5:

2 =2 4+2=0

2(t) = (M + e,

(Aarctanx + p)e

Révisions d’éq.

avec A\, € R

arctan x
)

avec \,u € R

différentielles linéaires d’odre 2 —



