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Correction CB2 type HEC/ESSEC

Exercice 1. D’apres ESSEC 2004
Dans tout I'exercice, N désigne un nombre entier supérieur ou égal a 1.

I.LEtude d’'un endomorphisme

On note Rn[X] 'espace vectoriel formé des polyndmes de degré inférieur ou égal a N et du polynéme nul; on
désigne par Id I'application identique de Ry[X] dans Ry [X].

1. Soit a un nombre réel non nul et P un élément de Ry [X].

N
Si P est un polynéme de degré N alors P(X) = Z a;X* avec ay #0.

k=0
N

DoncP(aX+1—-a)= Z ap(aX+1- a)k dont le terme de plus haut degré est a,,aX" (avec a,a#0)

k=0

Donc P(aX + 1 — a) est bien un polynéme de méme degré que P.
(SiPestnul, P(aX+1— a) le sera aussi).

Dans toute la suite de I'exercice, pour tout réel a non nul, on note f, 'application
de Ry [X] dans Ry[X] qui a un polyndéme P associe le polynéme P(ax+1 - a)

2. Soient a et b des nombres réels non nuls.

(a) Pour tout polynéme P: f,; (P) (x) =P(ax+1—-a) donc

P(abx+1-b)+1-a)
= P(abx+a—-ab+1-a)
= P(abx+1-ab)

= fab(P)(X)

fvo fa(P)(x)

fvofa= fav

(b) Onremarque quesia=1ona f; (P)(x) =P(1x+1-1)=P(x) alors f; (P) =P

Donc fa ofI/a = f1 =Id et fl/a Ofu =1d.
Donc f; admet pour réciproque fi,,.

fa est donc bijective de réciproque ( fa)71 = fira-

V(B Q) e Rn[X

De plus d’apres 1), f, est une application qui va de Ry[X] dans Ry [X].
Il nous reste a voir que f;, est linéaire ce qui est simple a voir par propriétés sur les fonctions polynémes,

,VAER, fLA\P+Q)(X) = AP +Q)(ax+1—a) =AP(ax+1—a)+Q(ax+1—a) = A\ f,(P)(x) +

Conclusion ||

fa est un automorphisme de Ry[X].

alors (f,)"*'

Conclusion :

(c) Onpose: (f,)? =1d et, pour tout entier naturel n: (f,)"**! = (fu)" o fa.
Montrons alors par récurrence que pour tout entier naturel, (f;)" = fyn.
Initialisation : (f,)° =1d = fi = f,0.

Donc l'initialisation est vérifiée.
Hérédité : on suppose que pour un certain entier n € N fixé, (f,)" = fun;
= (fa)” © fa= faro fa= fanr1.

Lhérédité est donc vérifiée.

Pour tout entier naturel n: (f)" = far.

3. Pour tout réel a non nul, on note M, la matrice de f,; dans la base canonique (1,X,... ,XN) de Ry [X].
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(a) Explicitons M, dans le cas N = 3.
On calcule les images des vecteurs de la base puis leurs coordonnées dans la base canonique :
fa()(x)=1(---) =1 coordonnées: (1,0,0,0)
faX) (x) =X(ax+1-a)=ax+1-acoordonnées (1 —a,a,0,0)
fa(X?) (1) = (ax+1-a)? = a®x* +2(1 — a) ax + (1 — @)* coordonnées ((1— a)*,2a(1 - a),a*,0)
et fa(X®)x) = (ax+1-a® = a*x* + 3(1-a)a®x* + 3(1-a)?ax + 1-a)® coordonnées
(1-a)?,3a(1-a)?,3a>(1-a),a’)

1 1-a (1-a?* (@1-a3
. : 110 a 2a0-a 3a(l-a)?
Donc la matrice de f, dans la base canonique est : 0o o 2 3¢ (1-a) Dans le cas
0 0 0 a®

général, les coefficient de la j + 174" colonne sont les coordonnées de f, (X/) avec

fa¥)@ = (@ax+a-a)

J (i ,
Z (i) (1-a)~*akxk d’apres la formule du biné6me
k=0

Conclusion :| On trouve donc en j + 1¢™€ colonne et i + 1°¢ ligne :
Osii>jet()A-a))"alsii<j

(b) n désignant un entier naturel,
(M,)" est la matrice associée a (f,)" = f,» dont la matrice est M.

Conclusion :| (Mz)" =Myn.

Pour —n négatif, f,» a pour réciproque fi;4» = f,-» donc la matrice associée a la réciproque est d'une
part, 'inverse de la matrice associée a f,», et d’autre part la matrice associée a fj;-n.

Conclusion : [(Ma)”]_1 = (Mg,-n) et la formule reste vraie pour n négatif.

4. Précisons I'’ensemble des valeurs propres de f,
Comme la matrice de f, est triangulaire, ses valeurs propres sont sur sa diagonale, a savoir :

{1,a,a?a®---,a"}, |(quine sont distinctes quesia#leta# —leta#0).

Pour tout entier k compris au sens large entre 0 et N,

(ax+1—a—1)k

fa (- 1F) 0

ak(x—l)]C

fa(x-1F) = afx-pF

Les| (X—1)¥ sont donc des vecteurs propres de f,.

Comme la famille (l,X—l,---,(X—l)N) est échelonnée donc libre et a pour cardinal N + 1 vecteurs (=
dim(Ry [X])), on a alors une base de vecteurs propres.

Conclusion :| f, est donc diagonalisable.

II. Etude d’'une expérience aléatoire

On dispose de N pieces de monnaie, chacune ayant la probabilité p d’amener pile (0 < p < 1) et 1 — p d’amener
face. On pourra poser: g =1-p.
On s’intéresse a I'expérience aléatoire qui consiste a effectuer des lancers successifs selon le protocole suivant :

— al'étape 1, on lance les N pieces;
— alétape 2, on lance les piéces ayant amené pile a I’étape 1 (s'il en existe);
— al’étape 3, on lance les piéces ayant amené pile a 'étape 2 (s'il en existe),

et ainsi de suite.
A chaque étape, les lancers des piéces sont supposés indépendants.
On consideére les variables aléatoires suivantes :
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— Xo est la variable aléatoire certaine égale a N,

— pour tout entier naturel 7 non nul, X;, estle nombre de c6tés pile apparaissant a I'étape n, avec la convention
que, si a une certaine étape ng aucun coté pile n’apparait, on considere que pour tous les entiers n supérieurs
ou égaux a ny I'événement (X,, = 0) est réalisé.

Etude des variables aléatoires X,

Soit n un entier naturel, soient i et j des entiers compris au sens large entre 0 et N.

1. Sachant que I'événement (X,, = j), la n/¢"¢ expérience consiste a lancer j piéces, on a un compteur de succes
(avoir pile) dans une répétition d’épreuves identiques et indépendantes de Bernoulli, ayant toutes la méme
probabilité p de donner pile.

Conclusion : | Xy1/Xy =j— B(j,p).

D’apres la formule des probabilités totales, avec le systeme complet d’événements (X, = k) ge[j0,ny) OD a alors

N
PXps1=10) = ) Px,=jXns1=1)-P(Xy =)
j=0

i-1 N ] X i .
20+ (2P (1-p) T P(Xu=])
j=0  j=i\l

découpage nécessaire car les valeurs possibles pour 4 j, %) sontlesi<j(cad. j=i)

N (1) .
Conclusion :| P(Xp41=0) =Y (;)pl (1-p) " "P(X, =)
=i

2. Ona :

M=
—_——
~ ~
EN.
_
|
=
~.
L
o
~—~
>
3
Il
[
(—

j=0
P(Xp,, =0) N ._i
pCxs 1) 3 (1) ets=
: = | =
Py, =N) -
(o a-n e
j=N
PXp,, =0)
PXp,, =1)
= M, _
PXy,; =N)

Conclusion :| Uy =MpUp

On montre ensuite par récurrence (facile a faire) que U,, = (M p)n Up =MpnUg.

Conclusion : | pour tout n€N: U, =MynUg

Et comme P (Xp =N) =1 et P (Xp = i) = 0 pour les autres valeurs, , le produit a pour résultat la derniére colonne
de la matrice Mpn.

Donc P (X, = k) = (}) (p")* (- p")N*etdonc| X, — B (N, p").

On avait trouvé que X était la variable certaine égale a N et pour pour n =0: p® = 1 ce qui est cohérent.

Pour X; sachant que Xy = N, on avait une loi binomiale de parameétres N et p, tout comme ici.

Au cours des n premiéres étapes, on lance X +X; +---+X,,—1 piéces (a'étape n on lance autant de pieces que
de pile al'étape n—1.)

3. n=input(’entrer n’)
p=input (’entrer p’)
U=[0;0;1]
M=[1 1-px(1-p) “{2} ( 1-p) “{3} ; 0 p 2p*( 1-p) 3*p*x( 1-p “{2} ;
0 0 p {2} 3*xp~{2}*( 1-a) ; 0 O O p {3}

for i=1:n
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U=Mx*U
end

disp(U)

PROBLEME. d’apres HEC 2010

Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce probleme sont supposées définies sur un espace probabilisé
(Q,«7,2). Sous réserve d’existence, on note E (X) et V (X) respectivement 'espérance et la variance d’'une variable
aléatoire X, et Cov (X,Y) la covariance de deux variables aléatoires X et Y.

Dans les parties I et I, la fonction de répartition et une densité d'une variable aléatoire X a densité sont notées
respectivement Fx et fx.

On admet que les formules donnant 'espérance et la variance d'une somme de variables aléatoires discretes,
ainsi que la définition et les propriétés de la covariance et du coefficient de corrélation linéaire de deux variables
aléatoires discrétes, s’appliquent au cas de variables aléatoires a densité.

Pour 7 entier supérieur ou égal a 2, on dit que les variables aléatoires a densité X;,X», ..., X, sont indépendantes
si pour tout n—uplet (x1, X2, ..., X,) de réels, les événements [X; < x1], [X2 < x2], ..., [X;; < x,] sont indépendants.

Lobjet du probleme est double. D’une part, montrer certaines analogies entre les lois géométriques et exponen-
tielles, d’autre part mettre en évidence quelques propriétés asymptotiques de variables aléatoires issues de la loi
exponentielle.

La partie II est indépendante de la partie I. La partie III est indépendante de la partie II et largement indépen-
dante de la partie I.

Partie I. Loi exponentielle

1. (a) Ladensité d’'uneloie(1) est f(x) = e~ sur R* et 0 sur R~ donc

+00
f e tdr=1.
0

Ensuite plusieurs méthodes :
- soit par critere de négligeabilité des intégrales positives en utilisant le fait que t"e~* = o(t™2) et donc
par Riemann on peut conclure...

-ou par un autre critere de négligeabilité des intégrales positives :
the ! = t"e 2712 qvec t"e 2 = "'/ !'? — 0 quand t — +oo (1" = 0(e!?)) donc t"e~! = 0(e”"'?)

+00
Or f e~ !"2dt converge, donc par critére de négligeabilité des intégrales positives,
0

+o0o
f t"e~'dt converge également.
0

+00 +00

e "dt et,.pour tout n de N* I, =f t"e ldr.

On pose alors I = f
0

0
(b) Soit M = 0 alors on va calculer fév[ t"e~'dt par une IPP.

Soientu(f)=t":u' () =nt"letv (t)=e':v(t)=—-elavecuet vCl surR
M v M
f e tdr=[-t"e""], —f —nt" e tdt
0 0

M
=-M'e M4 n[ t"le~ldt
0
— nl,-1 quand M — +o0

Conclusion :| Pour tout ne N* : 1, = nl,,_; ‘

Et comme de plus Iy = 1, on reconnait alors la suite factorielle (on peut le prouver par récurrence)

Conclusion :| pour tout neN: I, = n!

Soit A un réel strictement positif. Soit X; et X, deux variables indépendantes de méme loi exponentielle de parametre
A (d’espérance 1/A).
onpose:Y=X; -Xp, T=max(X;,Xp) et Z=min (X;,Xy).
2. SIXI ZXZ alorsY:X1 —Xz, T =X1 etZ =X2 donc |X1 —X2| =X1 —X2
etdonc| T+Z=X;+Xp etT—-Z=|X; —X2| =[Y].

EtdemémesiX; <X, onalX; —Xa| =X, —Xj.
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0 six<O0

- —1/\2 -
3. (@ CommeX;—¢€e(A)onaVX;)=1/A“etP ([X; <x]) {l—e"x six>0

(b) On adonc par linéarité: E (X; +X2) =EX;) +E(Xj) =

etVX; +X2) = VXD +VXy) = 2/\2 par indépendance.

etde méme, E (Y) =E (X; —Xp) =EetV(Y) =VX)+(-1)’V(Xp) = 2/\% |,

4. Fyz estlafonction de répartition de Z.
Pour tout ze R, on a: (Z> z) = (min (X1,X») > 2) = X1 > zn Xy > z) événements indépendants donc

Fz(2)=P(Z<2z)=1-P(minX,X2) > z)
=1-PX; > 2z)P(X, > z) par indépendance
=1-(1-PX;1<2)1-PXy<2)

_ 1—(6’“)2 siz=0
0 siz<0

A2 _ . . , -
et comme 1 — (e Az) =1- e 22 on reconnait la fonction de répartition de € (2A).

Donc Z est a densité et on a en dérivant partout ol cela est possible :

F® 20e 2 giz=0
X) =
z 0siz<0

1 1
Conclusion:| Z—€2A),E(Z)=—etV(Z) = —.
onclusion €(2N), E(Z) 2)\6 (Z) iz

5. lambda=input(’entrer lambda’)
Z=grand(1,1,’exp’,1/2* lambda)
6. (a) (T<t)=maxX;,Xp)<1)=X; <tnXy <) indépendants donc

Fr () =PX; = )P (X, < t) par indépendance

_ (1-eM)* sit=0
0 siz<0

La fonction Fr est continue sur ]—oo, 0[ (fonction nulle) et sur [0, +oo[

En 0~ :Fy () =0 — 0 = Fr (0) donc Fr est continue sur R et C! sur R* donc T est a densité et une densité
—At (] _ oAt .

deTesth(t)z{ 2heM(1-eM) sit=0

0 siz<0
(b) Ona

M M
f th(t)dtz[ t2)\e‘“(1—e‘“)dt
0 0

M M
= (zf t)\e‘“dt—f t2)\e‘2’“dt)
0 0

%_i_i uand M — +
A 2n aad o

+00
f the Mdr=1/A (espérance de € (A))
0

3
Conclusion :| T aune espérance et E(T) = PN,

Et pour I'espérance de T :
1

2z doncE (X?)=VX) +EX)? = 2

SiX—e(A) alors V(X) = \2

M M
f £ fr (t)dtzf t22)\e‘”(1 —e‘“)dt
0 0

M M
= (zf tz)\e’“dt—f tzz)\e’z"tdt)
0 0
4 2
A2 4N

7
e quand M — +oo
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7
Donc T? a une espérance et E (T?) = Y donc T a une variance et

Conclusion :| V(T) = l 9 _ S
’ 202 4NZ 4N

N.B. cela permet de valider laloide T

Ou bien, en suivant le conseil donné, avec le changement de variable x = Af ou plus simplement ¢ = x/A
dt=dt/\ett=0pour x=0et t =M pour x =AM

M M
/ t)\e_)‘tdt:f Ze tdx
0 o A

1 +00

1 1
—_— — _xd = —I = —
XJo xe X =y
7. OnaX;+Xy=Z+TetcommeV (X; +X3) =V (X;) +V (X2) par indépendance, et que V(Z+T) =V (Z) +V (T) +
2cov(Z,T) (admis) alors

cov(Z,T) = % [V(Z+T)-V(Z)-V (D]

1
=3 VX)) +V(X2) -V (Z2)-V(D)]
112 1 5

T2(A2 4N 4z
_ 1
422
et dong, le coefficient de corrélation linéaire est :

cov(Z,T)
vV (Z)V(T)

8. r=corr(Z,T,1)/(stdev(Z)*stdev(T))

9. (a) CommeY=X;—-X,alors| Y(Q)=Ret|Y|(Q) =R".

(b) PourtoutxeR:

Y gix<0

1 six>0

F_x, (X) =P(-Xp < x) =P(Xz = —x) :{ ¢

Cette fonction est continue sur ]—oo,0]et ]0, +oo[ et en 0% : F_x, (x) =1 — 1 =F(0) et elle est C! sur R*
o . » AeM six<0
Donc —X; est bien a densité et une densité est f_x, (x) = { % : i >0

(c) Siy=0onafx,(y—t)=

{ AN sizzy donc, pour t= y:

0 sit<y

fio (0 fx, (y= 1) = A0~ 0he™™
— )\ZQAyefZ)\t

donc

M M
f fxi (0 fx, (v = t)dt:)\ze)‘)’f o2 gy
Y y

2oty L [e—z)\M N

-2\

A
— Ee_)\y quand — +oo
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+00 )\ )\
Donc, pour y =0: f fx, (8) f-x, (y — t) dt converge et vaut Ee_)‘y = ze_)‘m
—0o0

Ay-1) g
Poury<0: frx, (y-1)={ 27 S1=

0 sit<y
N2elVe=2At Gir>q
donc fx, (1) fox, (¥ — ’f){ 0 sir<o

+00 oo

f Ix, () f=x, (y—t)dt:)\ze)‘Yf o2y
0 0
1

= \2N —

Y

2

2

A
etdonc [ fx, (f) fox, (¥ — t) dt converge et vaut Ee_)‘m’

+00
Conclusion :| pour tout réel y, I'intégrale f fx, (8) fx, (v — t) dt est convergente

—00

A
et vaut ze‘)‘b"'

A
(d Soit f(y)= Ee’)‘l)’l pour tout y réel.

f est positive et continue sur R.

+00 +00
f Ae—AMdy: lf Ae Ndy
0o 2 2Jo

(par densité de €(1) ) et comme [ est paire, par changement de variable u = —y, on montre que

0 +00
[ ray=ge| " rpay=1

A
Conclusion :| y — 3 e MYl est une densité de probabilité : celle de Y

(e) On détermine la fonction de répartition Fyy, :
Pour tout y < 0: P(|Y| < y) = 0 (événement impossible)
etpour y=0:P(|Y|<sy)=P(-y<Y=<y)=Fy(y)-Fy(-y)car-y=<y.
Comme Y est a densité, Fy est continue et C'sur R (car fy est continue sur R), alors Fjy| est continue sur
]1—00,0[ et sur [0, +oo[
De plus Fjy; (0) = Fy (0) — Fy (0) = 0 et pour y < 0: Fjyj (¥) = 0 — 0 = Fjy; (0) donc Fjy| est continue sur R
Donc |Y| est bien a densité et une densité est

0 siy<0
— —
fivi(v) = Fiy (v) = O+ ()= %e—)\|y| n %e—)\l—y| =XeM siy>0

Donc| [Y|—€(A).

(f) lambda=input(’entrer lambda’)

|Y|=grand(1>1s ’exp’ ,1/ la.mbda)

Partie II. Loi géométrique

Soit p un réel de 10,1[ et g = 1 — p. Soit X; et X, deux variables indépendantes de méme loi géométrique de
parametre p (d’espérance 1/p).
onpose:Y=X; —Xy, T =max(X;,X») et Z=min (X;,X»). Onrappelleque T+Z=X; +Xp et T -Z = |X; = Xo| = [Y].

1. @ OnaV(Xy) = % et de [X; > k] =« échec jusqu’au kieme 5 donc P [Xy > k] = qk etP(Xy<kDh=1- qk ,
pour tout k de X; (Q).
2 2
(b) EX;+X2)=EX))+EX>y) = ;, VX +X0)=VX;))+VXy) = ,D_Z par indépendance,

2
E(X;=X2) =0, V(X1 =Xz) = V(X)) + (-1D)*V(Xp) = p—z
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(© X1=Xp)=U%X X =inXy=1i) et par incompatibilité
+00 +00 3 2
PX;=Xp)=) PXy=inXp=1)=)_(¢''p)” parindépendance.
i=1 i=1

+00 . 2
PX;=Xal= ) (ql—lp)
i=1
2+c>o i1
=p Z%(q)
i=
1-g* (1-q)(1+q)
Donc| P(X; =X,) = —P—
1+q

2. (a) PourieN:[min(X;,Xs)>i]=[X;>inXy,>1i]et

P(Z>i)=PX;>i)PX, > i) parindépendance

= qu (méme pour i =0)
Etcomme [Z>i—-1]=[Z=i] =[Z=1i]N[Z> i],par incompatibilité :

PZ=0)=PZ>i-1)-P(Z>1)
:qzj*z—qZ" pouri—1=0

=q*""Y(1-¢*) pouri=1

Et comme Z(Q) = N* on a bien

1 1 qz
A 1—6]2 douE(Z) = =—— _etV(@) =
= 1-4>  p(1+q) (1-q?)°
ot 2 1 1+2q
douEM=EX; +Xp,-Z)=—— =
p p(+q) p(+q).

(b) p=input(’entrer p’)
q=1-p
Z=grand(1,1,’geom’,1-q~2)

(¢) [Z=k]UIT = k] signifie que le plus petit ou le plus grand de X; et de X, est égal a k.
Comme |'un est le plus petit et 'autre le plus grand, cela signifie que I'un ou 'autre est égal a k.

[Z=klu[T=kl=[X; =klU[X2=k].

et comme

PZ=kuT=k=PZ=k+P(T=k)-P(T=knZ=k)
=PZ=k)+PT=k-PX;=knXy=k)

et que

PXyj=kuXy=k)=PX1j=k)+PXo=k)-PX; =knXy=k)
=2PX;=k)-PX;=knXy=k)

car X; et X, on la méme loi,

PT=k)=2PX;=k)-P(Z=k)

+00
(d) Onaalors, E(T?) = )_ k* (2P (X; = k) — P (Z = k)) si la série converge.

k=1
+00 +00
Or Z K*p Xi=k)et Z K%p (Z = k) convergent car X; et Z ont une variance, alors
k=1 k=1
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ZkZZP(Xl k) - Zkzp(z k)
k=1 k=1

=2E(X%)-E(7?)
=2[VX) +EX)?] - [V(Z)+E(Z) ]

2[5
q+1 q +1
=25 2
P= p*(1+q)
2(1+q) (g +1) -1
p?(1+q)°
_2¢°+5¢4°+6q+1
p?(1+4q)°

1
1-a (-q)

et donc

V(T) = E(T?) - E(T)?
_2¢3+5¢*+6q+1 1+2q
C p(1+q) _(p(1+c/)
_2¢°+5¢°+6q+1-1-4g-4q°
) p2(1+4q)°
_2¢°+q*+2q
C pR(1+q)

_q(2¢°+q+2)
-

3. (a) max(Xj,X2) 2min(X;,X;) donc T —Z = 0 et toutes les valeurs entieres sont possibles.

Conclusion:| (T-2)(Q) =

Ona[Z=j|n[Z=T]=[X; = j]n[X2=j] et pour tout j de N*

Conclusion:| P(Z=jnZ=T)=P(X; = j)P(Xz = j) = g%/ 72 p? (par indépendance)

(b) Si(j,€)de (N*)*alors ¢>0et[Z=j]n[T-Z=€=[Z=j]n[T=¢+j]avecl+j# jdonc
[Z=j]n[T=t+j]=(X1=jnXe=0+j)u(X2=jnX; =€+ )
et par U d'incompatible et N d'indépendants,

P(Z=jnT-Z=€)=P(X;=j)P(Xo=0+j)+P(X2=j)P(X1 =€ +)

— ij—lpq€+j—1 — 2p2q2j+€—2

(c) Sik=0alors

+00
X1 —-X2=0)=J X1 =inXz =) donc
i=1

+00
PX;-Xp=0)=) PX;=i)PXz=1)
i=1

—Zqz(l Vp? avec j=i-1
:pZZqzjet|q|<1
j=0

, 1 :pq\ol
1-g> 1+¢q
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Si k> 0 alors
X1 =-Xo=k)=X1=Xp+k)

+o0o
=JXi=i+knXz=1i) donc
i=1
+00
PXi-Xo=k)=) PXi=i+kPXp=1i) aveci+kz=1
i=1

& vkl i1
=2 a " 'pg"'p
i=1
+00 .
=q"p*Y > Vavecj=i-1
i=1

_ ! _4q*p _pa"
1-g> 1+q 1+gq

etsik<O:
X1 -Xo=k)=X2=X1-k)

+00
= U(xlzi—kmxzzi) donc
i=1
+0o
PX;-Xa=k)=) PXi=i-k)PXp=1i) aveci—k=1
i=1

g k-1 i—1
=) 9 'pg''p
i=1

_a*p_pq"
1+qg 1+g¢q
pq™
Conclusion :| pourtout ke Z:P([X; -Xy =k]) = 1+q
(d) Ona|X;-Xo|(Q)=N
(X1 =Xl =0) = (X; —X2 =0) donc P (|IX; — X3/ =0) = %

etpour k>0: (IX; —Xo| = k) = Xy — X2 = k) U (X; —X» = —k) incompatibles et

pq*
Conclusion:| P(X;—-Xsl=k)=2 1+ sik>0

P(IX; —Xo| = 0) = —2—
1+¢g

(e) OnavuqueT-Z=[X; - X5|
Pour tout (j,€) € IN*]2:

P(Zz=jnT-Z=10)= 2p?q* 72 et dautre part
P(Z=j)P(T-Z=0=P(Z=j)P(X;-X2|=0)
1
=2U-D (- 42 zﬂ
e -2
0
=2¢% g2 (1+q)(1-q) 2L
a'a(1+a)(1-a)
=P(Z=jnT-Z=4)

et pour j e N*:
P(Z=jnT-Z=0)= g* 72 p? et d’autre part
P(Z=j)P(T-Z=0)=P(Z=j)P(X; X2/ =0)

_ 20~ _ .2 _P
(-

=P(Z=jnT-Z2=0)

Conclusion :| Z et T —Z sont indépendantes.
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4. (a) Comme Z et T — Z sont indépendantes, leur covariance est nulle.

Et comme cov(Z,T—-Z) =cov(Z,T) —cov(Z,Z) = cov(Z,T) +V (Z) alors

Conclusion:| cov(Z,T)=-V(Z)#0
et T et Z ne sont pas indépendantes.

On pouvait le dire plus rapidement en remarquant que T = Z donc, par exemple (T =1NnZ=2) = ¢ alors
queP(T=1)P(Z=2)#0

(b) a=-variance (Z) // ou a=corr(Z,T,1)
(c) Ona

_cov(Z,T) _ V(Z)
VVMV2) V(T)

qZ

-a" __ q
924> +q+2) 2g2+q+2

(1-4%)°

(d) Pour (i,j)eN*

— Sii>jalors(Z=inT=j)=@¢doncP(Z=inT=j)=0
— Sii=jalors(Z=inT=i)=X;=inXs=i)etP(Z=inT=1i)=qg*?p?

— Sii<jalors (Z=inT=j) = (X;=inXz=j) U (X1 =jnXz=1i) (incompatibilité, puis indépen-
dance) o
P(Z=inT=j)=2q"""2p?

(e) Pz=j(T=k)=0sij>kcarZ>T estimpossible.
Si j = k alors

pz=jnT=))
b))
qZ(j—l) p2

U (1-¢?)

Pz=j(T=]) =

Sij<k

P(Z=jnT=k)
P(z=])
2q2(j+k—2) pz

B qz(f—l) (1 — qz)

2q2k—2p

B 1+qg

Py-j (T =k)=

(f) On suppose qu’il existe une variable aléatoire D; a valeur dans N*, dont la loi de probabilité est la loi
conditionnelle de T sachant I'événement [Z = j].

0 sik<j

p L

OnadoncP(Dj:k)z lz—q sik=j
2k-2

2L sik>j
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et donc (sous réserve de convergence)

E(D,-)iz“’_kp(nj ~K)
=j

p +00 Zqzk—zp

=j—+) k

l+q = 1l+q

2j-2
L i SO )
l1+qg I+q 5
. p +2pq2j_24io(h+.) 2h
g T14g = 14
P el |
1+qg 1+¢q (1—q2)2 1-¢2

p_ L 2wa 7 q+j(1-q")
1+gqg 1+gq (1—q2)2

=]

Qui converge bien, donc D; a une espérance et

2 2j—2 2+' 1_ 2
B(Dj) = L4 2242 d il 267)
1+qg 1+qg (l_qZ)

Conclusion :

Partie I1I. Convergences

Dans les questions 1 a 4, A désigne un parameétre réel strictement positif, inconnu.

pour n élément de N*, on considére un néchantillon (X;,Xo, ..., X,;) de variables aléatoires a valeurs strictement
positives, indépendantes, de méme loi exponentielle de parameétre A.

n
On pose pour tout nde N* :S;; = ¥ Xy et]J, =AS,,.
k=1

n n
1. Ona| ES,) = Y EXp) =n/\ etV(S,) = Y VX = n/A? par indépendance.
k=1 k=1

EUn)=AES,) =netV(J, =A%V (S, =n.

e~ X xn-1 .
‘g . 2 six>0
2. On admet qu'une densité fj, de ], est donnée par fj, (x) = { ("61)1 sir<0

(a) Soit n = 3. Sous réserve d’absolue convergence (ssi convergence simple car tout est positif), par théo-

1 .
réme de transfert avec x — — est continue sur R’
X

1 +00 1 e—xxn—l
E(_) - f 1o oy
In o x (n-1)!

400 ,—X N—2
:f e ax
0 (n-1)!
1
T -1
_ (n-2)!
T m=-1!
1
n-—1

I,,—» converge car n—2 €N
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1
Et de méme par théoréme de transfert , x — — est continue sur R}
X

1 +00 1 X yn—l
)L R
I o x= (n—-1)!

+00 p,—X 4.N—3
e "X
[T,
0

(n—1)!
1
= mln_s convergecarn—3 €N
_ (n-3)!
C(n-1!
_ 1
S (n-1)(n-2)
Conclusion : E( ) etE (é) existent et
1

1
Tn
E(ﬁ)zﬁetE(é): n-1)(n-2)

(b) 7\\” est une fonction du n échantillon. Donc c’est un estimateur de A.

— n 1 —~ 1 1

An=A =An—d E|A,|=AnE|—|=A A

"0, 0, e (%) = n (In) "a1”
— A

Donc le biais estb:E()\n)—)\: p—

Conclusion :| A, est biaisé.

V(X:,) =V()\n]l) =A2nzv(l).

n In

)-ez)-2 ) -5 :
V|—|=E|=|-E[—]| = -
In 12 In (n-1)(n-2) (n-1)7>

avec

_ 1
C (n-1)2(n-2)
— A2 n?
vin)|=—2"%
( ) (n-12(n-2)

Donc le risque quadratique est
r=V()\An)+b2
A\%n? A2
B (n—l)z(n—2)+( )
N (nP+n-2) A (n-1)(n+2)
Cn-1)2(m-2)  (n-1*(n-2)
A (n+2)
S (n-1)(n-2)

n—-1

Conclusion : | le risque quadratique X, tend vers 0 quand » tend vers +oo

3. Dans cette question, on veut déterminer un intervalle de confiance du parametre A au risque a. On note ® la
fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, et u, le réel strictement positif tel que ® (uy) =1— %

(a) Etant donné une suite de variables aléatoires (X,;) indépendantes, de méme loi et de variance non nulle,
alors la somme centrée réduite des n premiers converge en loi vers A4 (0,1).
C’est a dire que la fonction de répartition de la somme centrée réduite tends vers @.

n
Sy= Z X a pour espérance 1/ et pour variance n/A?.
k=1

Les (Xi) keny SOnt indépendantes et ont une variance non nulle.

Sp—%
AN, converge en loi vers la loi normale centrée réduite.

Donc la centrée réduite

S
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(b) Donc, pour n assez grand, P (—uy < Ny < Ug) = @ (Ug) — P (—Ug) Car — Uy < Ug et comme P (1) = 1 - 5.et
que @ (—uq) =1 - (uy) = § et que

Conclusion:| P(—ug<Np<ug)=1-«

(c) Onrésout:)\e[( f))‘”’(lJr “)X\n

iy

=[] =r=(1r )5
=(-)3=s=(1+ )3
f}\ss % T%

< —Uyg <Ny < uy
DoncP(Ae[( —j—%)fn,(1+;—%)fn
Conclusion : [(1— ”‘*))\n,(1+f))\n

7
au niveau de risque a quand 7 est grand.

):P(—uaansmx)zl—a

est un intervalle de confiance de A

On note A la réalisation de )\An sur le n-échantillon.

4. Avec le n-échantillon (X;,X>,...,X;), on construit un nouvel intervalle de confiance de A au risque f (f # «),
tel que la longueur de cet intervalle soit k (k > 1) fois plus petite que celle obtenue avec le risque a.
(a) Comme la densité est continue sur R, ® est de classe ClsurR.
Et comme @' = ¢ > 0 alors © est strictement croissante sur R.

Elle et donc bijective de R sur ]1_1m<1>;l+1m<1>[ =10,1[

Conclusion :| @ aune réciproque ®!
qui est définie sur ]0, 1[

(b) - \';—‘i)fn s An+ \';—‘UT,,] centré sur A, et de rayon ;—%X:,
Uy ¥
- 2K, Kot K,
et comme précédemment,
Ae X, kf)‘”’)‘" kf)‘”
— —Ug k<N, <uylk
Donc
— u(X — U(x o u(x u(x
P()\E )\n—k—\/ﬁ)\n,)\n-i-k—\/ﬁ)\n ) q)(k)—q)(—?)
Uy
_2q>(?)—1
Ona®(ug) =1-5 donc ug =" (1

%) qu1 ne 51mp11ﬁe pas'écriture
et —

d’oty, astuce : @ (— ua) =1-®(ug)=%e 1 («/2) soit uy = —®! (a/2) d’olt

-1 -1
(I)(ﬁ):q)(—q) ((X/Z))zl_q)(cb (0(/2))

k k k
et la probabilité :
1
PA€[---])=1-20 (%qu (0(/2))
Conclusion : )/\; - ku—\;‘ﬁ)/\\n , X\n P \/_)\n est un intervalle de confiance de A

1
au niveau de risque p =29 (%(D‘l ((x/Z))

On remarque que a = 2® (®~! («/2)) et on résout :

B>a = (%qu ((x/2)) >0 (07! (a/2)

1 1
— %d)‘l (@/2) > ®! (a/2) et comme 7 < 1 et que @~ ! (a/2) < 0, cette inégalité est bien vérifiée.

Conclusion :| P > a ce qui était prévisible :
La probabilité d’étre dans un intervalle plus étroit est plus petite!
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Dans les questions 5 a 7, on suppose que A = 1.
5. On pose pour tout n de N* : T, = max (X, Xo, ..., Xp).
Pour tout n de N*, pour tout réel x positif ou nul, on pose : g, (x) = fox Fr, () dtet h,(x)= fox tfr, () dt
@ hy(x)= [y tfr, (Ddt

On I'intégre par parties pour faire apparaitre [, Fr, () d1:
Soit &/ (1) = fr, (O :u(H) =Fr,Netv()=t:v' (1) =1
vestC! et u est C! sur R* carla densité fr, est continue sur R*.
Donc

X X
fothn(t)dtz[tFTn(t)]g—fo Fr, () dt
= xFr, (x) — gn (%)

Conclusion :| hy (x) = xFr, (X) — g5 (X)

(b) Pourtout teR: (T, < 1) =maxX;,Xo,...,.X,) = ﬂ;’zl (X; = 1) indépendants donc
Fr, (=1L, PX; < 1) = [Fx (1)]"
Pmax (X1, Xz, ..., Xn) [ fr, () dx=0sit<0
etsit=0: [ fr, (0dx=[° 0dx+ [le*dx=[-e"|i=1-e"

0 it<o0
Conclusion : FTn(t):{ (l—e_t)n :;t>0

Soit n =2 (pour avoir n—1eN*)

X

gn-1(X)—gn ()= | (Fr,., () —Fr,()dt

X

(1= =(1-e7)")ar

X
(1-e )" e tdralavolée:

I
S— S5— 5—

X

(1-e )"

S|~

0

=—(1-e9)"-0

S | =

Conclusion:| Pourn=2:g,_1 (x) —gn(x) = %FT,, (x)

(c) Onadoncpourn=2:g,(x)=gp1(x)— %FTn (x) et par récurrence :

1 1 1
gn(x) = —;FT,, (x) - mFT,,_1 (x)---— EFTZ (x) + g1 (x)

et comme
X X X
gl(x)zf FTl(t)dtzf l1-e'dr=[t+e™"],
0 0
=x+e*-1

1
=X- IFTI (x)

. 1 1 1 1
Conclusion :| g, (x)=x— ;FT,l (x)— ﬁFT,‘_1 (x)--— EFTZ (x)— IFT‘ (x)

(d) Pourx=0:Fr, (x)-1=(1-e"-1
Comme —e™* — 0 quand x — +oco et que (1 + x)* — 1 ~ ax quand x — 0 alors (a = n)

Conclusion : | Fr, (x) =1~ —ne™* quand x — +oo

(e) Tj aune espérance si fox tfr, (1) dt = xFr, (x) — g, (x) a une limite finie quand x — +oco
Astuce : On réécrit xFr, (x) — g, (x) = x (FT,, (x)— 1) + x — g (x) pour faire apparaitre la quantité dont on
a un équivalent.
Or x(Fr, (x) —1) ~ —nxe™ — 0 car x = 0 (e*) quand x — +oo donc x (Fr, (x) — 1) — 0.
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D’autre part, toute fonction de répartition tend vers 1 en +oo donc

1 1 1
X—gnx)= EFT,, (x) + Fr,_, (x)---+ EFTZ (x) + IFTl (x)

n—-1

L |
- Z — quand x — +o0
k:lk

Conclusion :| T, a une espérance et E (T ) =

7[\’13
e

1

6. On veut étudier dans cette question la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (G,),»; définie
par : pour tout n de N*, G,, =T, —E(T,).
On pose pour tout n de N* : y, = —Inn+E(T,) et on admet sans démonstration que la suite (y,) > €st
convergente; on note y sa limite.

(a) Pour tout x réel:
Fg,, (x) =P(G,=<x)=P(T,<x+E(Ty,)
=Fr, (x+E(Ty))

avec x+E(T,)=x+Yy,+In(n)
Et comme E(T,) — +oo quand n — +oo, pour n suffisamment grand on aura E(T,) —x = 0 et donc
Fr,(-)=(010-e")"

Fr, (x+E(Ty)) = (1 - e—(x+Yy,+ln(n)))”

_ (1 _ e—ln(n)e—(x+yn))n

Conclusion :| pour tout x réel et n assez grand, on a:

FGn (x) = (1 — le_(x+Yn)) .
n

(b) On aune forme indéterminée 1*° qu'’il faut résoudre :

1 n
(1— —e_(’”Y")) =exp
n

nln (1 - le_(“‘(”))]
n
Comme e~ (¥*Yn) — e=(*+Y) et que —%e’("””) — 0 alors

]n(l _ le_(x"'Yn)) ~ _le_(x"'Yn) et
n n

n

nln(l _ le—(an))] e —o ) ) done

1 n
(1 _ Ze—(mn)) — exp e )

Et comme n — +o0, il sera "suffisamment grand" et

Conclusion : | Fg, (x) — exp [_e—(HY)

quand n — +oo

(c) Pour tout x réel, Fg (x) = exp [—e—(HY)

Fg est continue et C! sur R

En —oco: —e~(**Y) - _o0 donc Fg (x) — 0

En —oo:—e” (") — g et Fg (x) — 1

Enfin , Fg est croissante sur R. (composée de deux fonctions décroissantes sur R ou par F (x) =
exp [—e‘(”Y) x —e~ () x —1>0)

Conclusion :| Fg estla fonction de répartition d'une variable a densité G et
(Gp) nen+ converge en loi vers la loi de G

7. (a) SoitX une variable aléatoire a densité de fonction de répartition Fx strictement croissante.
Pour tout x réel, (Y=< x) = FxX) < x)
Comme Fx est continue sur R (variable a densité) et qu’elle est strictement croissante, elle est bijective
de R sur]0, 1[ et admet une réciproque.
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— Six<0:(Ysx)=@etFy(x)=0
— Six=z1:(Y=sx)=QetFy(x)=1
— Six€]0,1[: (Y <x) = (X <Fg' (x)) donc Fy (x) =Fx (Fy' () = x

et on reconnait la fonction de répartition de la loi uniforme sur [0, 1]

Conclusion : | Y — %o,1

(b) La variable aléatoire G a pour fonction de répartition Fg : x — exp [—e’(’”Y)
croissante sur R.
Donc Y =Fg (G) — %jo,1. reste a déterminer G en fonction de Y :

Y=F;(G) <=Y= exp [_e_(G"'Y)

—InY)=-e (G cary>0

<~ In(-In(Y))=-G-ycar —In(Y) >0 puisque Y < 1
— G=-y-In(-In(Y))

d’ot1 la simulation :

function y=G(x)
x=rand ()
y=-gamma-log(-log(x))

endfunction

continue et strictement
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