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Extrait du programme

Suites et séries de fonctions

A - Compléments sur les séries numériques

Cette section a pour objectif de consolider et d’élargir les acquis de premiere année sur les séries, notamment la convergence absolue, en vue de

létude des probabilités discrétes et des séries de fonctions.
Létude de la semi-convergence n’est pas un objectif du programme.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Compléments sur les séries numériques

Technique de comparaison série-intégrale.

Formule de Stirling : équivalent de n!.
Regle de d’Alembert.

Théoreme spécial des séries alternées, majoration et signe du reste.

Produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes.

Les étudiants doivent savoir utiliser la comparaison série-intégrale
pour établir des convergences et des divergences de séries, estimer
des sommes partielles de séries divergentes ou des restes de séries
convergentes dans le cas d’'une fonction monotone.

La démonstration n’est pas exigible.

La transformation d’Abel est hors programme.
La démonstration n’est pas exigible.




SERIES NUMERIQUES I. REVISIONS SUR LES SUITES NUMERIQUES

Dans tout le chapitre IK désigne R ou C.

I. Révisions sur les suites numériques

1.1. Généralités

Définition 4.1 — Suites numériques

Une suite a valeurs dans KK est une application de IN dans KK :

u=Wphen: N - K
n o— u,.

Pour tout n € IN, u,, et est appelé le n-ieme terme de la suite.

Lensemble des suites a valeurs dans K est noté KN,

“® Remarque 4.1
Lensemble des suites K™ est un K-espace vectoriel.

Dans la suite, les notions et résultats seront énoncés pour des suites (u,),cIv mais peuvent étre adaptés aux suites
(¥n)n=n, définies a partir d’'un certain rang nog.

Définition 4.2 - Monotonie d’une suite

On dit que la suite (z,,),cN & valeurs est :

croissante lorsque : Vne N, u, <upi1;

strictement croissante lorsque : VR e N, u, <u,.1;
décroissante lorsque : Vne N, u, 11 <uy;
strictement décroissante lorsque : Vn e IN, u, 1 <uy;

monotone lorsqu’elle est croissante ou décroissante;

vV V. VvV vV VY

strictement monotone lorsqu’elle est strictement croissante ou strictement décroissante.

“® Remarque 4.2 - Méthode pour étudier la monotonie d’une suite
Pour étudier la monotonie d’'une suite réelle (u,),cN, on peut :

» déterminer le signe de u,+1 — u, pour tout n € IN;

Un+1

et 1.

» si la suite est a valeurs strictement positives, comparer
Un

= rd L] . . rd . . 2’
Définition 4.3 — Suites majorées, suites minorées

On dit que la suite (z,,),cN a valeurs est :

» majorée lorsque : IM e R,VnelN, u, <M;

» minorée lorsque : imeR,Vne N, m <u,;
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I. REVISIONS SUR LES SUITES NUMERIQUES SERIES NUMERIQUES

Définition 4.4 — Suites bornées

On dit que la suite (u,,),eN € KN est bornée lorsque :

AM >0,VneNN,|u,| <M.

S

® Remarque 4.3

Pour une suite | réelle |, étre bornée est équivalent a étre minorée et majorée.

I.2. Convergence de suites

Définition 4.5 — Suites convergentes, suites divergences

Soit (1,),eN une suite a valeurs dans IK.

» Soit ¢ € IK. On dit que la suite (z,),cy converge vers ¢ (ou tend vers /) et on note u,, —= ¢ lorsque :
n—+oo
Ve>0,ANeIN,Vn=N, |u,-/¢|<e.

» On dit que la suite (u,),cv converge (ou admet une limite finie) lorsqu’il existe ¢ € K tel que la suite
converge vers £.

» Quand la suite (u,),cv ne converge pas, on dit qu’elle diverge.

“® Remarque 4.4 - Visualisation dans le cas d’une suite réelle

La définition de « u converge (ou tend) vers ¢ » se réécrit :

Ve>0,INeN, VneN,[n>N=>l(-e<u,<l+¢| .

~
a partir du rang N, tous les termes de la suite u
sont a une distance inférieure a € de ¢

On lira alors : pour tout réel € > 0, il existe un rang a partir duquel tous les termes de la suite u sont a une distance
inférieure a € de ¢.

UN-1 UN+1 UN TuN+2
u, (n=N)

Z® Remarque 4.5

L'ensemble des suites convergentes est un sous-espace vectoriel de KN,

Définition 4.6 — Limites infinies

Soit (#,),cN une suite a valeurs réelles.

» On dit que la suite (u,),cv tend vers +oo (ou diverge vers +oo) lorsque :

VAeR,INeN,Vn=N,u, = A.

PSI 2025 — 2026 4 G. BOUTARD



SERIES NUMERIQUES I. REVISIONS SUR LES SUITES NUMERIQUES

» On dit que la suite (u,),cy tend vers —oo (ou diverge vers —oo) lorsque :

VAeR,INeN,Vn=N,u, <A.

Z® Remarque 4.6 — Visualisation

La définition de « u tend vers +oo » se réécrit :

VAeR,INeN, VreN,[n=N =>u,=A].

a partir du rang N, tous les termes
de la suite u sont supérieurs a A

A

UN-1 UN+1 UN UN+2 T
u, (n=N)

~— @) Théoréme 4.1 — Unicité de la limite

Soit (un)nelN € KN une suite convergente. Sa limite ¢ est unique : s’il existe /1 € K et /9 € K tels que (©,)neN
converge vers ¢1 et £9, alors ¢1 = ¥s.

Démonstration

Soit € > 0. Par définition de limite, il existe N1 et Ng des entiers tels que, pour tout n = N1, |u, — 1] < € et pour tout n = No,

lup —lo| <e.
D’oui, par inégalité triangulaire, pour tout n = max(N1,Na), |[€1—¥Co| <|up — 1]+ |up — 2| <2¢.
l1-¢
Ceci est vrai pour tout € > 0. Donc |1 — ¢2| = 0 (sinon en prenant € = % >0, on aboutit & une contradiction).
Ainsi, (1 = (5. .

g

® Remarque 4.7

Le théoréme 4.1 s’étend au cas des suites réelles tendant vers —oo ou +oo

1.3. Etudier la convergence d’une suite

On rappelle dans ce paragraphe les différentes méthodes vues en premiére année pour étudier la convergence d'une
suite.

— Eﬂo Méthode 4.1 - Premier réflexe!

Pour montrer qu’une suite (©,),ecN € KN est convergente, on cherche un équivalent simple de u, qui converge.

— R Proposition 4.1

Soit (,),eN une suite. On suppose qu’il existe ¢ € K et (v,),eN une suite a valeurs positives telle que :
Un Oet

n—+oo
VvneNlN,|u, —¥f|<v,,

alors, la suite (u,),cv converge vers £.

G. BOUTARD 5 Lycée GAY-LUSSAC



I. REVISIONS SUR LES SUITES NUMERIQUES SERIES NUMERIQUES

Démonstration

Soit € > 0. On sait qu’il existe N € IN tel que, pour tout n = N, |v, —0| < €. Or, v, est a valeurs positives, donc, pour tout n = N,
lup —€ll<v, <e.

Donc, par définition de limite, la suite (1), ey converge vers ¢. o

“/® Remarque 4.8 - Quand utiliser la proposition 4.1?

Soit, (1,),ey une suite. Si on a une idée quant a la limite ¢ de cette suite, on peut majorer |u, — ¢| par une quantité
qui tend vers 0.

—— @) Théoréme 4.2 - Théoréme de majoration/minoration

Soit (#,),eN une suite .

» On suppose qu’il existe (v,),cy une suite a valeurs réelles telle que : v,

+oo et
n—+oo

VvnelN, v, <uy,

alors, la suite (©,),cn tend vers +oo.

» On suppose qu’il existe (v,,),cN une suite a valeurs réelles telle que : v, —— et
n—+oo

VnelN,u, <v,,
alors, la suite (©,),cn tend vers —co.

Démonstration

» Soit A > 0. On sait qu’il existe V € IN tel que, pour tout n = N, v, = A. Donc, pour tout n =N, u, = A.
Donc, par définition de limite, u, +00.

n—+0o
» Méme méthode (ou appliquer le point précédente a (—up,) et (—vy)). m}

~— @) Théoréeme 4.3 - Théoréme d’encadrement

Soient (,)neN, Wn)neln €t (wy)nelN trois suites a valeurs . On suppose que (U, )neN et (wy),ev tendent
vers la méme limite ¢.

Si, pour tout n € N,

Up SUp < Wp,

alors, la suite (u,),cy converge vers /.

Démonstration

Soit £ > 0. Il existe N1 € IN tel que, pour tout n = N1, v, — | <€ et il existe N9 € IN tel que, pour tout n = N9, |w, — | <e.
On note N = max(N1,N2). On a alors, pour tout n =N,

—e<svp—fl<sup—-l<wp-{¢<e.

Donc, par définition de limite, la suite (1), cy converge vers ¢. o

~—— @) Théoréme 4.4 - Théoréme de la limite monotone

Soit (1,),eN une suite a valeurs réelles.
> Si la suite (u,),en est croissante et majorée, alors elle converge et a pour limite : sup ({u,|n € N}).
» Sila suite (u,),cv est croissante et non majorée, alors elle tend vers +oo.

» Sila suite (u,),el est décroissante et minorée, alors elle converge et a pour limite : inf({u,|n € IN}).

PSI 2025 — 2026 6 G. BOUTARD



SERIES NUMERIQUES I. REVISIONS SUR LES SUITES NUMERIQUES

» Sila suite (©,),en est décroissante et non minorée, alors elle tend vers : —

Démonstration

Cas d’une suite croissante majorée.
Soit (u) une suite croissante majorée, montrons que (u,) converge vers ¢ = sup({u,|n € IN}). C’est-a-dire :

Ve>0,ANeIN,Vn=N, |lu, —¥|<e.

Soit £ > 0 quelconque.

La borne supérieure ¢ de {u,|n € IN} est le plus petit des majorant de cet ensemble.

Donc, ¢ — € < ¢ ne majore pas {up|n € IN}.

D’ou, il existe N e N tel que : £ —e <up.

Or, (uy) est croissante, donc, pour tout n =N, f —e<upny <up.

De plus, la borne supérieure ¢ de {u,|n € IN} est un majorant de ce ensemble, donc, pour tout n =N, u, <l </ +e.
Ainsi, pour tout n =N, |u, — /| < €. Ceci est vrai pour tout € > 0. Donc, u, - l.

—+00

Cas d’une suite croissante non majorée.
Soit (u,) une suite croissante non majorée, montrons que (u,) tend vers +oo. C’est-a-dire :

VAeR,INeIN,Vn=N,u, = A.

Soit A € R. La suite (u,) n’est pas majorée, donc I'ensemble {u,|n € IN} n’est pas majoré. D’ot1 A n’est pas un majorant de {u,|n € IN} et
il existe N € IN tel que A <uy.

Or, la suite (u,) est croissante, donc, pour tout n =N, A <upy <up.
Ainsi, pour tout n = N, u, = A. Ceci est vrai pour tout A € R. Donc, u, -

+00. O
—+00

“/® Remarque 4.9

1. Le théoreme de la limite monotone ne donne pas la valeur de la limite. Il permet uniquement de conclure qu'une
suite converge ou tend vers +oco ou —oo.
Par exemple, la suite de terme général 1 est décroissante et minorée par —1, donc par théoréme de la limite
monotone, elle converge. Par contre, elle converge vers 0 et non —1.

(="

n+1’

2. 1l existe des suites non monotones qui convergent! Par exemple la suite définie par : Vne N, u, =

3. Si (u,) est un suite décroissante qui converge vers ¢, alors pour tout n € N, u, = ¢.
Si (1) est un suite croissante qui converge vers ¢, alors pour tout n € IN, u, < /.

‘¢- Exemple 4.1

o1
On considere la suite de terme général u, = Z 7z

Pour tout n € IN*, u,.1—u, = 0. Donc, ‘ la suite (u,),ecN est croissante |

:W
Soit n = 2Pourtoutk€[[2nﬂ k2 >k><(k 1)>0.

Dou, u, = 1+Z <1+ Zk (k D

nooq n 1 1
Or, - ) I
rk;kx(k—n ,;2(1%—1 k) n

1
Donc, u, <2-—<2.
n
On en déduit que ’ la suite (u,),eN* est majorée ‘ par 2.

Par le théoréme de la limite monotone, la suite (i, ),cy converge vers une limite finie £ <2

G. BOUTARD 7 Lycée GAY-LUSSAC



I. REVISIONS SUR LES SUITES NUMERIQUES SERIES NUMERIQUES

4 Attention

On sait que ¢ <2 et on ne connait pas la valeur de 4.
2

T
Il ne faut surtout pas dire que ¢ = 2. C’est archi-faux, en effet, on peut montrer que ¢ = R

Définition 4.7 — Suites adjacentes

Soient (1,),eN et (V) e deux suites . On dit que les suites (u,),eN et (V,)nelN sont adjacentes lorsque :
» la suite (u,),c est croissante;
» la suite (v,),eN est décroissante;

» la suite (v, —un),eN tend vers 0.

~—— @) Théoréme 4.5 - Théoréme des suites adjacentes

Deux suites (Un)neN €t (vy)neln adjacentes convergent vers la méme limite 7 € R et, dans le cas ou
(un)new est croissante et (v,),civ est décroissante :

VnelN,up<u, <?<v,<vg.

Démonstration

On se place dans le cas ou : la suite (up),cy est croissante, la suite (vy,), N est décroissante et la suite (v, —un),eN tend vers 0.
D’apres la monotonie de (i) et de (vy,), la suite (v, —uy) est décroissante. De plus, cette suite tend vers 0, donc, tous les termes de la
suite sont positifs ou nuls. On en déduit que, pour tout n € IN,

La suite (1) est croissante et majorée (par vg) donc, d’apres le théoreme de la limite monotone, (z,) converge vers une limite finie ¢
et, pour tout n € IN, u, < /1.

La suite (vy) est décroissante et minorée (par u() donc, d’apres le théoréme de la limite monotone, (v;) converge vers une limite finie
{9 et, pour tout n € IN, 9 <vy,.

Par opération sur les limites, la suite (v, —uy) tend £9 — £1. Or elle converge aussi vers 0. Par unicité de la limite, on a 1 = ¢5.

Ainsi, (up) et (v,) convergent vers la méme limite ¢4 et, pour tout n € IN, ug <up < €1 <v, <vy.

/® Remarque 4.11

Le théoreme des suites adjacentes ne donne pas la valeur de la limite. Il permet uniquement de conclure que les
suites convergent.

— Y Exercice 4.1

Soit ([an,bnl), .y une famille de segments non vides indexées par IN vérifiant :
e Pourtout ne N, [a,+1,bnt1l1<an, byl
0.

* bn ~@n n—+oo

Montrer que ﬂ [a,,b,] est un singleton.
nelN
Ce résultat hors programme s’appelle : le théoréme des segments emboités.

Résolution

» Soit n€IN. On alap+1,bp+11<an,bpl. Doltay <@pt1 <Sbpi1 <bn.
Donc, (an), v est croissante, (by,), v est décroissante.

PSI 2025 — 2026 8 G. BOUTARD



SERIES NUMERIQUES I. REVISIONS SUR LES SUITES NUMERIQUES

0.

n—+oo
Donc, les suites (a,),ev et (bn),cv sont adjacentes. Par théoréme, elles convergent vers une méme limite ¢ € R.
» Montrons par double inclusion que : ﬂ [an,br]l=1{0}.
nelN
e Montrons que ¢ € ﬂ [an,bnl
nelN
On sait que les suites (an) eV et (bn), N sont adjacentes. Donc, pour tout n € IN a, << bj.

D’ot, pour tout n € IN, £ € [an,b,]. Done, £ € () [an,bnl.

De plus, b, —ap

nelN
Donc, {¢}< () [an,bnl.
nelN
o Soitxe [) [an,br] Ona, pour tout n €N, a, <x < bp.
nelN

D’oul, en passant a la limite dans les inégalités, £ < x < ¢. Donc, x = . Autrement dit x € {¢}.

Donc, [ lan,brlc{f}).
nelN
Ainsi, ﬂ [an,bn]l=1{¢}.
nelN

— Y Exercice 4.2

On considere les suites définies, pour tout n € IN* par :

PN

et vp=u,+ .
nxnl

1. Montrer que les suites (u,) et (v,) convergent vers la méme limite ¢ et que ¢ € IRI.

2. Montrer que ¢ est irrationnel.

Résolution
1. SoitneIN*, on a

> 0 donc la suite (u,) est croissante et méme strictement croissante.
. 1 11 N 1 1 -1
m+Dx(n+1)! nxn! (+1)! (+Dx(n+1)! nxn! nxn!x@+1)!

décroissante et méme strictement décroissante.

1 1
—Or—

nxn! n n n—+oo

1
> un+1—un=m

> Upil1—Un=Up+l—Un < 0 donc la suite (v,) est

» O<svp,—up= 0. Donc par théoreme d’encadrement, (u,) tend vers 0.

Les suites (uy) et (v,) sont adjacentes donc, par théoréme, elles convergent vers la méme limite ¢.
De plus, comme (u5) est croissante, ona: 2=u1 < ¢. Donc ¢ > 0.

2. Par I'absurde, on suppose qu’il existe (p,q) € IN* x IN* tel que ¢ = P
q

Soit n € IN*. La suite (1) est strictement croissante donc, u, < up.1 < ¢ et la suite (v,) est strictement décroissante donc,
0 <v,41 <vp. Ainsi, pour tout n € IN*, u, <€ <vj,.

1
Par définition de vq,ona:uq<l—)<uq+ .
q qxq!
Dol, gxq!xug<q!xp<gxq!xug+1.
Or,
q ! !
q! q q:
Ixug r_T +- 4 +1
a §k ot (@-1!

!
De plus, pour tout % € [0,q — 1], % =gx(qg—-1)x---x(q—k+1)eN.
Donc, ¢! xuq € IN, puis g x g! x uq.e IN.
On en déduit que l'entier q! x p est strictement compris entre deux entiers consécutifs : g x q! xug et ¢ x q! xug + 1.

Contradiction. Donc, ¢ ¢ Q.

Remarque : on peut montrer que ¢ =e.

G. BOUTARD 9 Lycée GAY-LUSSAC



I. REVISIONS SUR LES SUITES NUMERIQUES SERIES NUMERIQUES

Définition 4.8 — Suites extraites
Soit (1, )neN une suite. On appelle suite extraite ou sous-suite de (), toute suite (v, ), de la forme :
VneN, v, = Up(n)s

ou ¢ :IN — IN est une application strictement croissante.

‘9- Exemple 4.2

Les suites (#2,)nelN, (U2n+1)nelN €t (an), ey sont des suites extraites de (u,),eIN.

~— @) Théoréeme 4.6

» Siune suite (&4,),eN € KN converge, alors toute suite extraite de (u,,),cv converge vers la méme limite.

» Siune suite (¢,),eN € RN tend vers +oo (respectivement —oco), alors toute suite extraite de (u,),cN tend
vers +oo (respectivement —oo).

Démonstration

» On suppose que (u,) tend vers ¢.

Soit ¢ : IN — IN une application strictement croissante. Montrons que la suite extraite (u(,)) converge vers ¢.

Soit € > 0. Par définition de limite, il existe NV € IN tel que, pour tout n = N, |u, — | <e.

Comme ¢ est strictement croissante et a valeurs dans IN, pour tout n € IN, ¢(n) = n (la démonstration se fait par récurrence).
Donc, pour tout n =N, ¢p(n) =n = N, puis, ‘u¢(n) - é’ <e.

l.

Donc, u p(n)

n—-+oo

» On suppose que (u,) tend vers +oo.

Soit ¢ : IN — IN une application strictement croissante. Montrons que la suite extraite (uy(,)) tend vers +oo.

Soit A > 0. Par définition de limite, il existe N € IN tel que, pour tout n =N, u, = A.

Donc, pour tout n = N, ¢(n) =n = N, puis, Up(n) = A. m]

— Y Exercice 4.3

Soit (,)nelN € R™ une suite croissante telle que (u2,)reN converge. Montrer que (u,),cN converge.

Résolution

On sait que (up)peN € ]R]N est croissante.
Donc, par le théoréeme de la limite monotone, il y a deux cas :

e (Up)peN converge.

° up +00.

n—+oo
Par ’absurde, si u,

+00, alors la suite extraite ug,
n—-+00 n—-+oo

Or, (u2y),eN converge. Contradiction.
Donc,

+00.

(Un)nelN converge.

“/® Remarque 4.12 - Prudence!

La convergence d’'une suite extraite de (u,),cv n’entraine par la convergence de (z,,),cN. Par contre on a le résultat
suivant dont il faut connaitre la démonstration.

PSI 2025 — 2026 10 G. BOUTARD



SERIES NUMERIQUES I. REVISIONS SUR LES SUITES NUMERIQUES

~— @) Théoréeme 4.7

» Soit (4,)nelN € K™ une suite. Si les suites extraites (u2n)nelN et (u2n+1)neN convergent vers la méme limite
¢ €K, alors la suite (u,,),cN converge vers £.

» Soit (u,)nev une suite réelle. Si les suites extraites (#2,),eN et (2,+1)nev tendent vers +oo (respectivement
—00), alors la suite (u,),cv tend vers +oo (respectivement —oo).

Démonstration

Voir la démonstration dans le chapitre : Espaces vectoriels normés.

— Y Exercice 4.4

Soit (u,),ecN une suite réelle telle que les suites (w2,)nelN, (W2r+1)nelN et (U3n)relv SONt convergentes.
Montrer que la suite (z,),cn converge.

Résolution
Pour tout n € IN, on pose v, =ugy,, wy =ugy+1 et 2, = ugy,. Par hypotheése, les suites (vy,), (wy) et (z5,) convergent. Notons ¢1, ¢9 et /3
leurs limites respectives.
Pour montrer que (u,),cy converge, il suffit que de montrer que 1 = ¢s.
Etape 1 : montrons que ¢1 =¢3. Pour tout n€IN,on a :
U3n =U6n =22n-

Or, comme (v, ) converge vers ¢1, la suite extraite (v3,) de (v;) converge aussi vers £1. De méme, la suite (z9,) converge vers /3.
D’ou, la suite (ug,) converge vers ¢1 et vers ¢3. Par unicité de la limite, on en déduit que ¢1 = /3.
Etape 2 : montrons que ¢9 = ¢3. Pour tout n€IN,on a :

W3n+1=U6n+3 =22n+1-
Or, comme (wp) converge vers 9, la suite extraite (wg,+1) de (wp) converge aussi vers £9. De méme, la suite (z9,41) converge vers /3.

D’ou, la suite (ug,+3) converge vers ¢g et vers ¢3. Par unicité de la limite, on en déduit que ¢9 = (3.

Ainsi ¢1 = ¢9. Les suites (u2,) et (v2,+1) convergent vers la méme limite donc la suite (u,) converge.

— Y Exercice 4.5

Soit (u,),ey une suite. On suppose que les suites extraites (u3,),elN, (U3n+1)nelN et (U3r+2)nelN cOnvergent vers
la méme limite ¢ € IK. Montrer que la suite (u,),cIy converge vers £.

Résolution

Rédaction similaire a celle du théoréme 4.7 page 11.

~— @) Théoréme 4.8 - Sommes de Riemann

Soient (a,b) € R2, avec a < b, et f :[a,b] — R une fonction continue sur le segment [a, b]. Alors,

b

b—a

_an—l b
- kZ:Of(a+k>< - )m[a f()dt.

Démonstration

Démonstration dans le cas d’une fonction de classe ¥ sur un segment [a,b].

G. BOUTARD 11 Lycée GAY-LUSSAC



I. REVISIONS SUR LES SUITES NUMERIQUES SERIES NUMERIQUES

b-a
X

» Soit f une fonction de classe €' sur un segment [a,b], avec a < b des réels. Pour tout n € IN, on note R, (f) =
n

b-a

ap=a+kx
n

M-lipschitzienne. Soit 2 € [0,n—1].On a :

aps+1 Ak+1
f f@®)dt—(api1—ap)x flap) f f(t)—f(ak)dt'
ay ar

N

QR+l
f |F()~ Fap)| dt
ar

N

ak+1
fo |t—ap| dt
ar

M x(aps1 _ak)2
S E—

N

» D’ou, par la relation de Chasles.

n-1
Z f(ap) ou
k=0

» La fonction f est de classe € L gur le segment [a,b] donc, par I'inégalité des accroissements finis, il existe M > 0 tel que f est

b n-1| rapyy
[ roa-rap| < %[ 0 @ra-ap <
a k=01YCp
n-1pr
< ) ) x(ag1—ag)’
£=0
M x (b —a)2 b-a
< o (carapy1—ap = )
_ 2
Or, Mxb-a) 0. Donc,
2n n—+oo b
Rut)——— [ .
n—+oo Jq
O
“® Remarque 4.13
On se place sous les hypothéses du théoréme des sommes de Riemann.
b-a b-a
» On a x f(b) 0et x f(a) 0. Donc,
n—+oo n n—+oo
b-a & b-a b b-a & b-a b
Zf a+kx — | f@)dt et Zf a+kx — | f@®)dt.
k=0 n n—too Jg n i3 n n—+oo J,
» Lorsque a =0 et b =1 le théoréme donne :
1 n-1 k 1
=y f(—) —= | rou.
n 720 n) n—+oo Jy
‘9- Exemple 4.3
” n
Déterminons la limite de la suite (u,),>1 de terme général u, = Z —_.
oy n?+ k2
Pour toutn=1,0ona:
12 1
=11+ (1)
En notant f : x— ,ona:pourtoutn=1,
1+x2
12 k
Up=— —
"Tn kglf (”)
PSI 2025 — 2026 12 G. BOUTARD



SERIES NUMERIQUES I. REVISIONS SUR LES SUITES NUMERIQUES

Or, f est continue sur [0, 1], donc par théoréme (somme de Riemann),

1
n—+oo _/(; f(t)dt

Unp

De plus,

1 1 1 1
fof(t)dt:fo 1+t2dt:[Arctan(t)]0:

NP

Ainsi,

T
(u)n=1 converge vers e

4@ Remarque 4.14 - Méthode numérique : méthode des rectangles a gauche, des rectangles a droite
Le théoréeme précédent justifie 'utilisation des sommes de Riemann pour déterminer une valeur approchée de

b
f f(#)dt. En utilisant la subdivision (ag,a1,...,a,) et la relation de Chasles, on a :
a

b n=1 rag1
[[raoa=x [ roa

k=0Yar
ar+1
Méthode des rectangles a gauche. Pour tout % € [0,n — 1], on approche / f@&)dt par f(ap)x (@pi1—ap):
ap
b b—a’=l b-a
f f®dt~ Zf(a+kx )
a n ;o n
. Méthode des rectangles a gauche Méthode des rectangles a gauche
— f — f
57 < I ] flak+1)
A | 1
N fao |
4 4 I 1 1 ] 1 )
| ] ] ] 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 -
} 1 1 1 1 1 1 1 1
34 A R S o
) ] ] ] 1 ] 1 ] 1 I ) 1
i 1 1 1 ] 1 ] 1 ] J ) 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 ) 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
24 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 U 1 1 1
} 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 } 1 1
} 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ] ) 1 1
} 1 ] 1 ] ] ] ] ] ] 1 ] . 1 ] 1
} ] ] ] ] 1 ] 1 ] 1 1 1 1 ) 1 ] 1
R R
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
} 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
} 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
R .., k- 0

do @1 @z @3 A4 A@s dp A7 Ag A9 A10a11812313314 1531617 318 A19 320
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— @ Python

1 def rectangleG(f,a,b,n):

2

3 Entrée : f une fonction, a<b deux réels (bornes d'intégration)
4 et n le nombre de sous-intervalles

5 Sortie : Valeur approchée de l'intégrale de f entre a et b
6 par la méthode des rectangles a gauche

. "

8 I=20

9 for k in range(n):

10 I =1+ f(atk*(b-a)/n)

1 I = ((b-a)/n)*1

12 return I

a

+1
Méthode des rectangles a droite. Pour tout % € [0,n — 1], on approche f f(t)dt par f(ap+1) x(@p+1—ag) :

ar

b

b _ n _
f f@)dt = aZf(a+kxb a).
a N k=1

n

Méthode des rectangles a droite Méthode des rectangles a droite

flak+1) ] Fo=======mmm—m—————————m—m oo oo

e

I

flar) 1 |
i
i
I
I
:
1
1
:
I
I
:
1
1
:
I
I
I
ak

e ettt 1
et b
T
ettt s
it

A

I
1
1
I
|
T

dop @1 A @3 A4 A@s dp A7 Ag A9 A10a113812313314 315316 17 318 A19 320 Akl

— @ Python

1 def rectangleD(f,a,b,n):

2

3 Entrée : f une fonction, a<b deux réels (bornes d'intégration)
4 et n le nombre de sous-intervalles

5 Sortie : Valeur approchée de 1l'intégrale de f entre a et b
6 par la méthode des rectangles a droite

, "

8 I=20

9 for k in range(n):

10 I =1+ f(atk+1)*(b-a)/n)

1 I = (b-a)/n*1

12 return I

Ces approximations sont a la base de la méthode d’Euler. Cette méthode permet de résoudre numériquement des
équations différentielles.
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Z® Remarque 4.15 - Utiliser un raisonnement par ’absurde

Pour montrer qu'une suite (u,),civ ne converge pas, on peut supposer qu’'elle converge vers une limite finie et
aboutir a une contradiction.

‘9- Exemple 4.4
Montrons que la suite (cos(n)), e diverge.
Par I’absurde, on suppose qu’il existe ¢ € R tel que cos(n) —— ¢.

n—+oo

On sait que, pour tout n € IN,

cos(n + 1)+ cos(n —1) = cos(1) x cos(n) —sin(1) x sin(n) + cos(1) x cos(n) + sin(1) x sin(n) = 2 cos(1) x cos(n).

D’ou, en passant a la limite, on a 2¢ = 2 cos(1) x £. Or, cos(1) # 1, donc ¢ = 0.

De plus, pour tout n € IN, cos(2n) = 2 cos(n)? — 1 et la suite extraite (cos(2n)) tend aussi vers .
D’ou, en passant a la limite quand n tend vers +oo, 0 = —1. Absurde.

Ainsi, la suite (cos(n)),cn diverge.

1.4. Suites récurrentes linéaires

Soient a et b des réels avec b # 0. On s’intéresse aux suites vérifiant la relation de récurrence :
VnelN,upro+taxupi1+bxu,=0
Pour cela, on note

Eup= {(un)ne]N € ]K]N|Vn eEN upiotaxup1+bxu, = 0}.

— R Proposition 4.2

Lensemble E, ; est un sous-espace vectoriel de KN,

Démonstration
Lapplication :
@: KN - KN
Wnlnew — (@Wpi2+taxupi1+bxunlpeN
est un endomorphisme de KN et son noyau est E, . Par conséquent, E, ;, est un sous-espace vectoriel de KN, O

— R Proposition 4.3

Lespace vectoriel E, j est isomorphe a K2, En particulier, dim(E, ) = 2.

Démonstration

» L'application :
2
L& E.p — K
Wnhpew —  (wo,u1)
est linéaire (exercice).

» Soit (x,y) € K2. Une suite récurrente linéaire d’ordre 2 est entidrement déterminée par ses deux premiers termes donc, il existe une
unique suite de KN telle que :ug=x,u1 =y et, pour tout n € IN,

Up+o+axUpi1+bxuy=0.
On a montré que :
V(x,y) e K2, 3un) € Eq p, ¥((un)pen) = @, ).

Autrement dit, 1 est bijective.
> Ainsi, ¥ est un isomorphisme de E, j; sur K2. m|
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— R Proposition 4.4

Soit r € K. La suite (r"),cy appartient a E,  si, et seulement si, 7 est solution de I'équation caractéristique :

rPtraxr+b=0.

Démonstration

Soit r € IK. On a : pour tout n € IN,

P2 Lo x b x =P x (P2 a x4+ b)

» Si la suite (7"),cy appartient 2 E a,b» alors 'égalité précédente pour n =0 donne : 0 = r2taxr+b.

n+2

» Réciproquement, si rPtaxr+b= 0, alors, pour tout n € IN, r taxr™lipxr =0. Donc, (r"),¢Iy appartient a Eqp- m}

/® Remarque 4.16

Comme b # 0, 0 n’est pas solution de ’équation caractéristique.

€ Théoréeme 4.9 - Description de E, ; lorsque K = C

» On suppose que I'équation caractéristique rP+axr+b=0 posséde deux racines r; et rg distinctes. Alors, la
famille ((r’ll)ne]N,(rg)nem) est une base de E,

Autrement dit, pour tout (u,),eN € Eq p, il existe un unique couple (4, u) € C? tel que :
VnelN,u, =Axr]+puxry.

» On suppose que 'équation caractéristique 72 +a x r + b = 0 posséde une racine double r.
Alors, la famille ((rﬁ)ne]N,(n X rg)ne]N) est une base de E, 4

Autrement dit, pour tout (u,),eN € Eqp, il existe une unique couple (4, u) € C? tel que :

n n
VnelN,up,=Axry+uxnxry.

Démonstration
» On suppose que I'équation caractéristique posséde deux racines rq et rg distinctes. Donc, par la proposition 4.4 les suites (r'll)ne]N et
(rg)nelv appartiennent a E, 5.
Montrons que la famille ((r’f)nem,(rg )nelN) est libre. Soit (A, 1) € C2 tel que :
VnelN,Axrf+uxry =0.

Pourn=0etn=1,0ona:

A+pu = 0 (Ly)

Axri+uxrg = 0 (Lg).
Lopération (Lg —r1 xLi)donne : ux(rg—r1)=0. Or ry #rg. D’ou, u =0, puis en injectant dans le systéme, on trouve pu=0.
La famille ((r'{)nem,(rg )nG]N) de vecteurs de E, j, est libre et posséde 2 =dim(E, p) vecteurs. C’est donc une base de E, 4 et,

E,p =Vect((r'11)ne]1\l,(rg)n€m) = {(un)nelN € C]N|E|(/l,y) c Cz, VnelN,u, =Ax r’ll + X r’é}

» On suppose que 'équation caractéristique posséde une racine double r(. Les suites (’"g)nelN et (n x rg)nelN appartiennent a E, 3 (&
vous de le vérifier).
Montrons que la famille ((rg)nE]N,(n X "g)ne]N) est libre. Soit (1, ) € C2 tel que :

VnelN,Axrg+uxnxrg=0.

Pourn=0etn=1,0ona:

A 0 (Ly)
Axro+uxrg = 0 (Lg).
D’out u xrg =0. De plus, 0 n’est pas solution de I'équation caractéristique (car n # 0). Donc rg # 0. D’ou, u=0.
La famille ((rg)nE]N,(n X "g)ne]N) de vecteurs de E, j, est libre et posséde 2 = dim(E, ;) vecteurs. C’est donc une base de E, 4 et,

Eqp =Vect((rg)n€1N,(n x "S)nem] = {(un)ne]N € C]N|EI(/1,;1) €C?,YnelN,u,=Ax ro+pxnx rg}
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@) Théoréme 4.10 - Description de E, ; lorsque K =R

» On suppose que 'équation caractéristique 2 +a x r + b = 0 posséde deux racines réelles r; et ry distinctes.
Alors, la famille ((r’ll)nem,(r’zl)nem) est une base de E,

Autrement dit, pour tout (u,)neN € Eq p, il existe une unique couple (A, 1) € R? tel que :

VnelN,u, =Axr]+puxry.

2

» On suppose que I'équation caractéristique r“ +a x r + b = 0 posséde une racine double ry.

Alors, la famille ((r’(})ne]N,(n x r’(})ne]N) est une base de E,

Autrement dit, pour tout (u,),ecN € Eq p, il existe une unique couple (4, u) € R? tel que :
VnelN,u, =Axrg+uxnxry.

» On suppose que Péquation caractéristique posséde deux racines complexes conjuguées ri = p x el et
ri=px e % ou p >0 et 6 #0[7] (ces conditions assurent que r € C\ R).

La famille ((p" x cos(n x 0)),en, (p" x sin(n x 9)),15]1\1) est une base de E, .

Autrement dit, pour tout (u,),eN € Eqp, il existe une unique couple (4, u) € R? tel que :

Vn(—:]N,un:/lxp”xcos(n><6)+,u><p”xsin(nXB):p"x(/lxcos(nx6)+u><sin(nx9))

Démonstration

» On suppose que I'équation caractéristique posseéde deux racines réelles r1 et ro distinctes. Comme dans le cas complexe, on montre
que la famille ((’Jll)ne]l\b(’“g)ne]l\l) est une base de E j et,

Eqp = Veet(rDpe, (nen) = {@nlne € N3, p) € R?, V€ N, up = Axr} + px r .

» On suppose que 'équation caractéristique posséde un racine réelle ry double. Comme dans le cas complexe, on montre que la famille
((rg)nE]N,(n x rg)nE]N) est une base de E j et,

Eqp = Veet((rfneiy, (0 X rnen) = {@ndnewy € RN 3L, p € R?, Ve N, up = Axrf + pxnxri}.

» On suppose que I'équation caractéristique possede deux racines complexes conjuguées r1 = p x et? et ri=px 1% on p>0etOz0[x]
Les suites (p" x cos(n x 0)),ev et (o™ x sin(n x ),y appartiennent a E , (& vous de le vérifier).

Montrons que la famille ((p” x cos(n x 0)) ey, (p" x sin(n x 9))ne]N) est libre. Soit (A, ) € C? tel que:
VneIN, A x p™ x cos(n x0) +ux p" x sin(n x 0) = 0.

Pourn=0etn=1,0ona:
A = 0 (Ly
Axpxcos(@)+uxpxsin(@) = 0 (Log).
D’ou, A =0, puis u x p xsin(f) = 0. Or, r1 n’est pas réel donc p x sin(@) # 0. Donc p =0.
La famille ((p™ x cos(n x 0)),,cN,(p™ x sin(n x 9))n€]N) de vecteurs de E, j est libre et posséde 2 = dim(E, ;) vecteurs. C’est donc une
base de E, p et,
Eup

>

Vect((p” x cos(n x 0)) e, (p™ x sin(n x 9))n€]N)

{(un)nG]N € ]R]N|EI(/1,;1) €R?,VnelN, u, =Axp" xcos(n x 0)+px p™ x sin(n x 9)}.

“® Remarque 4.17 - Comment trouver les constantes 1 et . ?

Les deux premiers termes de la suite ug et 1 sont connus. Selon le cas dans lequel on se trouve, on est alors ramené
a résoudre un des trois systéemes :

A+p=ug A=uop A=uop
Axri+uxrg=uy o Axro+puxro=u o px(/lxcos((?)+pxsin(9))=u1
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Dans les trois cas le couple (A, u) trouvé est unique. Si ce n’est pas le cas, il y a une erreur quelque part.

—‘(Il?i Exemple 4.5 - Suite de Fibonacci

On consideére la suite définie par ug =0, u1 =1et, pour tout n € N, up19 =uUp+1 + Un.
Donnons I'expression de u, en fonction de n.
Léquation caractéristique est 72 = r + 1. Autrement dit, 7> —r — 1 = 0. Le discriminant est A = 5.

1-+v5 1+ v5
Donc, 'équation caractéristique posséde deux racines réelles distinctes rq = 2\/_ etro= 2\/_.
Dongc, il existe un unique couple (1, u) € R? tel que : pour tout n € IN,
Up=AXr]+uxry.
Il reste a déterminer A et p.
Or,
A+p=0 Ly A+p=0 L1 A=—p Ly
— — 1
)Lxr1+u><r2=1 Lo S~~~ [JX(rQ—I‘l):l Lo M= Lo
L2<—L2—7‘1><L1 r2_r1
5 5
D’ou, en utilisant les expressions de r1 et ro, A = —\/?_ et u= \/?_
Ainsi,
n n
5 5 1+ v5 1-+v5
e i e 5 5[] ).

Remarque : comme uq et uq sont des entiers, on peut montrer a ’'aide de la relation de récurrence que, pour tout
n €N, u, € IN. Ce résultat n’est pas évident en observant uniquement ’expression de u, donnée de maniére explicite
(c’est-a-dire, en fonction de n).

L.5.Etude de suites définies par récurrence

Dans ce paragraphe, on s’intéresse aux suites définies par une relation de la forme

{ uo el
VnelN,up1=f(un)

ou f est une fonction définie sur un intervalle I de RR.

Z® Remarque 4.18

Avant méme de commencer a étudier la suite (©,),cN, on commence par dresser le tableau de variations, tracer la
courbe représentative de f et tracer la droite d’équation y = x.

— R Proposition 4.5

Si J < I est une intervalle stable de f (cest-a-dire f(J) c J) et ug € J, alors la suite (u,),cn est bien définie et,
pour tout n € N, u, € J.

Démonstration

On procede par récurrence sur n : pour tout n € IN, on note #, : u, €dJ.

Initialisation : n = 0. C’est clair, ug € J par hypothése. Donc, #4.

Hérédité : soit n € IN. On suppose #, et on montre A, 1.

On sait que u,+1 = f(uyp). Or, par hypothése de récurrence, uy, € J. Donc, u,,+1 = f(un) € f(J). Or, f(J)<J, donc uy41 €J. Dou, A,.
Ce qui acheve la récurrence. O
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/® Remarque 4.19

I1 faut savoir refaire la démonstration précédente au cas par cas.

— R Proposition 4.6 - Cas ou f est croissante

On suppose que I est un intervalle stable de f et que la fonction f est croissante sur I.
» La suite définie par :
Up € I
{ VnelN,upe1=f(up)

est monotone.
» De plus,

e sif(ug)—ug =0, alors la suite (u,),cIN est croissante.

e sif(ug)—ug <0, alors la suite (u,),cv est décroissante.

Démonstration

» Cas1: f(ug)—up=0.

On procede par récurrence sur n : pour tout n € IN, on note A, : up <up41.

Initialisation. n =0. On a u1 = f(ug) = ug. Donc, #.

Hérédité. Soit n € IN. On suppose #7, et on montre S, 1.

Par hypotheése de récurrence, u, < u;,41. D’'oii, comme [ est croissante f(u,) < f(up+1). Done, uy4+1 <upio. Dou, /.

Ce qui acheve la récurrence.

» Cas 2: f(ug) —ug < 0. Méme méthode. O

Z® Remarque 4.20 - En pratique

» Pour déterminer la monotonie de (u,), e lorsque la fonction f est croissante, on étudie le signe de la fonction
g :x— f(x)—x. Pour cela, on peut dresser son tableau de variations par exemple. On peut alors déterminer la
monotonie de (u,) en étudiant le signe de g(ug) = f(ug) — uo.

» Une fois la monotonie acquise, il ne reste plus qu’a appliquer le théoréme de la limite monotone pour conclure. Le
calcul de la limite éventuelle peut alors étre effectué en utilisant le résultat suivant.

— R Proposition 4.7

On suppose que I est un intervalle stable de f et que la suite la suite définie par :

{ uo el
VnelN, upi1=f(un)

converge vers une limite ¢ € I.
Si la fonction f est continue sur I, alors, on a : f(¢) = ¢. Autrement dit, ¢ est un point fixe de f.

Démonstration
La fonction f est continue sur I donc en ¢. De plus, u, " ¢. Donc, uyi1 i ¢ et, par caractérisation séquentielle de la
n—+oo n—+oo
continuité, u, 1 =f(upn) o).
n—+oo
Par unicité de la limite, on a : ¢ = f(¢). m]

/@ Remarque 4.21 - En pratique

» Il ne faut pas oublier de vérifier I’hypothése de continuité de !
» Pour déterminer la limite éventuelle de (1), e, il suffit de résoudre ’équation f(x) = x.

G. BOUTARD 19 Lycée GAY-LUSSAC



I. REVISIONS SUR LES SUITES NUMERIQUES SERIES NUMERIQUES

Z® Remarque 4.22 — Que faire lorsque la fonction f est décroissante ?
Dans ce cas, on consideére la fonction 2 = f o f et les suites (9, )nelNv €t (w2,+1)neN. Ces suites vérifient :
VnelN, ugyio =h(uzn) et ugys3 =h(ugns1).
Comme la fonction [ est décroissante, la fonction A4 est croissante. D’apres la proposition 4.6 appliquée a A, les
suites (u2,)neN €t (U2,+1)neNy Sont monotones.
En fait, les suites (u2,),eN et (W2n+1)nelN sont de monotonies contraires.
En effet, si la suite (13, ),cIN est croissante, alors

VnelN,ugpi2 =ugy

et, par décroissance de f, on a
VnelN,ugn+3 = f(ugn+2) < f(ugn) = ugn+1.

Le cas ou la suite (z2,),cN est décroissante se traite de la méme maniere.

D’apres la proposition 4.7, si les suites (u2,),cN €t (42n+1)neN convergent, leurs limites sont a chercher parmi les
points fixes de f o f. On peut alors conclure en utilisant ou bien la contraposée du théoréme 4.6 si les limites sont
différentes, ou bien la théoreme 4.7 si les limites sont identiques.

Z® Remarque 4.23 - Cas particulier ou la fonction f est contractante

Soit f:I — R ou I est un intervalle stable de f.
On suppose que la fonction f est contractante : il existe % € [0, 1[ tel que :

Ve,y)elxI, |f(x)—fWI<kxlx-yl.

On suppose qu’il existe £ € I tel que f(£) = /.
On peut montrer que ¢ est unique.
Si ¢' vérifie f(¢")=¢', alors |0 —0'| = |f(&)- f(¢))| <k x|¢-¢'|. Comme k€[0,1[,ona: ¢ ={¢"

On peut montrer que la suite (z,) tend vers /.

PourtoutnelN,ona: |uy+1 -0 =f(un)—fO) <k x|u,—"¢|.

Donc, par récurrence (& savoir rédiger rapidement mais proprement), on a : pour tout n € IN, |u,, — €| < k" x |ug—4¢|.
Comme £ €[0,1[,on a u, l.

n—+oo
Connaissant un majorant M >0 de |ug — /|, on peut déterminer un entier n vérifiant |u, — | <& ou £ > 0.
En effet, on a : pour tout n € IN, |u, — €| <k™ x|ug— €| <M x k™.
In (37)
In(k)
Pour montrer qu’une fonction f est contractante, on peut utiliser le théoréeme des accroissements finis
et vérifier que | f' | est majorée par une constante £ € [0, 1[.

11 suffit alors d’avoir 2" x M < ¢. On résout ensuite I'inéquation : il vient n =

I.6. Cas particuliers de suites définies par récurrences

Suites arithmétiques

Définition 4.9 — Suite arithmétique

On dit que la suite (u,,), ey est arithmétique de raison b € K si, pour tout n € N, u,+1 =u, +b.
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~— &) Théoréme 4.11

Expression du terme général en fonction de n
On a:pourtoutnelN, u, =ug+nxb.
Plus généralement, on a : pour tout no € N et n = ng, up =u,, +(n —ng) xb.

Convergence
La suite (u,),en converge si, et seulement si, b = 0. Dans ce cas, la suite est constante égale a u.

Suites géométriques

Définition 4.10 — Suite géométrique
On dit que (u,),eN est une suite géométrique de raison a € K lorsque :

VneN, ujpii1=axu,.

~— @) Théoreme 4.12

Expression du terme général en fonction de n
On a : pour tout n € N, u,, =ug xa”.
Plus généralement, on a : pour tout ng € N et n = ng, u, =u,, xa" "°.

Convergence

» Lorsque ug =0, la suite (u,) est la suite nulle, donc elle converge vers 0.

» On suppose que ug # 0. Dans ce cas, la suite (u,),cN converge si, et seulement si, |[a|<1oua=1.

0.

e Lorsque a =1, la suite est constante égale a u.

e Lorsque |a| <1, u,
n—+oo

e Lorsque a > 1, la suite (z,) tend vers +oo ou —oo selon le signe de ug.
e Lorsque a < —1, la suite (z,) ne possede pas de limite finie ou infinie.

Somme de termes en progression géométrique

n
» Sia =1, alors, pour tout (n,m) € IN? avee m < n, Z Up=Um x(n—m+1).

k=m
» Sia # 1 alors, pour tout (n,m) € IN? avee m < n,
n _ an—m+1 ) 1— I.aisonnombre de termes
Z Up =u,, x ——— = premier terme X =
hom l1-a 1 —raison

Suites arithmético-géométriques

Définition 4.11 — Suite arithmético-géométrique

Soit (a,b) € IK2. On dit que la suite (wn),eN est arithmético-géométrique de paramétres a et b si, pour tout n € IN,
Ups1=a xXUy+b.

— l‘—::‘lo Méthode 4.2 - Etudier une suite arithmético-géométrique

Pour étudier une suite (z,) arithmético-géométrique de parameétres a # 1 et b,

» on cherche w tel que w =a x w+ b et on trouve w = ——,
-a
» on montre que la suite (1, — W), est géométrique de raison a,
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» on exprime u, —w en fonction de n et on déduit I'expression de u,, en fonction de n.

De plus, pour étudier la limite éventuelle de (u,),cN, il suffit de déterminer la limite de (a™),eN.

‘9- Exemple 4.6

, 1
Etudions la convergence de la suite définie par : ug=2 et, pour tout n€ N, u, .1 = 2 XUp+3.

1
» On cherche w tel que w = 3 x w + 3. Apres résolution, on trouve w = 6.

» PourtoutnelN,ona:

1 1 1
un+1—a)=§xun+3— §Xw+3 :§><(un—a)).

1
On en déduit que la suite (u, — w),cv est géométrique de raison 3
1
» D’ou, pour tout nelN, u, —w = on x (ug — w). Ainsi, pour tout n € N,

1 4 1
un=w+2—nx(uo—w)=6—2—n=6—2n—_2.

1
» Or,0< 3 <1, donc, u,

n—+oo

L.7. Suites implicites

Définition 4.12 — Suite implicite

Une suite implicite est une suite dont les termes sont définis comme étant 'unique solution d’une équation.

/® Remarque 4.24

On ne saura pas en général exprimer le terme général de la suite en fonction de n.

— Y Exercice 4.6

1. Montrer que, pour tout n € IN, 'équation x> + n x x = 1 posséde une unique solution réelle.
Dans la suite, on note u,, cette unique solution. On définit ainsi une suite implicite (t45),eN-

2. Montrer que la suite (z,,),cN est bornée.

3. Montrer que la suite (©,),c est monotone et déterminer sa monotonie.

4. En déduire que la suite (u,),cN converge vers une limite ¢ et donner une encadrement de ¢.
5

. Déterminer la limite de (#,),eN-

Résolution

3

1. Soit n € IN. On consideére la fonction f;, : x — x° + n x x — 1 définie sur R.

La fonction f, est dérivable sur R (car polynomiale) et, pour tout x € R, f,’L(x) =3x% +n.
Lorsque n = 1, pour tout x € R, f,’l(x) =n > 0. Dong, f;, est strictement croissante sur R.
Lorsque n =0, pour tout x € R*, fé(x) =3x2>0et f6(0) =0. Dong, f( est strictement croissante sur R.

De plus, xErPoo fn(x)=+o0 et xEI—HOO fn(x) =—o0.
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D’autre part f est continue sur RR. Donc, par le théoréme de la bijection, f; réalise une bijection de R sur f(IR) = R (la derniére
égalité découle du tableau de variations de f).
Ainsi, 'équation f5(x) = 0 posséde une unique solution
2. SoitnelN,ona f,(0)=-1<0et f,(1)=1+n—-1=n=0.
Donc, par stricte croissante de f5, on a : up €10,1] (utiliser le tableau de variations de f).
Ceci est vrai pour tout n € IN, donc la suite (u,),cN est bornée.
3. Soit n e IN.
Pour tout x € R, on a f5,+1(x) — fr(x) =x.
D'ou, avec x =up41, il vient f,11(Wn+1) — fn@n+1) = tUn+1-
Or, frn+1(tp+1) =0 (question 1) et u, 41 €]0,1] (question 2). Donc, fr(up+1) = —tp+1 <O.
Or, frn(up) =0, donc par stricte croissante de f, on a u, 41 < up (utiliser le tableau de variations de f).
Ceci est vrai pour tout n € IN, donc la suite (up),cN est strictement décroissante.
4. La suite (up), ey est décroissante et minorée (par 0), donc, par le théoréme de la limite monotone, la suite (v, ),y converge vers
une limite ¢ = 0.
De plus, pour tout n € IN, 0 < u, < 1. Donc, en passant a la limite dans les inégalités, 0 < ¢ < 1.
5. On sait que pour tout n € IN, u‘;’z +nxup=1.

1-ud
Dongc, pour tout n € IN, u, = .
n

Or, up €10,11, donc 1-u3 €[0,1], puis, 0 < u, <

S|+

D’ou, par théoréme d’encadrement, la limite de (u),cN converge vers 0.

— E=1o Méthode 4.3 - Etudes de suites implicites

On considere des fonctions f;,, avec n € IN, définie sur un intervalle de R

Existence de la suite. Pour montrer que ’équation f;,(x) = 0 posséde une unique solution réelle notée u,, on
peut utiliser le théoreme de la bijection et dresser le tableau de variations de f,.

Une fois 'unicité de la solution obtenue, on sait que la suite (#,),cN est bien définie et, pour tout n € IN, u,, est
I'unique solution de I'équation f,(x) = 0.

Caractere borné. Lorsque la fonction f est strictement monotone, pour montrer que la suite (1, ),cN est
bornée, on peut évaluer f;, en deux points a et b tels que f,,(a) x /,(b) < 0 (autrement dit, tels que f,,(a) et [,,(b)
sont de signes contraires). On pourra alors conclure que, pour tout n € IN, u, est compris entre a et b.

Monotonie. Lorsque la fonction f est strictement monotone, on peut étudier le signe de f;,+1(x) — f5(x).
Existence de la limite. On peut utiliser le théoréme de la limite monotone.

Valeur de la limite. On peut utiliser la relation f,,(z,) = 0.
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II. Généralités sur les séries numériques

— Y Exercice 4.7 - Pourquoi les séries ?

Pour détruire 'anneau unique, Frodon doit se rendre a la montagne de destin. Celle-ci se trouve a une distance
¢ de la Comté.

Le premier jour de son périple, Frodon parcourt la moitié du chemin. Cependant, le poids de 'anneau sur son
porteur ne lui permet de parcourir que la moitié du chemin parcouru la veille.

Remarquant cela, son ami Sam (un mathématicien a ses heures perdues stirement. . .) lui dit « a ce rythme, ce
voyage va nous prendre une éternité! »

Quelle est la distance parcourue par Frodon au bout de n jour(s) ? Pouvez-vous expliquer la remarque de Sam?

Résolution

l
Le premier jour, Frodon parcourt une distance égale a 3
N A
A cause de I'anneau, il ne parcourt qu'une distance égale a i 2 le deuxiéme jour.

. . .. . . 0
Jour apres jour la distance parcourue est divisée par 2. Le n-éme jour, Frodon parcourt alors une distance égale a =

Depuis le départ, Frodon a parcouru :

¢ ¢ ¢ noq [1_(%),1 1\

A YR AN L)

2 2 2 po1\2 2 1-5 2
Sam sous-entend que le nombre de jour pour arriver est infini, et il n’a pas tort :

1\"
ex(1_(_) )—»e.
2 n—+oo

I1.1. Définition

- ’ L] 2, 3 2, . ’ 3
Définition 4.13 — Série, série convergente, somme de série

Soit u = (up),ey une suite d’éléments de IK.

n
» On appelle série de terme général u, la suite (S, ()),cn définie pour tout n € IN, par S, (u) = Z uy. Cette
k=0
suite est notée Z Up.
» Lorsque la suite (S, (©)),cv admet une limite finie dans IK, on dit que la série Z u, converge et cette limite
+00
est appelée la somme de la série. On la note S(u) = Z Up.
n=0
Lorsque la suite (S, (u)),cv n’admet pas de limite finie dans IK, on dit que la série Z u, diverge.
» Pour tout n € IN, S,, est appelé la somme partielle d’ordre 7, ou n-ieme somme partielle, de la série.

4@ Remarque 4.25

» Etudier la nature d’une série signifie déterminer si la série est convergente ou divergente.
» Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, (S, (1)), est simplement notée (S},,),cN.
» Parfois le terme général u, d’une série n’est défini qu’a partir d’'un certain rang n¢ € IN. L'étude de la série de

terme général u,,, notée Z U, est alors 'étude de la suite (S n(u)) . des sommes partielles définies, pour tout
nzng

nzn

n
n =ng, par : Sp(u) = Z Uup.
k:no
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+0o
Lorsque la série Z u, converge, sa somme est notée Z Up.
nzno n=no

“® Remarque 4.26 - Toute série est une suite, et réciproquement

» La série de terme général u, est la suite (S,),cwn. En conséquence, on peut appliquer les résultats des suites
numériques.

» Avec la convention u_1 =0, la suite (u,),eN est la série Z (Up-1—un).
n=0
n
Par télescopage, on a : pour tout n € IN, u, = Z (up —up_1). Donc, (u,) est 1a série Z (Up—up-1).
k=0 n=0

— R Proposition 4.8

On ne change pas la nature d’'une séries en changeant un nombre fini de ses termes.

Démonstration

Soit () € K une suite. Soit N € IN. On considére une suite (vp) € KN vérifiant pour tout n =N, u, =vp.
N-1
Pour tout n =N, on a Sp(u)—Sn(@)= Y (up, —vp).
k=0
N-1
Comme Z (up, —vp) est une constante, la suite (S n(u)) converge, si, et seulement si, la suite (S n(v)) converge. o
k=0

Z® Remarque 4.27
Soit (ng,n1) € IN? avec ng =n1. D’apreés la proposition précédente, les séries Z U, et Z u, sont de méme nature

n=ng nzni
(en cas de convergence, les sommes des deux séries peuvent étre différentes).

I1.2. Condition nécessaire de convergence

~— @ Théoréeme 4.13

Si la série Z u, converge, alors lim u, =0.
n—+oo

Démonstration

Pour toutn=1,onau, =S, -S,-1.

Or, (S;) converge vers S. Donc, u, S-S=0. ]

n—+oo

/® Remarque 4.28

Cette proposition est souvent utilisée sous sa forme contraposée : si la suite (1) ne tend pas vers 0, alors la série
Z u, diverge.
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Définition 4.14 — Série grossierement divergente

Lorsque le terme général d'une série ne tend pas vers 0, on dit que cette série diverge grossierement ou
qu’elle est grossierement divergente.

“® Remarque 4.29 - Prudence!

Une série peut trés bien étre divergente bien que son terme général tende vers 0.

‘9" Exemple 4.7 - Série harmonique

1
On considére la série de terme général h, défini a partir du rang 1 par u, = —. Pour tout N € IN*, on note
n

Hy=Sy(u)etona:
1 1 1

N+1 N+2 2N,

somme de N termes tous supérieurs a ﬁ

Hony-Hy =

DN | =

1
Par 'absurde, supposons que la série Z — converge. On note S sa somme. En passant a la limite dans 'inégalité
n
précédente, il vient :

1 1
Absurde. Ainsi, la série Z — diverge bien que —

0.
n n—+oo
Remarque : de plus, la suite (S, (u)),civ est croissante, donc par le théoréme de la limite monotone, elle tend donc
vers +oo.

PSI 2025 — 2026 26 G. BOUTARD



SERIES NUMERIQUES II. GENERALITES SUR LES SERIES NUMERIQUES

I1.3. Exemples fondamentaux

Séries géométriques

Définition 4.15 — Série géométrique

Soit g € K. La série an, de terme général gq”, est appelée série géométrique de raison q.

~— @ Théoréeme 4.14

Soit g € K.
» La série géométrique Zq" converge si, et seulement si, |¢| < 1. De plus, lorsque |g| < 1, alors
1
Z qn = 1 :
n=0 —q

» Soit ng € IN. Lorsque |g| < 1, la série Z q" converge et
nzng

no

+Zooq”=q

n=ng 1-

Q

Démonstration

N 1_qN+1
» On sait que, pour tout N € IN, Z q" = T
n=0 -q

N 1 +00
Silgl<1,alors ) ¢” ——. Donc, la série )_q" converge et Y g converge.
n=0 N—+co 1-g¢ n=0

Si |g| = 1, alors la suite (¢"*) ne tend pas vers 0, donc la série Zq" diverge grossiérement.
N 1-— qN—n0+1 no
» On suppose que |g| < 1. Pour tout N = ng, Y ¢"=q¢"%x (car |g| < 1). ]
n=ng l1-g¢q N—+co 1-gq

“® Remarque 4.30

Coup de chance! Le calcul des sommes partielles était possible.

Séries télescopiques : lien suite-série

~—— &) Théoréme 4.15 — Lien suite-série

Soit (W) el € KN, La série Z(wn+1 —w,) converge si, et seulement si, la suite (w, ), converge.
Dans ce cas, on a :
+00
Z (Wn+1—wyp)= lim w, —wo.
n=0 n—+oo
Démonstration
N
Par télescopage, on a : pour tout N € IN, Z (Wp+1—wn) =wpn+1 —wp. Dot 'équivalence de la proposition. m}
n=0
G. BOUTARD 27
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“® Remarque 4.31

Encore un coup de chance! Le calcul des sommes partielles était possible.

“/® Remarque 4.32

Quitte a effectuer un glissement d’indice, on peut énoncer le théoreme sous la forme suivante : la série Z(wn —W,-1)
converge si, et seulement si, la suite (w,),cN converge.

— Y Exercice 4.8

1
Déterminer la nature de la série Z _
Sonx(n-1)

Résolution
Pour tout =2, 0ona:
L n 1 1 1
Z -y _ _) -1l
Lo X(k 1) j5H\k-1 n n—+oo
1 too 1
Donc, la série ) et

nBZnX(n—l) n:ZnX(n—l)z

— Y Exercice 4.9

Déterminer la nature de la série Z In (1 +—
n=1

Résolution

Pour tout2=1,0na:

L 1 L k+1 L
Z In|1+=|= Z In|—= Z (In(k +1)-1In(k)) = In(n + 1) +00.
=1 LA v N A = 00
1
Dong, la série Z In (1 + ) diverge.
n=1
Remarque : on peut répondre a la question en utilisant les théorémes de comparaison des séries a terme général positif donnés plus

loin.

Série exponentielle

~— @ Théoréeme 4.16

n
A Z
Pour tout z € C, la série Z — converge et:
n!

LED AL
X o=

Démonstration

¥ Astuce intéressante. Soit z € C fixé. On considere f: R - C
e?*t,

t —

La fonction f est de classe €°° sur [0, 1]. Donc, par la formule de Taylor avec reste intégral, pour tout n € IN,

n ¢(k) 1(1-pn
£(1)= Z f k'(O) +f0 a n't) xf(n+1)(t)dt
k=0 k! !
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SERIES NUMERIQUES

Or, f(1) = ¢? et, pour tout % € IN, F®)(¢) = 28"t Donc,
noogn fl 1-t)" NELTS NPT
0

ef=) —
n!

k=0 !

1i1—¢n
'sf ¢x|z|n+1x|e“t|dt
n!

De plus, pour tout n € IN,
1 _\n
‘f 1-9 ><Zn+1 Xezxtdt
0 n!

Or, |ezxt| = pRelext) _ ,txRe(2) o pour tout £ € [0,1], ¢ x Re(z) < |Re(2)|.

1
oRe@I, 1

Donc, par croissance de I'intégrale,
1 1

sf 1. LRS! xethe(z)dtsf 1. 2+ x oRe@) g < |1+

! ! !

o n! n!

1 _ £\

‘f (1 t) in+1 Xertdt
0 n!

1(1_t)n n+1xezxtdt 0

Or, par croissance comparée, 2= o(n!), donc f Xz
0 n! n—+oo
D’ou, par théoréme,
n Zk
S
o k! n—+too

“® Remarque 4.33 - Pour la culture
Il s’agit 1a de la définition usuelle de la fonction exponentielle.

I1.4. Propriétés élémentaires

~— @) Théoréme 4.17 - Linéarité de la somme

Soient (u,),eN et (Vy)heN deux suites de KN, Si les séries Zun et Zvn convergent alors, pour tout (A, ) € ]Kz,

la série Z (/1 X Up + WX vn) converge et :

+00 +00 +00
Z(/lxun+van):/lx Zun+/.t>< Zvn.
n=0 n=0 n=0

Démonstration
Conséquence des propriétés sur les sommes finies et des opérations sur les limites.

“® Remarque 4.34 - Algebre linéaire
Lensemble F des suites (u,),eny de KN telles que la série Z u, converge est un sous-espace vectoriel de KN,

De plus, I'application
F — K

+00
u=Wphew — Su)= Z Up
n=0

est une forme linéaire.

R Proposition 4.9
Soit (,),eN une suite de CN. La série Zun converge si, et seulement si, les séries ZRe(un) et ZIm(un)
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convergent. Dans ce cas :

+00 +00 +00
Z Up = Z Re(u,)+1 Z Im(uy).
n=0 n=0 n=0
Démonstration
Conséquence des propriétés sur les sommes et des opérations sur les limites. o

Définition 4.16 — Reste d’une série

Soit (©,) une suite de KN telle que la série Z u, converge. Pour tout n € IN, on définit le reste d’ordre n de la
série par :

. +00
Rp(w)=S@) - Spw) 2" ¥y,

k=n+1

— R Proposition 4.10

Soit (©,) une suite de KN telle que la série Z u, converge. Alors, la suite (R n(u))ndN tend vers 0.

Démonstration

Conséquence de la définition de convergence d’'une série. o

— R Proposition 4.11

Soient u = (u,)peN et v = (vy)new deux suites de RN, On suppose que, pour tout n € IN, u, <v,. Alors,

1. Pour tout n € N, S, (1) < S, (v)

+00 +00
2. De plus, si les séries Zun et Zvn convergent, alors Z Uy < Z Up.
n=0 n=0

Démonstration

1. Soit n € IN. Pour tout % € [0,r], on a up <vp. Donc, en sommant les inégalités, S, (u) < Sy (v).

2. Passage a la limite dans I'inégalité du premier point. o
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II1. Séries a termes positifs

Dans cette partie, on s’intéresse aux séries dont le terme général est positif ou nul.

II1.1. Généralités

~— @ Théoréeme 4.18

Soit (#,),eN une suite a termes positifs ou nuls. Alors,

» ou bien, la série ) u, converge.

> ou bien, la suite des sommes partielles (S,(u)), | tend vers +oco. Dans ce cas, la série ) u, diverge et on

+00
note )  u, = +oo.
n=0
Démonstration

Pour tout neIN,ona S, ;1(u)-Sp(u)=up+1=0.
Donc, la suite (Sn(u))ndN est croissante.
Le théoréme est alors une conséquence du théoréme de la limite monotone. m}

“/® Remarque 4.35

n +00
Lorsqu’une série Z u, a termes positifs ou nuls converge, on a, pour tout n € IN, Z up < Z uy. Autrement dit,
k=0 k=0
chaque somme partielle est inférieure ou égale a la somme de la série.

~ @ Théoréeme 4.19

Soit (u,)neN une suite a termes positifs ou nuls.

La série Z u, converge si, et seulement si, la suite des sommes partielles (S, (u)) nelN €st majorée.

Démonstration

Comme dans le théoréme précédent, on montre que la suite (S, (), .y est croissante.
Par le théoréme de la limite monotone, on a : (Sy(w)), .y converge si, et seulement si, (Sp (1)), oy est majoré. o

II1.2. Théorémes de comparaison

“® Remarque 4.36

La nature d'une série ne change pas si on modifie un nombre fini de ses termes. Dans les démonstrations de ce
paragraphe, on pourra supposer les hypothéses des propositions vraies a partir du rang 0.

@) Théoréme 4.20 - Théoréme de comparaison des séries a termes positifs

Soient (11,),ev et (V,)relN deux suites telles qu’a partir d’'un certain rang ng, on a :

O0<u,<wv,.
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+00 +00
» Si la série Zvn converge, alors la série Z u, converge. De plus, Z U, < Z Un-
n=no n=no

» Sila série Z u, diverge, alors la série Zvn diverge.

Démonstration

On ne change pas la nature d’une série en changeant un nombre fini de ses termes : on peut alors supposer ’hypothese
de ’énoncé vraie pour tout n € IN.

Soit n € IN. En sommant les inégalités uj;, <vp, avec k € [0,n], on a : S, (u) < S, () (%).

» Supposons la série a termes positifs Z vy, convergente. Alors, par le théoréme 4.19 la suite (S, (v)) est majorée.

Donc, d’apres (%), la suite (S5 (v)) est majorée, puis par le théoreme 4.19, la série a termes positifs Z un converge.

» Supposons la série a termes positifs Z un divergente. Alors, par le théoreme 4.19 la suite (S, (u)) tend vers +oo.

Dongc, par (x) et théoréme de comparaison, la suite (S, (v)) tend vers +oo. Dong, la série a termes positifs Z vy, diverge. O

,_ Y Exercice 4.10

Soit @ < 1. Déterminer la nature de la série Z —.
n

Résolution
1
Pourtoutn=1l,onal0< — < —.
n
1
Or, la série Z — diverge.
n

. . . . 1 .
Donc, par théoréeme de comparaison des séries a termes positifs, la série Z — diverge.
n

—— @) Théoréme 4.21 - Théoréme de comparaison des séries a termes positifs

Soient (1£,),ecv et (V,),ev deux suites a termes positifs a partir d'un certain rang et telles que u, = O(v,).

» Si la série Zvn converge, alors la série Zun converge.

» Si la série Z u, diverge, alors la série Zvn diverge.

Démonstration

On sait que u, = O(vy), donc il existe C >0 et ng € IN tel que, pour tout n =ng, up <C xvy.
Comme C > 0 est une constante, la série Z vy, converge si, et seulement si, ZC X Uy converge.
11 suffit alors d’appliquer la proposition précédente. O

—— @) Théoréeme 4.22 - Théoréeme de comparaison des séries a termes positifs

Soient (1,),eN et (U, )eN deux suites a termes positifs a partir d’'un certain rang et telles que u, = o(v,).

» Sila série ) v, converge, alors la série ) u, converge.

» Sila série ) u, diverge, alors la série )_v,, diverge.

Démonstration

On a up =o(vy), donc uy, = O(vy). Il suffit d’appliquer la proposition précédente. m}

— Y Exercice 4.11

1
Déterminer la nature de la série ) —;.
2n
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Résolution

- 1 1 N .
3 <1) et les séries Z o et Z 2? sont a termes positifs.

. . . . 1
Donc, par théoréme de comparaison des séries a termes positifs, la série Z — converge.
2n

1 P 1
On a 2? =0 (2—n) De plus, la série géométrique ) on converge (car

Z® Remarque 4.37

Pour appliquer les résultats précédents, il faut avoir une intuition quant a la nature de la série étudiée.
» Pour montrer la convergence de la série Z u,, on cherchera a majorer son terme général u, pour n assez grand.
» Pour montrer la divergence de la série Z Un, on cherchera a minorer son terme général u, pour n assez grand.

~—— @) Théoréme 4.23 - Théoréme de comparaison des séries a termes positifs

Soient (u,),eN et (vy)hen deux suites telles que u, ~ v,. On suppose que (¢,),civ ou (V)N est de signe
constant a partir d’'un certain rang.

La série Z u, converge si, et seulement si, la série Zvn converge.

Démonstration

Siup ~vp, alors uy =0(vy) et v, = O(uy). 11 suffit d’appliquer la proposition précédente.

— Y Exercice 4.12

1
Déterminer la nature de la série Z sin (—)
n

Résolution

1 1 1
Onasin(—)~— car sin(x) ~ xet — ——0.
n n x— n n—+oo

1
La série Z — est a termes positifs et diverge.
n

. . . . (1Y ..
Par théoréme de comparaison des séries a termes positifs, la série Zsm (— diverge.
n

Z® Remarque 4.38

Pour étudier la nature d'une série Z u, en appliquant le proposition précédent, on cherche d’abord un équivalent

simple u, ~ vy, on vérifie que la suite (v,) est de signe constant a partir d’'un certain rang, puis on étudie la
convergence de la série Z Up.

II1.3. Théoréeme de comparaison aux séries géométriques : la regle de D’Alembert

~— @) Théoréeme 4.24 - Théoréeme de comparaison aux séries géométriques

Soit u = (un),eN une suite a termes strictement positifs a partir d'un certain rang.
. Un+l
U, n—too

Un+1 P o
B 7€, +oo[U{+o0}, alors la série Z u, diverge.
Un n—+oo

¢ €[0,1], alors la série ) _u, converge.

> Si
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. Un+l . .. . N L.
» Si —— ——— 1 ou si la limite n’existe pas, alors on ne peut pas conclure quand a la converge de la série
+

U, n—+oo

3 .

Démonstration
» Supposons dans un premier temps que ¢ est réel. Par hypothese,

Untl _,
Un

Ve>0,ANeN,Vn =N, <¢

u
e=l-e< L cpye
un

e Cas1l:/¢€[0,1].

Choisissons € > 0 tel que €+ ¢ €]0,1[ : c’est possible car ¢ €]0,1[ (par exemple ¢ = T).

u

Il existe N € IN tel que, pour tout n = N, Zntl < ¢+e. Comme (up) est a termes strictement positifs,ona:Vn=N,u,+1 <s(l+e)xuy.
Un

On montre alors (par récurrence) que :

Un

VneNup<(l+e" Nxuy<@+e)t x —N _.
" N (C+eN

Or ¢+ /¢ €]0,1[, donc la série géométrique Z (¢ +¢)" converge. Par théoréme de comparaison des séries & termes positifs, la série
n=N
Y uy converge.

e Cas2:/€]l,+ool.
Choisissons € > 0 tel que £ —e>1 : c’est possible car ¢ > 1 (par exemple € = %).

Un+1

Il existe N € IN tel que, pour tout n =N, {—¢ < . Comme (u,) est a termes strictement positifs,ona:Vn=N,upx({—€)<up+1.

Un
On montre alors (par récurrence) que :

Vn=N,uyx(0—-e" N <u,

Or ¢ —¢ > 1, donc la série géométrique Z (¢ +¢)" diverge. Par théoréme de comparaison des séries a termes positifs, 1a série Z Un
n=N
diverge.

» On traite maintenant le cas ¢ = +oo. Dans ce cas,

INeN,Va=N 2L o q,
Un

Autrement dit, la suite (u,) est croissante a partir du rang N. Donc, pour tout n =N, u, = up. Or up >0, donc la suite (u,) ne peut
pas tendre vers 0. Par conséquent, la série Z un diverge.

_1_
n+tl 1.

1
» La série a termes strictement positifs Z — diverge et 1
1l n—too

n=1" n
1 1
La série a termes strictement positifs Z ———  converge et IntDxn 1.
n22nx(n—1) <D n—-+oo
u
Lorsque Intl " 1 ou si la limite n’existe pas, alors on ne peut pas conclure quant a la nature de la série Z Un. o
Uup n—+oo
— Y Exercice 4.13
. . ) n!
Etudier la nature de la série Z —.
n=1M
Résolution
n!
Pour tout n =1, on note u, = —-
Pour toutn=1,u, >0et:
u (n+1)! n" 1 1
n—ﬂz—x—:—n—»—e[o,l[.
un  (n+1)n*tl ! (1+;) n—+oo e
n
. . n!
Dongc, par le critére de d’Alembert, la série Z —, converge.

n=1
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II1.4. Comparaison série-intégrale

— Y Exercice 4.14

Soit ng € IN et f :[ng, +oo[— R positive, continue et décroissante.

1. Représenter le graphe d’une telle fonction f. Sur ’axe des abscisses, faire apparaitre ng, n, un entier
supérieur ou égal a ng et n+ 1.

n+1
2. Soit un entier n = ng. Comparer l'aire f f(#)dt et 'aire du rectangle défini par les points A(n,0),

B(n,f(n), C(n+1,f(n)) et D(n+1,0).
3. Soit un entier n = ng + 1. En utilisant la méme idée que dans la question précédente, montrer que :
n
fo< [ rwa.
n—-1

4. Montrer que

n+1
Vn > no, f Fode< Y F) < flno)+ f Fdt.
no k= no

Résolution
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— Y Exercice 4.15 - Classique (méthode a retenir)

no1
Montrer que Z — ~1In(n).
k=1 k

Résolution

1
En appliquant la méthode précédente (avec ng=1et f:t— ;), ona:

n+lq noq ni
vn=1, f —dtsZ—s1+f —dt.
1 t o1k 1t

n 1 n+l 1
Or, f n dt =1In(n) et f n dt=In(n+1)=In(n)+1n
1 1

D’oui, pour tout n =2,

1
1+—).
n

L |
1n(1+%)<k§1;< )

1 < < .
T S Inty In(n)
no1
In [1 + %) 1 kgl %
Or, 1+ ——— ——letl+ —— 1. Donc, par théoréme d’encadrement, —— —— 1
In(n) n—+oo In(n) n—+oo In(n) n—+co
Ainsi,
o1
Z — ~1In(n).
po1k

— E:19 Méthode 4.4 - A quoi sert une comparaison série/intégrale ?

Sous certaines conditions, une comparaison série/intégrale permet de :
1. encadrer les sommes partielles d’'une série pour :

a. étudier la nature de la série;
b. lorsque la série diverge, donner un équivalent de la suite des sommes partielles.

2. encadrer les restes d’'une série convergente.

II1.5. Séries de Riemann

— €) Théoréeme 4.25

. . 1 Ar .
Soit a € R. La série Z — est appelée série de Riemann.
n=17
Cette série converge si, et seulement si, a > 1.

Démonstration

1 1
» Soit @ €] —00,0]. Dans ce cas, la suite (—a) ne tend pas vers 0, donc la série Z — diverge grossiérement.
n n

1
» Soit @ > 0. En utilisant la fonction ¢ — @ positive, décroissante et continue sur [1, +ool, une comparaison série/intégrale donne :

n+l 1 no1 n 1
Vn=1, —dt < —s1+f — dt.
" f1 Z ka 1 t@

ta

k=1
Or,
1 1 1 1
n1 ——x|1- sia#1 n+l 1 —— x|l-———| siazl
_adt: a—1 na-1 et —adt: a—1 (n+1)2-1
1t In(n) sia=1 1 ¢ In(n+1) sia=1
. 1 1 . . PN i 1 L
eSia>1,alors 0< T x(1- 21| < I Dong, la suite des sommes partielles de la série a termes positifs Z —; est majorée.
_ no- a—

n=1
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1
Par théoreme, la série Z — converge.
n=1

n+l q n 1
e Siax<1,alors f —dt +00. Donc, par comparaison, — +oo. Dong, la série Z — diverge.
1 te n—-+o0o i1 k% n—+oo ns1 a
1
Ainsi, la série Z —; converge si, et seulement si, a > 1. |
n=1
— Y Exercice 4.16
, . . (1 1
Etudier la nature de la série Z sin[—|—=In|1+—]].
n=1 n n
Résolution
1 1 1
Ona: sin(—)—ln 1+—) ~—.
n n) n
Or, la série a termes positifs Z — converge (série de Riemann avec 2 > 1).

n2

1
Donc, par théoréme de comparaison, la série Z (sin (—) —In
n

1
1+ —)) converge.
n=1 n

— Y Exercice 4.17 - Constante d’Euler (classique)

o1
Montrer que la suite de terme général u, = Z — —1In(n) converge.
k=1
*1
Remarque : 1a limite de la suite est notée y et est appelée constante d’Euler. On a : Z 7 =In(n)+7y+o0(1).
k=1
Résolution
Par la relation suite-série, il suffit de montrer que la série Z(unﬂ —up) converge.
Or, pour tout n =1,
n+l g no1 1( 1 1
Up+l—Un = Z - —ln(n+1)—(z - —ln(n)) =— (— —ln(1+ —|.
=1k =1k ni{1+g n
Or,
1 2 2 1
u x -In(1+u) = uX(l—u)—u+u—+o(u2) = —u—+o(u2) et ——0.
u u—0 2 u—0 2 n n—+oo
Donc, par substitution,
1
Uptl—Un ~ ———5

n .
n—+oo 9 nz

1
On en déduit que la suite (u,,+1 —up) est de signe constant a partir d’un certain rang. De plus, la série de Riemann Z — converge.
n

Donc, par théoréme de comparaison, la série Z(un+1 —up) converge.
Ainsi, la suite (u,) converge.

— Y Exercice 4.18

+00 1
1. Soit @ > 1. Déterminer un équivalent simple de la suite de terme général R,, = Z h
k=n+1
|

2. Soit a €]0, 1[. Déterminer un équivalent simple de la suite de terme général S,, = 7
k=1

Résolution

1. A faire en classe.
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2. On reprend la comparaison série intégrale faite en classe pour montrer la divergence de Z —-Ona:

n+l 1 no1 n 1
Vn=1, —dt < —<1+f — dt.
nel) @l w

Or,
n1 1 1 1 n+l 1 1 1
f —di= X(l——)=—><(n1_“—1) et f —dt= (1— ): x((n+1)1_“—1).
1 t% a-1 no-1 l-a t® a-1 (n+1)a-1 1
Donc, comme «a €]0, 1,
LA
n+1\l-@ 1 k; k* 1 1
S N L <— T
n nl-a mnl—a ﬁnl—oz nl-a
n—+oo 1 —1
n—+oo
Donc, par théoréme d’encadrement,
ro1
L ja
k=1 1
ﬁnl—a n—+00
Ainsi,
i i - Lnl—a
po Rén—tool-a

38
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IV. Séries absolument convergentes

On rappelle que KK désigne R ou C.

Définition 4.17 — Série absolument convergente

Soit u = (u,),eN une suite d’éléments de IK. On dit que la série Z u, converge absolument, lorsque la série
a termes positifs Z |t | converge.

°¢- Exemple 4.8

Soit g € C. La série Zq” converge absolument si, et seulement si, |g| < 1.
n

7 . z
Pour tout z € C, la série Z — converge absolument.
n!

~—— @) Théoréeme 4.26 - La convergence absolue implique la converge d’une série

Si une série converge absolument, alors elle converge.

Démonstration

Soit Z up, une série absolument convergente.

Cas 1 : on suppose que pour tout n € IN, u, € R.

On définit, pour tout n € IN, u; =max(0,uy) et v, =max(0,-up).

Les suites (u;) et (u),) vérifient : pour tout n € N, 0 < u} <luylet 0<uj <luyl.

Par théoréme de comparaison des séries a termes positifs, les séries Z u; et Z u, convergent.

Or, pour tout n € N, u,, = uz —u,, . Donc, par opération sur les séries convergentes, la série Z un converge.

Cas 2 : cas général. Pour tout n € IN, on a : u, =Re(u,)+1iIm(uy).

Or, pour tout n € IN, 0 < [Re(up)l < lunl et 0 < [Im(uy)l < lugl.

De plus, on sait que la série Z up converge absolument.

Par comparaison des séries a termes positifs, ZRe(un) converge absolument et Zlm(u n) converge absolument.

Ces séries sont a termes réels, donc, par le cas 1, les séries ZRe(u n)et ZIm(un) convergent.

Dong, la série Z un converge. o

“/® Remarque 4.39 - Prudence!

La réciproque du théoréme précédent est fausse!

R G
Contre-exemple : la série Z _
n=1 n
(—1)” -1 -1 n—1
» On a : pour toutn =1, ’— = —. Or la série harmonique diverge, donc la série Z ——— ne converge pas
n n=1 n

absolument.

» Soitne IN*, on a

n )kl n b1 kl b1 1-— (t)n 1 1 1(_t)n
g =Y. fo dth(t) dtf = mdt—fo .

k=1 0
no(— l)k 1 1 1 1 (=)™ 1 4
D dt| = dt| < dt <
one, ; fo 1+1¢ fo 1+1¢ ' [0 1+1¢ f n+1
(- l)k 1
Or, —— 0. Donc, par théoréme d’encadrement, Z f dt =1n(2).
n+1 n—+oc0 o1 k n—+oo 1+t
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-1 n—-1
Ainsi, la série Z L converge et sa somme vaut In(2).
n=1

Lorsqu’une série converge mais n’est pas absolument convergente, alors on dit qu’elle est semi-convergente.

~—— ) Théoréeme 4.27 - Inégalité triangulaire généralisée

Soit u = (u,)eN une suite de KN, Si 1a série Zun est absolument convergente, alors :

+00

+00
Z Up| < Z lun,l.
n=0

n=0

Démonstration

n
Par inégalité triangulaire, on a : pour tout n =0, Z up,
k=0
La série, Z up, converge absolument, donc, converge.

En passant a la limite quand n tend vers +oo, on obtient I'inégalité voulue. O

n
< ) Jugl
£=0

— R Proposition 4.12

Soient u = (uy)neN €t v = (vn)new deux suites de KN, Si les séries Z u, et Zvn sont absolument convergentes,
alors, pour tout (1,u) € ]Kz, Z(/l X Up + [ X Uy) converge absolument et

+00 +00 +00
Y Axup+pxv)| <IAUX Y Jugl+]|u]x D lval.
n=0 n=0 n=0

Démonstration

Par hypothese, les séries Z lunl et Z |un | convergent, donc la série Z(I/ll X |un|+ |,u| x |up|) converge et
+00 +o00 +00
Y A Junl+ |p| x val) =A% Y Junl+|p] x Y lvnal.
n=0 n=0 n=0

Or, par inégalité triangulaire, on a : pour tout n € IN, 0 < |/1 X Up + % vn| <A x |lupl+ |,u| x [vpl.
D’oui, par théoréme de comparaison des séries a termes positifs, la série Z(A X Up + [ X Up) converge absolument et

+00 +00
Axup+pxvn)| < Y (Al xlunl+ |1 x lvnl).
n=0 n=0

Z® Remarque 4.40 — Algebre linéaire

Lensemble F des suites (un),en de KN telles que la série Z u, est absolument convergente est un sous-espace
vectoriel de K.

~— @ Théoréeme 4.28

Soient (wn)en une suite de K™ et (v,),c une suite & termes positifs a partir d’'un certain rang telles que
u, =0(,).
Si la série Zvn converge, alors la série Zun converge absolument, donc converge.

Démonstration

Comme uy, =O(vy), il existe C >0 et N € IN tels que, pour tout n = N, |uy,| < C xvy,. Autrement dit, |u,| = O(vy).
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Par théoreme de comparaison des séries a termes positifs, Z |up| converge, donc la série Z up converge absolument, donc converge. O

/® Remarque 4.41

Le théoreme précédent s’applique en particulier lorsqu’on a, a partir d'un certain rang, |u,| < v, avec Zvn qui
converge.

~—— € Théoréme 4.29

Soient (u,),cIN une suite de KN et (Vn)new une suite a termes positifs a partir d’'un certain rang telles que
Un =o(vy).
Si la série Zvn converge, alors la série Z u, converge absolument.

Démonstration

Si up =o(vy), alors u, = O(vy) et il suffit d’appliquer le théoréme précédent. o

~ @ Théoréeme 4.30

Soient (u,)ne une suite de K™ et (v,),en une suite a termes positifs a partir d’'un certain rang telles que
lunl ~vnp.
La série Zvn converge si, et seulement si, la série Zun converge absolument.

Démonstration

Il suffit d’appliquer le théoréme de comparaison des séries a termes positifs. O

‘9° Exemple 4.9
in

1

n2’

n2

Pour tout n € IN*, on a

Or, la série a termes positifs Z — converge (série de Riemann avec 2> 1).
n=1
in
Donc, par théoréme de comparaison, la série Z —5 converge absolument, donc converge.
n=1

/¢ Remarque 4.42 - Prudence!

Soient (u,)nel et (Un)nel deux suites de KIN. Les séries Z u, et Zvn peuvent étre de nature différente bien que

Up ~ Vg
(- 1)n+1 (=1)"
vn+1 vn
» Montrons que la série Z u, converge. On remarque une série télescopique.

(- 1)N+1

N
Pour tout N € N, nZ::lun = il +1 — = 1. Donc, la série Zun converge.

» Montrons que la série Zvn diverge.

Contre-exemple : Pour tout n € IN*, on note u,, = etv,=u,+—.
P n

. . 1 .
La série Zvn est la somme de la série convergente Z u, et de la série divergente Z —, donc Zvn diverge.
n

» Montrons que u, ~v,.

1 1 1 1
1+

1 1
nafunl '( e NS Rl A N

Varl VR
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IV. SERIES ABSOLUMENT CONVERGENTES SERIES NUMERIQUES

2
Dou, |u,| ~ T On remarque au passage que Z u, ne converge pas absolument.
n

1 1
On en déduit que — = o(uy,). Do, v, =up+ — =uy+o(uy) ~uy,.
n n
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SERIES NUMERIQUES V. CRITERE SPECIAL DES SERIES ALTERNEES

V. Critere spécial des séries alternées

~— € Théoréeme 4.31 - Critére spécial des séries alternées

Soit u = (1), une suite de R™. On suppose que :
» Pour tout n € N, u, = 0.
» La suite (u,),cn est décroissante.

0.

> u,
Alors,

» La série Z(—l)nun converge.

n—+oo

+00
Z -1)"u,

n=m

+00
» Pour tout m € N, Z (—=1)"u,, est du signe de (—1)" et

n=m

<Up.

Démonstration

n
Pour tout n € IN, on note S;, = Z (—l)kuk. Montrons que les suites (Sg,),eN et (S2,+1)neIN Sont adjacentes.
k=0
» Pour tout n € N,

Som+1)+1 —S2n+1=S2n+3 —S2n+1= —Ugp+3+t U212 20

La suite (u,,) est décroissante
La suite (Sg,+1) est croissante.
» Pour tout n € IN,
Somnm+1)—S2n =S2n+2-Son = up+2—u2p+1<0
La suite (u,) est décroissante
La suite (Sg,) est décroissante.
» Pour tout n € N,

Son+1—Son =-ugpt1 ———0.
n—+oo

Ainsi, les suites (S2,),cIv et (S2,+1)reIv sont adjacentes. Par théoréme, elles convergent vers la méme limite.
Les sous-suites des termes d’indice pair et impair de la suite (S;),cv convergent. Donc, la suite (S5 ),cv converge. Ainsi, la série
)" up converge.

+00
Comme les suites (Sg,),cN (suite décroissante) et (S9,+1),eN (Suite croissante) sont adjacentes et convergent vers S = Z Unp,ona:
n=0
pour tout n € IN, So,, 11 <S <8S9g,.
+00
SoitmeIN.Ona Y (-1)*up=8-8y-1.
n=m
+00
» Casl:m=2p+1lestimpair Ona: ) (-1)"up,=S-S,.
n=2p+1
Or, Sgp11<8<8Sg,.
+00
En retranchant Sgp,ona: —ugp1 =8S2p+1—-S2p < Z -1)"u, <0.
n=2p+1
+00 +00
Done, ). (-1)"uy, est négatif, donc est du signe de (-1)2P*1 = _1. De plus, comme ugps1=0,0nal Y (-1)'up|<ugps1
n=2p+1 n=2p+1
+00
» Cas2:m=2pestpair. Ona: ) (-1)"u,=8-Sgp,_1.
n=2p
Or, Sg,-1<8<8Sg,.
+00
En retranchant Sg,—1,0na:0< Y (-1 up <Sg,—-Sap-1=ugp.
n=2p
+oo +00
Done, Y. (~1)uy est positif, donc est du signe de (~1)2? = 1. De plus, comme ugp=0,onal Y (-1)'uy|<ugp.
n=2p n=2p
+00 +00
Dans les deux cas, ) (-1)"up est dusignede (-1)" et | > (-1)"up|<um. o
n=m n=m

G. BOUTARD 43 Lycée GAY-LUSSAC



V. CRITERE SPECIAL DES SERIES ALTERNEES SERIES NUMERIQUES

— "X Exercice 4.19

(_1)n—1
n®

Soit a € R. Déterminer la nature de la série Z

Résolution
(-1t R T .
» Cas 1: a>1.Dans ce cas — == et on reconnait le terme général d’une série de Riemann convergente (a > 1).
n n
T )

La série Z ——,— converge absolument donc converge.

n

-t n 1 - Scroi
» Cas 2 : a €]0,1]. Pour tout n € IN, on note u, = — - Pourtoutne N, (-1)" xu, = -—— <0et la suite (Ju,|) est décroissante et
n n
tend vers 0.
_ )n—l

Par le critere spécial des séries alternées, la série Z ——— converge.
n

1
Remarque : la série ne converge pas absolument (la série de Riemann Z — aveca €]0,1] diverge).
n

n-1 n—1
_ -1
» Cas 3 : a <0. La suite (—a) ne tend pas vers 0. Donc, la série Z —— diverge grossiérement.
n n

Ainsi,

_1 n—1
La série Z L

7 converge si, et seulement si, a > 0.
n
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SERIES NUMERIQUES VI. PRODUIT DE CAUCHY DE DEUX SERIES

VI. Produit de Cauchy de deux séries

Définition 4.18 — Produit de Cauchy

Soient Z u, et Z v, deux séries numériques.

n=0 n=0
Le produit de Cauchy des deux séries Z u, et Z v, est la série Z w;, avec :
n=0 n=0 n=0
Vn = = uvaq—Zukxvnk—Zunkka
ptq=n

“/® Remarque 4.43

Lorsque le terme général d’'une série n’est définie qu’a partir d'un certain rang ng, on posera u, = 0, pour tout
n € [0,ng— 1], pour se ramener a la définition précédente.

~— €) Théoréeme 4.32

Soient Z u, et Z v, deux séries numériques.
n=0 n=0
Si les séries Z u, et Z v, convergent absolument, alors la série Z Z up x vgq converge absolument et
n=0 n=0 n=0pt+q=n
+00
Z Y. UpXyg Zupx 2 Vgl
=0 \p+g=n q=0
Démonstration
Admis

‘¢- Exemple 4.10

Soit x €] —1,1[. La série Z x" converge absolument. Donc, par le théoréme précédent,
n=0

+00

(an) =Y Y (e xxm ) =Y Y a" =Y (n+ 1) xa"

n=0k=0 n=0k=0 n=0

1
Or, on sait que ) x" = —— Donc
n=0 1-

1 2 +00
Vxel- 1,1, (—) =Y (n+1)xa".
1-x n=0

‘¢ Exemple 4.11 - Exemple fondamental

Soit (z1,29) € C2.

. - 4 PR L
On sait que, pour tout z € C, la série — converge absolument, donc, par le théoréme précédent,
que, p , , p p
n=0

+00 2711 +00 Zg +oo [ n lee ng k
E3)-(E%)-E(Lats)
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VI. PRODUIT DE CAUCHY DE DEUX SERIES

SERIES NUMERIQUES

Par la formule du binéme de Newton, on a : pour tout n € N,

i ki kg i n| p  ap (Zi+z)"
_— 24 XZ =
Sok!x(m-k)!  nl |k 72 n!

Donc,

“/® Remarque 4.44 - Prudence!

L'hypotheése «les séries Z un et Z v, convergent absolument » est fondamentale.
n=0 n=0

(-1)"

n

Pour tout n =1, on pose u, =v, = et ug=v9=0.

En appliquant le critere spécial des séries alternées, on montre que |les séries Z u, et Z v, convergent | Par

n=0

1
contre, elles ne convergent pas absolument ( Z |u,| est une série de Riemann avec 2 <1).

1

n=0
Considérons Z wy, le produit de Cauchy des séries Z u, et Z Uy,. Pour tout n=0,0ona:
n=0 n=0 n=0
n n-1 (—]_)k (_l)n—k n-1 1
Wy = Up XUp_p = X =(-1)" x _ .
" kzzo " kgi vVE  Vn-k k;l VEx(n—-Fk)
. 1 1
Or,pourtoutn>1letkel,n—-1],k<sn-letn—-k<n-1,dou, = = .
VEx(n-k) /(n-12 n-1
n—1 1 n-1 1
D’ou, pour tout n > 1, |w,| = Z _— > —=1.
p=1 Vex(n—k) zoin-1
Donc, la suite (w,),e ne tend pas 0. Dong, | 1a série Z wy, diverge grossiérement |.

n=0
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SERIES NUMERIQUES VII. FORMULE DE STIRLING

VII. Formule de Stirling

~— € Théoréme 4.33

On I'équivalent :

n!~ MX(z)n

e

— X' Exercice 4.20 - Démonstration de la formule de Stirling

Pour tout n € IN*, on pose

n! ¢ 1 (un+1)
Up = e U, =
" (%)"x V2mxn " Un
Partie 1 : Etude de la suite (u,),>1
. * . 1 1
1. Justifier que, pour tout n € IN™, v, existeet v, =1—-(n+ 3 xIn[1+—].
n

Rappeler le développement limité a I'ordre 3 en 0 de x — In(1 + x).
1
En déduire que v, ~ ~1on2 puis que la série Zvn converge.
n
Montrer que la suite (ln(u n)) .>1 converge et en déduire que la suite (u,),>1 converge vers une limite £ > 0.
Justifier alors que :

-~ 0 N

nl~0x mx(ﬁ)’?

e

Il reste maintenant a déterminer la valeur de ¢. Pour cela, on utilise les intégrales de Wallis.

Partie 2 : Intégrales de Wallis

Pour tout n € IN, on pose

I,= f * (sin)" dr.
0

+1
5. Montrer que, pour tout n € IN, I,,,9 = n " x I,
n
6. En déduire que, pour tout p € IN,
(2p)!
Isp

= —22p+1 ~ (p‘)2 X TT.
7. Montrer que la suite (I,,),cy est décroissante et en déduire que, pour tout n € N,

n+2 I,

8. Montrer que la suite ((n +1)x 1,41 % In)ne]N est constante.

9. Déduire des questions précédentes que :

3
I, ~/—.
" 2n

Partie 3 : Valeur de ¢

10. Montrer que :
(2n)! 1

221 % (n!)2 TXT

11. En déduire la valeur de ¢ et donner un équivalent de n!.
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VII. FORMULE DE STIRLING SERIES NUMERIQUES

Résolution

1. » Pour tout n = 1, le dénominateur et le numérateur de u, sont strictement positifs. Donc u, existe et u, > 0.
Or la fonction In est définie sur ]0,+oo[. Donc,

Pour tout n = 1, v, existe.

» SoitneIN*.Ona:

! LIRS 1
Un+l _ (n+1)! X(e) x ”anex(n+1)x( n )nx 1 [n =e><( n )n+2=ex(n+1
n+1 n+1

X
+1 | .
Un (n:l]n « V2T x (T D) n! n+1 n+1 n

1\ 3% 1 1
1+—) =1- n+—)><ln(1+—)
n 2 n

Donc, par propriétés de In,

v, =In(e) +ln(

Ainsi,
1 1
Pour tout n=1,v,=1- n+§ xIn|1+—]|.
n
2. Ona:
In(1 +x) x2+x + (%)
nl+x)=x——+—+ o (x°).
2 3 x—0
. 1
3. On sait que — 0. Donc,
n n—+oo

In 1+1):l_ ! +i+o(i)
n n 2n2 3n3 n3
D’ou,
1) (1 1 1 1 11 1 1 1 1
e 3 | M e A | R L e e e AR o e PR )
Ainsi,
1
T

1
La série Z — converge (série de Riemann avec 2 > 1.)
n

D’ou, la série Z -

202 converge et son terme général est de signe constant.
n

Donc, par théoréme de comparaison,
la série Z vy, converge.

4. Toute suite est une série. Pour tout n e IN*,

n-1 n-1
In(uy,) =In(uy)+ Z (In(up41) —In(up)) =In(uq) + Z vp,.
k=1 k=1

n-1 +00
Or, la série Z vy, converge. Donc, par définition, la suite des sommes partielles, ( Z v k) converge vers Z vp.

k=1 n=1 k=1
Donc, par opération sur les limites,

+00
La suite (In(uy)), . converge vers A =In(u1)+ Y vp.
k=1

Or, la fonction exp est continue sur R, donc,

la suite (up),>1 converge vers ¢ = et >o.
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SERIES NUMERIQUES VII. FORMULE DE STIRLING

Comme ¢ #0, 0n a u, ~ ¢, en remplacant u, par sa définition, par opérations sur les équivalents, il vient :

n!~€><\/2n_xn><(%)n.

s

5. Soit neIN. Ona: Inso = fo ? (sin())" 2 dx = fo ? sin(x) x (sin(x)" L dx.

n+1l

On pose, pour tout x € [0, g], u(x) = [sin(x)) et v(x) = —cos(x).

Les fonctions u et v sont de classe €' sur [0, g] et, pour tout x € [0, g], u'(x) = (n+1) x cos(x) x (sin(x))n et v'(x) = sin(x).

D’ou, par intégration par parties,
z z
I,0= [—cos(x) x (sin(x))n+1]§ +f2 (n+1)x (cos(x))2 x (sin(x))" dx.
0

Or, cos? = 1 -sin? et cos (g) = (sin(0))"** = 0 (car n+1>0).

Donc, par linéarité de 'intégrale,
Inig=(n+ l)fo2 (sin()" - (sin())" 2 dx = (n + 1) x I, — (n+ 1) x I 19

Dou, (n+2)xI,i0=(n+1)x1I,.
Ainsi (n+2+#0),

n+1
n+2

Pour tout n =0, I,,49 = xIp.

(2p)!

6. On procéde par récurrence. Pour tout p € IN, on note # : «Ig, =

0! T

Initialisation. p =0. On a m xn=g.

De plus, I():f2 ldx = E.
0 2
Donc, #4).

Hérédité. Soit p € IN. On suppose # et on montre A +1.

Par la question 5, on a :
+1

Iop+1y=I2p+2= 2p+2 " Lor

D’ou, par hypothese de récurrence,

2p+1 @2p) 2p+2)! 2p+2)! Q-+
X

XTI = XTT = XTT= XTI,
2p+2 " 22p+1 x (p)2 (2p +2)2 x 22P+1 x (p!)2 22 x (p+1)2 x22P+1 x (p!)? 22(p+D+1 x ((p + 1)1)2

Iop+1) =

Donc #,11. Ce qui achéve la récurrence.

(2p)!

Pour tout p e N, I, = W .

7. Soit n e N. .
Pour tout x € [0, 5], 0 < sin(x) < 1, donc [sin(x))n+1 < [sin(x))".

Par croissance de I'intégrale, il vient I,,,1 <I,. Donc,

La suite (I,),en est décroissante.

7
Pour tout n € IN, 1a fonction sin™ est continue et positive sur [O, E] et n’est pas la fonction nulle, donc I, > 0.

I
D’ou, pour tout n € IN, ;H <1.

n

n+1

De plus, par la question 5. et décroissance de (I), pour tout n € IN, xIp=Ipto<Iyi1.

+1 I
Pour tout n € N, B el g
n+2 I,
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VII. FORMULE DE STIRLING

SERIES NUMERIQUES

8. Pour tout n € IN, d’apres la question 5.,

+1
(n+2)xIprgxIns1=(n+2)x 2
n+2

xIpxIpi1=m+1)x1,1xIy.
Donc,
la suite ((n+ 1) x 1,41 x I),, .y est constante.

9. De la question 8., on déduit que, pour tout n € IN, (n+ 1) x I, 11 x I, =11 x Ig.

Or, I1 :fg sin(x)dx = cos(O)—cos(z) =1.
0 2

7
D’ou, | pour tout n =0, (n+1)><In+1><In:§i0 .

. Lo s s . In+1
De plus, de la question 7. et du théoréme d’encadrement que, il vient : T, noto 1, donc .

Donc,commen+1~n,0na:(n+1)><In+1><In~n><I,21.
[ ———

(SE]

/2
Doit, nxI2 ——— = >0.
n—+oo 2

(7
Comme la fonction /- est continue sur Ry et I, =0,0ona: vaxI, " 3 #0.
n—+o00

Ainsi,

7
I, ~ (] —
" 2n
10. D’apres la question 6., on a : pour tout n € IN,
2n)! 2 I
e 2
2n x(n)2 7 2n-
2n)! 2 [ 7
D’ou, par la question 9., ﬁ ~ X n' Ainsi,
2n)! 1

221 x (n1)2 TXn

11. D’apres la question 4., n! ~ ¢ x V271 x n x (z)n
e

D’ou,
2n

@n)! Ox Vamxznx (2 1

22n><(n!)2~22nx[2x2ﬂxnx(%)2n Ox Jaxn

1 1

Ainsi, par transitivité de la relation d’équivalence,

Donc,

Ainsi,

On a démontré la formule de Stirling : n! ~ V27 x n x (z)n
e
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SERIES NUMERIQUES VIII. ANNEXE

VIII. Annexe

VIIL1.A la fin de ce chapitre,...

A T A T o I o

_ e
M=o

. je sais étudier les suites arithmétiques, géométriques et arithmético-géométriques;
. je sais reconnaitre une somme de terme en progression géométrique;;

. je sais étudier les suites récurrentes u, .1 = f(uy);

. je connais la forme du terme général d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2;

. je connais le théoréme de la limite monotone et le théoréeme des suite adjacentes;

. je sais étudier les suites implicites;

. je sais faire la différence entre convergence et convergence absolue d'une série numérique;
. je connais la nature des séries de référence (Riemann, exponentielle, géométrique);
. les théorémes de comparaison et leur contraposée n’ont plus de secret pour moi;

. je sais utiliser une comparaison série-intégrale ;

. je sais utiliser le critére spécial des séries alternées;

. j’ai compris qu’un produit de Cauchy ressemble a un produit de polynémes.
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