Chapitre 7

Intégrales impropres
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Le but de ce chapitre est d'une part d’étendre la notion d’intégrale a un intervalle quelconque et
d’autre part, de mettre en place les techniques de comparaison des intégrales de fonctions posi-
tives.

Les intégrales généralisées sont introduites en tant qu’outil pour la définition et]'étude des variables
aléatoires a densité.

A l'instar des séries, on va donner des méthodes pour étudier la nature des intégrales impropres.
Lobjectif principal est de savoir si ces intégrales ont un sens ou pas.

Compétences attendues. c®Calculer une intégrale sur un segment a 'aide d’'une primitive, d'une
intégration par parties ou d'un changement de variable.

coFEtudier la nature d’'une intégrale généralisée en utilisant la définition.

c» Effectuer une intégration par parties ou un changement de variable sur une intégrale générali-
sée.

c» Utiliser les propriétés des intégrales pour étudier une suite ou une fonction définie par une inté-
grale.

c® Connaitre les conditions de convergence des intégrales de Riemann.

c» Utiliser les théorémes de comparaison (inégalité, négligeabilité, équivalence) pour étudier la na-
ture d'une intégrale généralisée.
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7.1 Intégrale impropre en +oo. ECG 2eme année

Augustin-Louis Cauchy est le premier a se soucier de justification de I'existence des intégrales, il se
restreint aux fonctions continues.

C’est Bernhard Riemann (mathématicien allemand), dont 'apport a I’étude du calcul intégral sera
fondamental, qui définit I'intégrale de fonctions plus générales.

En 1902, Henri Lebesgue (mathématicien frangais) apporte une approche nouvelle partant de la
mesure d’ensembles, point de départ a une nouvelle théorie (intégrale abstraite) utilisée en proba-
bilités ou en sommation de séries.

7.1 Intégrale impropre en +oo.

7.1.1 Définition et opérations

Définitions 7.1.

+00
Si f est une fonction continue ou continue par morceaux sur [a, +oo[, on dit que f f(t)dtest

a
impropre(ou généralisée) en +oo.

Elle converge si f f (t)dt aune limite finie quand M — +oco0.

M—+o00
Elle diverge sinon.

On note alors lim f f(t)dt—f fdt.

Exemples 7.1 (A connaitre).

+00
1. Lintégrale f e “dx estimpropre en +oo. Elle converge et vaut 1.
0
M M +00
Carf e Ydx= [— e =—eMi1 - 1 doncf e *dx converge et vaut 1.
0 M—+o0 0

0
2. Lintégrale f e"du est impropre en —oo.

—0o0
EXERCICE 7.1 (A connaitre).

1. Ecrire les définitions dans le cas ol I'intégrale est impropre en —oo.
0
2. Lintégrale f e"du converge-t-elle? Si oui, quelle est sa valeur?

—00
Exemples 7.2 (A connaitre).
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ECG 2eme année 7.2 Intégrale impropre en un point fini

+00
1. Lintégrale f — estimpropre en +oo. Elle converge et vaut 1.
1 X
1 : Mdx (-1M -1
En effet, x — — est continue sur [1,+oo[etona:Vx =1, — = [—] =—+1.
2 1 x2 x11 M

) M dx [t dx
Onadonc lim — = 1 et ainsi — = 1.
M—+oc0J1 X 1 X

+00
2. Lintégrale f — estimpropre en +oo. Elle diverge.
1 X
En effet, x — — est continue sur [1, +oo[ maison a:

M qx M
Vx= l,f — = [lnx] =InM — +oo.
1 X 1

M—+o0

Définitions 7.2. oo
Si f est une fonction continue ou continue par morceaux sur R, on dit que f f(t)dt est dou-
—00

blement impropre(ou généralisée) en —oo et en +oo.

+00 c
Elle converge si pour un réel carbitrairement choisi, les intégrales f fdtet f f(t)dtsont
C —00

toutes deux convergentes.
+00

c +00
On pose alors f(t)dt:f f(t)dt+f fdz.
Elle diverge sinon. h ‘

Remarque.

+00 c +00
Siau moins'une des deux intégrales f fdtet f f (t)dtdiverge alors I'intégrale f fdte
Cc —00 —00

est divergente.

Définition 7.3.
Etudier la nature d'une intégrale impropre, c’est déterminer si elle converge ou non.

EXERCICE 7.2 (4 Multi-impropre).

+00 et
Etude de:f —dt.
oo (1+eh)3

7.2 Intégrale impropre en un point fini

Soit a et b deux réels tels que a < b.
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7.2 Intégrale impropre en un point fini ECG 2eme année

Définition 7.4. Soit f une fonction continue ou continue par morceaux sur |a, b]. On dit alors

que / f(t)dt estimpropre en a.

Si f f(©)dt aunelimite finie quand x — a, on dit que / f(t)dt converge et

ff(t)dt—hmf fndt

1

Exemple 7.3. Montrer la convergence et calculer f In(r)dt.
0

1 1
[Réponse] Pour x >0 :f In()dt =[tIn(t) - t])lc =-1-(xIn(x)—x) — -1 doncf In (£) dt converge
X 0

et vaut —1.

Remarques.

-Cette définition s’étend au cas ou l'intervalle ]a, b] devient [a, b[. On parlera alors d’intégrale im-
propre en b.

-On peut avoir f continue sur |a, b|, ou f continue sur ]a, b[ sauf en un nombre fini de points : on
parlera alors d’intégrales doublement impropres ou plus de deux fois impropres (ce qui est rare). Il
faut étudier la convergence sur | a, c] et [c, b[ (ou c est arbitrairement choisi dans ] a, b[).

Si ces deux intégrales convergent alors on a la convergence de f fdtet:
a

[ b b
ff(t)dHf f(t)dtzf f(ndt.

b c b
Si au moins 'une des deux intégrales f fdtet f f (1) dt diverge alors I'intégrale f fdtest
c a a

divergente.

Multi-impropriété : si une intégrale est impropre en plusieurs points, on isole chacun des points
d’'impropreté.

Elle convergera si elle converge en chacun des points d’'impropreté et elle sera la somme des sous
intégrales impropres.

Exemple7.4 (#£). f(x) = 251x< -1:f(x)= sixe[-1,0[et f(x)=e ¥ six=0.

\/_
Nature de f fdt.

[Réponse] f est continue sur |—oo, —1], sur [-1,0[ et [0, +oco[ donc f f (t)dt estimpropre en —oo,
—00

en (0~ eten +oo.

-1 -1 1 1 -1
. en—oo:f f(t)dt:f —dt= :1+——>1doncf fde=1.
X x U X X —00

On pouvait aussi voir la convergence par Riemann

X X 0
. enO‘:f_lf(t)dt:f_l\/%_tdt:[—2\/—_t]f1:—2\/—_x+2—>2d0ncf_1f(t)dtg

X X +00
. en+oo:f f(t)dt:f e‘tdt:[—e_t]g:—e_x+1—>1doncf fdet=
0 0 0

117t

+00 -1 0 +oo
Donc[ f(t)dtconvergeetvautf f(t)dt+f f(t)dt+f fdt=4
—00 —00 -1 0
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ECG 2eme année 7.3 Intégrales de références

7.3 Intégrales de références

7.3.1 Intégrales de Riemann

Définition 7.5 (4 Intégrale de Riemann).

Soit a un réel et a un réel strictement positif.
+00

Lintégrale f — dx est appelée Intégrale de Riemann de parametre a.
a X

Théoréme 7.1 (#:Convergence d'une intégrale de Riemann impropre en +oo).
+00 1

Pour tout réel a strictement positif, l'intégrale f — dx converge >a > 1.
a X

Remarques.

+00 1
1. Lintégrale de Riemann la plus utilisée est f —ax.
1 X
2. On a un résultat similaire en effectuant un changement de variable t = —x et @ € N (car sinon
x% n’est pas défini pour x négatif et @ non entier.

a
f — dx converge ®a > 1.
—o00 X

L |
Théoréme 7.2 (sIntégrale de Riemann impropre en 0). si @ = 1 alors f — dx diverge et converge
0

sia < 1. (c’est l'inverse du comportement en +o0o )

7.3.2 Autres intégrales de références

[Exponentielles]

Théoreme 7.3 (% Exponentielles).
Soit A un noq’zolgre réel.

Lintégrale f e Mdx converge A > 0.
0

Remarque. Nous verrons lors du chapitre sur les lois usuelles, certaines fonctions, appelées densi-
tés, qui fournissent d’autres exemples d’intégrales convergentes dont on connait la valeur.

+00 2
Voici la plus connue : f e 2dx=vV2m.

—00

7.4 Criteres pour I'étude

I désignera un intervalle de la forme [a, b|, |a, b] ou ]a, b[ avec a réel ou a = —oo, b réel ou b = +oo.
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7.4 Criteres pour l'étude ECG 2eme année

7.4.1 Critere d’équivalence

Théoreme 7.4 (# critere d’équivalence).
Si f et g sont deux fonctions continues ou continues par morceaux sur I et positives sur I et si

b b
f@ = g(1) alors les deux intégrales suivantes sont de méme nature : f fdtet f g(ndt.
= a a

+00 x2 + e—x
Exemple 7.5. Prouver la convergence de f de impropre en +oo.
1 X X
2 —-X 2 —-X
x“+e x“(1+e/x 1
[Réponse] On cherche un équivalent en +oo du contenu. : 2 = ( ) ~— = 0 dont
X+ x (1+1/x%)  x

I'intégrale converge en +oo.

+00 y2 4 o™X

1 dx converge également.
xt+x

Donc, par équivalence de fonctions positives, f
1

EXERCICE 7.3 (#4Critere d’équivalence).

1

t
Nature de I'intégrale f dt.
0o el—1

7.4.2 Critere de négligeabilité
Théoreme 7.5 (#: critere de négligeabilité).
Si f et g sont deux fonctions continues ou continues par morceaux sur I = [a, b[ (resp.I =]a, b]) et

b
positives sur I et si f (1) = o(g(1)) (resp. f (1) = o(g(1))) alors on a l'implication suivante:f g(ndt
a
b
converge = f f(t)dt converge. Et sa contraposée :
a

b b
f f)dt diverge = f g(t)dt diverge.
a a

EXERCICE 7.4 (# critere de negligeabilité).

+00

Nature de I'intégrale f e " dt.
0

7.4.3 Critere de comparaison

Théoreme 7.6 (4 critere de comparaison).
Si f et g sont deux fonctions continues ou continues par morceaux sur I = [a, b[ (resp.I =]a, b]) et
telles que au voisinage de b(resp. a) : Ace I,V t € [¢; b[,0 < f (1) < g(1).

(resp.dc e é,‘v’t €la;c],0 < f(t) < g(t) Alors :

b
o Si f g(t)dt converge alors f
concverge) ¢

b b c c
. sif f()dt diverge alorsf g(t)dt diverge. (resp. sif f)dt diverge alorsf gndt di-
Cc C a a
verge.)

c

f(t)dt converge. (resp. si f

a

c
gndt convergealors[ fndte
a

EXERCICE 7.5 (4 critere de comparaison).
+oo ,— 1

Nature de f — dt.
1 t

144 https:/lletpa.fr/



ECG 2eme année 7.5 Propriétés des intégrales impropres

7.5 Propriétés des intégrales impropres

Remarque. On donne dans cette section des théorémes pour les intégrales du type :
+00

f (1) dt. Mais tous les résultats énoncés ci-apres restent valables pour les intégrales du type :

b +00 b
f fdtet f f(ndt, f f (t) dt. Entrainez-vous a les écrire!
-0 -0 a

Théoréme 7.7 (@Llnearlte )e
Si f fdtet g (t)dt convergent alors :

+66
Y (a, B) € R?, f af (t)+ g (t)dt converge et l'intégration est linéaire :
a

+00 +00 +00
Y (a, B) € R?, f af(t)+,6g(t)dt:af f(t)dt+,6f g(ndt.
a a a

+00

+00
Remarque. On ne peut écrire V(a, ﬁ)e[RZZ f af (H+pgdt=a f(t)dt+,6f gndt

que ssiles deux intégrales de droite convergent, et pas seulement si l’1ntegrale de gauche converge!

Remarque.

Le plus simple est de revenir a I'intégrale partielle pour laquelle il n’y a pas de probléme de conver-
gence.

Sinon, il faut d’abord prouver la convergence de chaque morceau avant d’opérer.

Théoreme 7.8 (#4:Relation de Chasles).

Soit f une fonction continue sur [a,+oo|, et un réel b de [a, +oo].
+00 +00

+00 b
Si f (t)dt converge alors f(t)dt:f fmde+ fdze.
a b

a a

Théoreme 7.9 (#Positivité).
Soit f une fonction continue et positive sur [a, +ool.
+00

o Si f()dt converge et si [ nlest pas identiquement nulle sur [a,+oo| alors

a
+00

fde>o.

a

. Sif f ) dt =0, alors f estidentiquement nulle sur [a, +oo|.
a

Théoreme 7.10.
Soit f une fonction continue et positive sur [a, +ool.
+00

X

Lintégrale f f(t)dt converge si et seulement si la fonction x — f f(o)dt est majorée sur
a a

[a, +ool.
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7.6 Calcul des intégrales impropres ECG 2eme année

Remarque.
a
De méme si f est continue et positive sur | — oo, al, Lintégrale f f (t)dt converge si et seulement
—00

a
si la fonction x — f f(t)dt est majorée sur | — oo, al.
X

Théoreme 7.11 (#Croissance de I'intégration).

Soient f et g deux fonctions continues sur [a, +ool.
+00 +00

Si fdtet g (1) dt convergent et que f (t) < g (t) sur[a,+oo[ alors :
a a
+00 +00

fmdr< g(ndt.

a

7.6 Calcul des intégrales impropres

Théoréme 7.12 (Intégration par parties et changement de variables ).

On ne procéde pas a une intégration par parties ou a un changement de variable, directement dans
une intégrale impropre!!

On revient a l'intégrale partielle, ie on se ramene a une intégrale définie sur un segment et on passe
ensuite a la limite.

EXERCICE 7.6.

% In ()

d.

1. Calculer f
1

+00 (t—l)n

h+2 dt.

2. Calculer pour n entier naturel, f
1

Remarque.
Le changement de variable u = — conduit aux deux résultats utiles suivants :
1.
Théoreme7.13 (@Parité)+.
(e.9]
Si f est paire et si f f(t)dt converge alors par changement de variable u = —t,
+00 0
f f(t)dt convergeet:
~$o0 +00
f(t)dtzzf fdr.
—00 0
146
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ECG 2eme année 7.6 Calcul des intégrales impropres

Théoréeme7.14 (“Imparité).

+00
Si [ est impaire et si f(t)dt converge alors par changement de variable u = —t,
0
+00 +00
f fdte convergeet:f fdt=0.

EXERCICE 7.7 (# Calcul changement de variables).

1 ,-1/t

Calculer f dt. (poser u=11/t)
0

l—2
EXERCICE 7.8.

+00

Nature de f e_t2 dt.

—00

Définition 7.6 (“:Convergence absolue).
+00

+00
Si f | f() | dt converge on dit que f(t)dt converge absolument.
a

a

Théoréme 7.15 (#Convergence absolue).
Toute intégrale absolument convergente est convergente.
Attention la réciproque est fausse!

Remarque.
Ce théoreme permet d’appliquer les criteres de comparaison précédents a des fonctions au signe
changeant.

Théoreme 7.16 (#Inégalité triangulaire).
+00
Si f est continue (ou continue par morceaux) sur [a,+ool[ et si l'intégrale f f(t)dt converge
a

absolument, alors :

+00 +00
| f(t)dtlsf |f(0]az.

Remarque.
Tous les résultats énoncés ci-dessus restent valables pour les intégrales du type :

b +00 b
f fdtet fdtet f f (t)dt. Entrainez-vous a les écrire!
—00 - a

(o.0]
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7.7 Applications ECG 2eme année

7.7 Applications

Parmi les applications du calcul intégral, il y a : - 'étude de fonction définie par une intégrale.

-[Le retour de la série :] Si f est positive continue ou continue par morceaux et décroissante, alors
+00

la série : Z f (k) etl'intégrale impropre en +oo: f (t)dt sont de méme nature.
k=0 0
L'avantage d’étudier la convergence de I'intégrale plutot que celle de la série est que ’on a plus de

primitives et que 'on peut y faire des intégrations par parties.

-I’étude de la nature de suites de la forme : u;, = Z flk) - f fdt.

EXERCICE 7.9.

Soit a un réel positif et f une fonction continue, positive et décroissante sur [a; +oo[, de limite 0 en
+00.

+00
1. Montrer que ) f(n) et f f(t)dt sont de méme nature.
a

?

2. Quelle est la nature de la série : Z
nlnn

EXERCICE 7.10 (#Nature d’'une suite).

+00o 1
1. Justifier que f ;d t diverge.
1

2. Nature de la suite (u,) définie pour tout entier naturel non nul par :
n

1
Up= Y %—lnn.
k=1
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Feuille d’exercices n°7

+00 1

dt.

1. Nature de I :f
2 t—1

1

dt.
Vi+t

1
2. Naturede J = f
0

+00 1
1. Naturede I; = f Z—dt.
1 “+1
+00 et

2. Naturede I, = f ——dt.
2 0 t+ et

L1+t
3. Nature de Ing 5 v
0o “+t

2

dt.

1-et

dt.

4. Naturede I, = f
0

+00

1. Nature de P = f Beldr.
0

Unt
2. Nature de A = —dt.

0 Vit

to  3+Int
3. Naturede F = _—
1 t+ 24283
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7.7 Applications

ECG 2eme année

Exercice 4.

'nt+3

Vi

Etudier la nature de I'intégrale suivante : I = f
0

Exercice 5.

+00 1

1. Nature de[ 5 dt
2 tIn“ (1)

1/2

2. Nature de f dt
0 tin(1r)

Exercice 6.

+00 e—t
1. Etudierla nature de C = —dt.

0oVt

+ooet

2. Etudierla naturede D = f
oo 241

3. Soit f la fonction définie par
1
— si x|=2
fix—{ x? ol
0 sinon

+00
Etudier la nature de I'intégrale f fx)dx.
—o0

Exercice 7.
Etudier la nature de :

+00

1. F:f e W dx.
—00
+00 2

2. G:f Be ¥ dx.

o0

Exercice 8.
Montrer que les intégrales convergent et les calculer :

+o0o 1
AR
1 t(r+1)

+00 5
2. I:f te”Vdt.
0

3. K= f x2e **dx.

+00 ln
4. M= f —d t. (Penser a une IPP)

5 N= f Be* dx. (Penser a une IPP)
0

1 Int .
6. O= f dt. (Penser a une IPP)
o (3+1)?

150
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ECG 2eme année 7.7 Applications

\/_

+oo o=t
8. Q= f d t. (Penser a un changement de variable u = V1)

7. P=

dt. (Penser a un changement de variable affine)

Exercice 9. Encadrer une integrale

Soit f la fonction définie sur R} par f(¢) =

+00
1. Montrer que I = f f(x)dx converge.
0

2. Prouverque I = 1.

Exercice 10. EDHEC 2008

Partie 1 : préliminaires

1. Soit f une fonction de classe C! sur [0,1]. On se propose, dans cette question, de démontrer
un résultat classique sur les sommes de Riemann associées a cette fonction.

(a) Montrer qu'il existe un réel M strictement positif tel que, pour tout couple (x, y) d’élé-
mentsde [0,1]ona: |f(x)- f(y)| = M|x-y]|
k k
Jro-rG) =30

n

k k 1
(b) Endéduire que:VneN*, Vke [[0,n—1]], Vi€ [ il

(c) Montrer alors que: VneN*, Vke [[0,n—1]],

(k+1)/n 1 k
.ﬂ f(wdt—;f(;)

In

M

S_

2n?

(d) Ensommant larelation précédente, établir que: Vn e N*,

[ f(t)dt——Zf( |E

<M
= 2n

(e) Conclure finalement que — Z f ( ) f fdt.

2. Pour tout couple (p, q) d’entiers naturels, on pose I (p, q) = f, x” (1-x)7dx

(a) Montrerque:V(p,q) eNxN, I(p,q):%l(r)+1,q—1)-

p!q!
(p+q)

(b) Endéduire que:V(p,q)eNxN, I(p,q) = I(p+q,0).

Ig!
(c) Déterminer! (p + g,0) et montrer finalement que: ¥ (p, g) e NxN*, I (p,q) = T
(p+q+1)!
3. Informatique.

Compléter la déclaration récursive suivante afin qu’elle permette le calcul de I (p, q) :

import numpy as np
def u(p,q):
if q ==
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7.7 Applications ECG 2eme année

else

return i

Exercice 11. [ EDHEC 2004
+00 1
Le but de cet exercice est de calculer lim _
n—+oo Jo 1+t+1¢t"
1 1 L |
Pour tout n de N, on pose u,, = f ———dteton a, en particulier, ©y = f —dt
o 1+t+1" 0 2+t

[—

. Pour tout n de N, justifier I'existence de u,,.

\S)

. Calculer ug et u;.
(a) Montrer que la suite (u,) est croissante.
(b) Montrerque:VneN, u, <In(2)
(c) En déduire que la suite (u,) est convergente.

4. (a) Pourtout n deN, écrire In (2) — u, sous la forme d'une intégrale.
1
(b) En déduire que:VneN,In(2)—u, < 1
n
(c) Donner la limite de la suite (u,,)

1

+00
5. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on pose v, = f —_—
1 1+1+ 17

(a) Justifier la convergence de I'intégrale définissant v,,.

1
(b) Montrerque:Vn=2,0<v, < —

1

(c) En déduire 11m Un, puis donner la valeur de h f _
—+o0 1+t+1"

Exercice 12. EDHEC 2003

1

. PPN . . . ex
On note f la fonction définie, pour tout réel x strictement positif, par : f (x) = —.
x

1. (a) Pourtoutentier naturel nsupérieur ou égal a 1, montrer que 'intégrale [,, = f fx)dx
n

est convergente et exprimer I, en fonction de n.
1
(b) En déduire que I,, ~ —.
+oon
2. Montrer que la série de terme général u,, = f (n) est convergente.

k+1
3. (a) Etablirque: VkeN*, flk+1) < f)dx < f (k).
k

(b) En sommant soigneusement cette derniere inégalité, montrer que::
VneN, Z up < Z U +
k=n+1 k n+1
(c) Déduire des questions précédentes un équivalent simple, lorsque n est au voisinage de
1
+00 L%
ek

+00, de Z 2
k=n+1
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Exercice 13. [ECRICOME 2006
Pour tout entier naturel n, on définit la fonction f;, de la variable réelle x par :

2
fn (%) = x"exp (—?)
. 1 1 -
1. Justifier que f;, (x) est négligeable devant ) au voisinage de +oo.
+00
2. Prouver la convergence de I'intégrale f fn(x)dx
0

+00
3. Onpose I, :f fn(x)dx
0

(a) Al'aide d'une intégration par parties portant sur des intégrales définies sur le segment
[0, A] avec A = 0, prouver que pour tout entier naturel 7 :

Inwo=(n+1)1I,

(b) En utilisant la loi normale centrée réduite, justifier que :
L= |7
T V2

(c) Donner la valeur de I;.(voir preuve dans chap 12)

(voir preuve dans chap 12)

(d) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel 7 :

3 7T (2n)!
bon = 2 2np)
L1 = 2"n!

Exercice 14. ECRICOME 2012

Partie I. Etude d’une fonction f.
On consideére la fonction définie sur 'ensemble des réels positifs par :

l1-e™*

six>0

fx)=
fo)=1
1. Ecrire le développementlimité de f (x) 'ordre 2, au voisinage de 0 En déduire que f est conti-
nue sur [0, +o0o[.
2. Montrer que f est dérivable en 0 et donner la valeur de f' (0).

3. Justifier la dérivabilité de f surl'intervalle ]0, +oo[ puis déterminer la fonction ¢ telle que :

@ (x)

Vx>0 f'(x)= >
X

4. Etudier les variations de ¢. En déduire le tableau de variation f qui sera complété par la limite
de f en +oo.
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Partie II. Etude d’une suite.

On introduit la suite (u,) ,,en+ définie par :

* ne_
VneN un:f du
o 1+u

1. Démontrer que pour tout entier naturel » non nul :

u
n

1
u,=-Inn+1)
e

Donner la limite de la suite (1) ;,en -

1
2. Prouver l'existence de I'intégrale f f(x)dx.
0

3. Utiliser un changement de variable affine pour montrer que, pour tout entier naturel » non
nul:

no1 1
Osf du—unsf fx)dx
0 0

1+u

4. Donner alors un équivalent simple de u, lorsque 7 tend vers +oo.

Exercice 15. EML 1996
1

oindent Pour tout entier naturel 7, on note I, = f x"e *dx
0

1

n+1
(b) En déduire que la suite (I,;) converge et donner sa limite.

1. (a) Montrerque:VneN 0<1I,=

2. Alaide d'une intégration par parties, établir que

1 I
VneN I,= 4
(n+le n+1
Ly 1 1
3. (a) Endéduire que VneN 0<1I, <

C(ntle” (n+1)(n+2)
(b) Trouver un équivalent simple de I,, quand n tend vers +oco.

Exercice 16. ' HEC 2014
Partie I. Un équivalent d’'une intégrale

1. Soit N la fonction définie sur l'intervalle [0, 1[, a valeurs réelles, telle que :
Nx=x*-2x-2(1-x)In(1-x).
(a) Montrer que la fonction N est de classe C Lsur [0, 1].
(b) Montrer que pour tout x € [0,1[,ona:In(l1 -x) < —x.

(c) On note N’ la fonction dérivée de la fonction N. Montrer que pour tout x € [0,1[, on a
N'(x)=<0.

(d) En déduire pour tout x € [0, 1[, un encadrement de N (x).

x+In(1-x)

2. Soit flafonction définie sur l'intervalle ]0, 1[, a valeurs réelles, telle que : f (x) = -2 5
X
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(a) Rappelerle développement limité en 0 a I'ordre 2 de In(1 — x)

(b) Calculer liII(l) f (x). En déduire que la fonction f est prolongeable par continuité en 0.
X—

On note encore f la fonction ainsi prolongée.
(c) Sousréserve d’existence, on note f’ la fonction dérivée de f.

N (x)
x3(1-x)
(d) Dresser le tableau de variation de la fonction f sur [0, 1].
En déduire que f réalise une bijection strictement croissante de [0, 1[ dans [1, 4+ocol.

Montrer que pour tout x €]0,1[, ona: f’ (x)=-

3. On pose pour tout n € N* et pour tout x € [0, 1] : g, (x) = exp (—”szf (x)) .

(a) Etablirla convergence de I'intégrale f gn (x)dx. On pose alors pour tout ne N* :
0

1
I, :fo gn(x)dx.

(b) Montrer que pour tout x € [0,1[,on a:
0<gn(x)<exp (—%

(c) Endéduire I'encadrement (on fera un changement de variable ¢ = y/nx) :

oszns@@(ﬁ)—%)
avec @ (v/n)—3 = \/_f

(d) Montrer que pour tout n e N*, on a:
quep

2
exp(——)dt

0<I;=./ % (on admettra que la fonction ® est majorée par 1).

4. Soit (vy) ,en+ 1a suite réelle définie par : pour tout n € N*, v, = m
(a) Montrer que pour tout € N*,ona:0< v, <1.

(b) On pose pour tout n € N* : w, = f (vy). Etablir la convergence de la suite (wpy) yen-;
déterminer sa limite.

(c) Etablir pour tout 7 € N* les inégalités suivantes :

Un Un 2
I, 2/ gn(x) dxzf exp(—ﬂ wn) dx
0 0 2

Uny/nwy u2
\/Wf exp (——) du.
n

(d) Etablir pour tout n € N*, 'encadrement : \/Lw_n (@ (vny/nwn)-3) <1, < 1. (on s'ai-
dera de 3c)
(e) Endéduire un équivalent de I, lorsque n tend vers +oo (on admettra que lirP d(x)=1).
X—+00

Exercice 17. HEC 2000

1. Montrer que, pour tout nombre réel x > 0 et tout entier naturel k, I'intégrale
o0 t—k e—xt
[T
1 1+

Pour quelles valeurs de 'entier k cette intégralle est-elle aussi convergente pour x =07

est convergente.
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—-Xt

1+ t5dt'

(o.0]
2. On se propose d’étudier la fonction F définie, pour x = 0, par F (x) = f

Montrer que F est une fonction strictement positive, décroissante et que

lim F(x)=0
X—+00

3. (a) Montrer que, pour toutréel t =0, toutréel x =0 et toutréel h=0,0na:

t2h?

< _e—tx

‘e—t(x+h) _e—tx_l_ th e—tx

(b) Montrer de méme que, pour toutréel £ =0, toutréel x =0 et toutréel h<0,ona:

> h?
‘e—t(x+h) —e Xyt h e 1| < e—t(x+h)

(c) Endéduire que pour toutréel x =0 et toutréel htelque x+ h=0,0ona:

te—xt h2 (o/¢] t2
< —
+t

F(x+h) -Fx)+h <
‘(“) (x)+f11 5 2 )1 1+65

(d) Montrer enfin que la fonction F est dérivable sur[0, +oo[ et donner une expression de sa

fonction dérivée F'.
o0 t2 e—xt

4. Montrer de méme que F’ est dérivable sur [0, +oo[ et que F"(x) = f T

5. On se propose de montrer que la fonction In(F) est convexe.

(a) Montrer que si a, b et ¢ sont trois nombres réels tels que, pour tout réel A, on ait 'inéga-
lité : aA? +2bA + ¢ = 0, alors, nécessairement, ac — b? = 0.

(b) En déduire que la fonction In(F) est une fonction convexe.
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