Exercices PCSI L.
E Bouchet Calcul de primitives

Exercice 1 (%). Aprés avoir justifié leur existence (ou éventuellement avoir déterminé pour quels x € R elles
étaient définies), calculer les intégrales suivantes.

11212 = 3)dt 2. [, (25 +1)4ds 3. Jo e 4. [2Vu Tdu
5. f2m 25(s® +1)°ds 6. fo cos(2t) sin® (2t)dt 7. f1+2x In( “)d

Exercice 2 (). Aprés avoir justifié leur existence (ou éventuellement avoir déterminé pour quels x € R elles
étaient définies), calculer les intégrales suivantes.

1. [* sin(3t)d 2. cos( L) ds 3. [ cos®(t)dt 4. fog sin?(5u)du
5. ff; e3tdt 6. fo e(2i=5)t gy 7. [7se?"ds

Exercice 3 (%). Aprés avoir justifié leur existence (ou éventuellement avoir déterminé pour quels z € R elles
étaient définies), calculer les intégrales suivantes.

1 r 1 r 1 2ut1
L. f3 t+2dt 2. f 5 t+2dt 3. f Eris Qed 4. f 1 1+Z+u2
x
5f tan(t 6flm 7f17€5md5
Exercice 4 (%). Etudier le sens de variation de la fonction g définie pour tout réel = par g(z _2 5 +11 du.

Exercice 5 (%). En procédant par intégration par parties, déterminer une primitive de chacune des fonctions
suivantes, en précisant I'intervalle de validité de la primitive calculée.

1. f1:twstsin(t) 2. fo it tin(t) 3. fz:t—tZe?
4. fy:t— arctan(t) 5. fs i t > tsin(t) cos(2t)

Exercice 6 (%). Calculer les intégrales suivantes en effectuant le changement de variable proposé :

1. M= f%% cos(z) sin?(z)dr  (u = sin(x)) fl L ‘“ (u=+t+1)

Exercice 7 (%). En utilisant des changements de variables, déterminer une primitive de chacune des fonctions
suivantes, en précisant I'intervalle de validité de la primitive calculée.

2 Sin 0S
Lofiite= 25 2. fait— 3. 31t Gp 4. fu: tﬁw

Exercice 8 (¥%). Soit f une fonction continue sur R.
1. Soit a € R%.. Si f est impaire sur [—a, a], que peut-on dire de ffa f(x)dx ? Prouvez-le.
2. Méme question si f est paire.

3. Soit T' € R%.. Si f est T-périodique sur R et (a,b) € R?, que peut-on dire de ffj__g f(t)dt ? Prouvez-le.

Exercice 9 (%% ). Calculer I'intégrale I = f14 IL(_EQ) dz en posant le changement de variable ¢ = %.

Exercice 10 (%%). En utilisant des changements de variables, déterminer une primitive de chacune des
fonctions suivantes, en précisant 'intervalle de validité de la primitive calculée.

t 2 .
1. g1 :t»—)% 2. g2:tH(17:W 3. g3 : t — arcsin®(t)

Indication : pour ga, poser t = sin(s).

Exercice 11 (%). Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes, en précisant U'intervalle de
validité de la primitive calculée.

1. f1:t+> cos(t)e™? 2. fo:t > sin(2t)e 3. f3:t s sin?(t)e!

Exercice 12 (*) Déterminer une primitive (intervalle(s) de validité a préciser) de :

L fite 3. bt StEL

2. 9: t'_>2t+1 2+1

2t+1

Exercice 13 (*) Déterminer une primitive (intervalle(s ) de validité a préciser) de :
2. Y t—
9. Vit

1. p:t—
4. u:t—

3. pit—

t2— 2t 3 2t2 — 3t 2 4t2+4t+1

1

1
t2—4t+5 21



Exercice 14 (%%). Soit p € N*,a € R} et z € R. A quelle condition les intégrales suivantes sont-elles définies,
et que valent-elles ?

1. [7(1— pt)sin(pt)dt 2. [7(t +x)Pdt 3. [} Syds 4. [T, e

5. foep In(1 + r2)dr 6. ff 7t+tdﬁl(t) 7. ffit p — t2dt 8. flw ln(ﬁgz)du
2 T, "

9. Sfffspz 10. [;7 sin(2t)esn(dy

Exercice 15 (%% %). Soit f : R — R continue, non identiquement nulle et vérifiant pour tous z, y réels,
f(x+y) = f(z)f(y). Montrer que f est de classe C'* sur R.

Exercice 16 (Type DS). Pour tout couple d’entiers (p,q) € N2, on note I(p,q) = fol tP(1 — t)%dt.

1. Pour tout (p,q) € N?, justifier I'existence de I(p, q). Calculer 1(0,0), I(1,0) et I(1,1).

A Tl'aide d’un changement de variable, montrer que Y(p, q) € N2, I(p,q) = I(q,p).

Pour tout p € N, déterminer I(p, 0).

A Tl'aide d’une intégration par parties, montrer que ¥(p,q) € N2, I(p,q+1) = Z%I(p +1,q9).
Déduire des deux questions précédentes la valeur pour p € N de I(p, 1), puis celle de I(p,2).

plq!
(p+g+1)!"

Soit (p,q) € N2. En déduire la valeur de l'intégrale J(p,q) = fog sin??t1(6) cos?1+1(0)d6.

Indication : poser le changement de variable t = sin®(6).

Montrer par récurrence que pour tout (p,q) € N2, I(p,q) =

N i



