Variables aléatoires discrétes

7 |-

FEUI

Lois de variables aléatoires finies

EXERCICE 1: [Indications| [Correction| — Cours —On lance un dé et on note X

le numéro obtenu. Déterminer la loi de Y = (X — 2)? et de Z = ainsi que

X+1
leur fonction de répartition.

EXERCICE 2: — Mobiliser —
L’arracheur de dents arrache les dents de ses patients au hasard. Les clients ont
une dent malade parmi les 32 qu’ils possédent avant l'intervention des tenailles
du praticien. On considére les 10 premiers patients, en notant X le nombre de
dents malades extraites & bon escient, sachant qu’il ne retire qu’une seule dent par
personne.
1. Déterminer la loi de la variable X. Calculer la probabilité pour qu’aucun de
ces patients n’y laisse la dent malade.
2. Combien doit-il traiter de personnes pour extraire au moins une dent malade
avec une probabilité supérieure & 0,6 7
3. Le dernier client se laisse arracher les dents une a une tant que la dent n’a
pas été extraite. On note Y le nombre de dents saines que ce malheureux voit
tomber.
a) Déterminer la loi de probabilité de Y.
b) Quelle est la probabilité pour qu’il reparte entiérement édenté.
c) Calculer E[Y].

Indications Correction
|

EXERCICE 3: |[Indications| [Correction| - Calculer — Soit X une variable aléa-
toire réelle finie suivant la loi uniforme sur [—n,n] (n € N). Déterminer les moments
d’ordre 1,2 et 3 de X.

EXERCICE 4: |[Indications| [Correction| — Chercher — Calculer —
1. Soit n € N et X une v.a. telle que X (Q) C {0,1,...,n}. Montrer que

B(X) = ip(x > k).
k=1

2. On effectue trois tirages d’une boule avec remise dans une urne contenant
n boules numérotées de 1 & n (n > 3). Soit X le plus petit numéro obtenu.
Déterminer la loi et ’espérance de X .

n 2
(On pourra se servir de [’égalité kzl k3 = (%) )

‘ Lois de variables aléatoires discrétes

EXERCICE 5: |[Indications| [Correction| - Cours — Chercher —
Un automobiliste doit dévisser dans le brouillard les boulons d’une roue de sa voi-
ture. Il utilise une croix dont les quatre extrémités sont des clefs de taille différente
indiscernables au toucher.
1. S’il procéde au hasard, sans méthode.
a) Déterminer la probabilité de devoir faire n essais pour trouver la bonne
clef.
b) Calculer le nombre moyen d’essais nécessaires pour trouver la clef, puis
la variance associée.
2. S’il procéde au hasard, en éliminant les extrémités déja testées. On note Y la
variable aléatoire égale au nombre d’essais. Etablir la loi de Y, ainsi que son
espérance et sa variance.

EXERCICE 6: [Indications| [Correction| — Cours — Calculer —

Guy part en voyage pour une longue période avec une amie, mais il est distrait :

quand il s’arréte pour prendre de l'essence, il y a une chance sur cinq pour qu’il

reparte sans sa passagére, descendue pour visiter les toilettes... Elle est bien dans la

voiture au départ du voyage. Soit X la variable aléatoire égale au nombre d’étapes

(s’arreter pour prendre de l'essence) que Guy parcourt jusqu’a oublier sa passagére.

Une fois oubliée, il ne fait pas demi tour.

1. Etablir la loi de probabilité de X. Calculer E[X] et o(X).

2. Déterminer la fonction de répartition de X.

3.  Quel est le nombre maximum d’étapes que peut comporter le voyage pour que
la passagére arrive a destination dans la voiture de Guy avec une probabilité
supérieure & 0,67
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EXERCICE 7: [Indications| [Correction| - Cours — Mobiliser — EXERCICE 11: [Indications| [Correction| Caractérisation d'une loi de Poisson —

On estime dans ce probléme, que le nombre K de kilométres complets qu’un enfant Calculer
de cinq ans accepte de parcourir sur son vélo avant de le laisser sur place suit une Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N, telle que pour tout n € N
loi de Poisson de moyenne 2. pn = P(X = n) > 0. Montrer que pour tout A > 0 les deux propriétés sui-
(Pour exemple : pour 800m parcourus, on a K = 0. Si Uenfant parcourt 1,2km, on vantes sont équivalentes :
a K =1, ete... De plus, une fois descendu, Uenfant ne remonte pas sur son vélo.) 1. X suit la loi de Poisson de paramétre .
7 péres de famille naifs accompagnent leurs rejetons de cinq ans, chevauchent fie- 2. pour tout n > 1 on a, Pn_ _ Z.
rement leur VI'T, dans un périple dominical (nécessairement entamé) autour du Pn—1 M
lac Kir qui fait exactement 3km. . .
d * EXERCICE 12: |Indications| [Correction| - Calculer — Chercher — *

1. Calculer 1 babilité d bambins de fai i t
C;HC;:E d: 1220 ADTIRE POUL tit (e €65 bambliis de Jalre atl MOs ui tout Soit X une variable aléatoire de loi G(p) ou p €]0,1[ et @ € R. Déterminer les cas

, _ . ,
Sachant que ceux-ci n’ont le temps de faire quun tour, soit X le nombre de ces d'existence de B (e aX) en fonction de g =1 —p et la calculer en cas d’existence.
péres inconscients qui vont peut étre terminer la grande boucle en portant le vélo EXERCICE 13:  [Indications| [Correction| — Caleuler —
de leur enfan.t. . 1. Déterminer « tel qu’il existe une variable aléatoire X de loi définie par
2. Déterminer la loi de X, calculer E[X] et o(X).

3. Calculer la probabilite P(X < E[X]). P(X =n) = o Vn € N*.
n(n+1)

EXERCICE 8: |[Indications| [Correction| - Chercher — Calculer — Cours — Chez

9 . [
les rois fainéants, les mariages consanguins ont développé un risque de stérilité. 2. Montrer que 'espérance de X n’existe pas.

A partir de Clothaire III, on note X le nombre de générations précédant 1'extinc-

. . S o . ) EXERCICE 14: |Indications| [Correction| - Cours — Calculer —
tion de la dynastie par stérilité. (par exemple, on a X = 0 si Clothaire n’a pas 1 Dét . tel auil exist iable aléatoire X de loi défini
de descendant.) La loi de probabilité de la variable aléatoire X vérifie la propriété ) © ermm(e_rl)? ¢ qu . exste une vatable aleatoure © ‘o1 deliie par
suivante : P (X =75 ) = CES Vn € N définisse une loi de probabilité.
n !

3p 1‘( == + 2 = 41) X = —|— I — X — v 2' Dé teIlllllleI ]E /‘( .
E::EILCICE 15- hldl( a 1()115] l(/(,) eCl10 - Ca,lculer —

L. Déterminer la loi de X. On considére une variable X aléatoire de loi définie par

2. En déduire la probabilité pour que Clothaire III soit stérile.
3. Calculer E[X] et o(X). 4

PX=n=———"-—+ Vn € N*.
n(n+1)(n+2)
EXERCICE 9: |[Indications| [Correction| - Calculer — *
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N*, de loi géométrique G(1 — 6), avec 1. Vérifier que X est bien définie.
0 €]0;1]. 2.  Calculer 'espérance de X.
Pour ng € N*, on pose Y = min{ng, X} Z = max{ng, X }
1. Déterminer la loi de Y. EXERCICE 16: [Indications| [Correction| - Chercher — Calculer — *
2.  Déterminer la loi de Z. Soit X une v.a. discréte telle que Supp(X) C N.
1. Montrer que pour tout n € N*,
EXERCICE 10: |Indications| [Correction| - Calculer — Déterminer l'espérance et n n
la variance de Y = (—1)% lorsque X suit une loi de Poisson de paramétre A > 0. Z EP(X =k)+nP(X >2n+1)= Z P(X > k)
En déduire la loi de Y. k=1 k=1

Montrer que si X admet une espérance alors 111;1_1 nP(X 2n+1)=0.
n—-+0o0

En déduire que X admet une espérance <= la série ) (P(X > k)),cy
converge.

+ o0
4. Montrer que dans ce cas E(X) = Z P(X > k).
k=1
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EXERCICE 17: |[Indications| [Correction| — Chercher — (ENS) Soit X une v.a.
discréte sur 2 admettant une espérance. On note Supp(X) = {zx, k € K} ot les zy,
sont deux a deux distincts ou nuls, et VA € P(Q) E(X | A) = Z xp Pa(X = xy).

keK
Soit {B,,, n € N} un systéme complet d’événements. Montrer que

E(X) =) P(B.)E(X | B,).
n=1
(On admettra que les sommes de sommes qui interviendront sont interchangeables)

PROBLEME : [Indications| [Correction| Fonctions génératrices (partie | d'un sujet
d’écrit de concours)
Dans ce probléme, n désigne un entier naturel non nul.
On considére une variable aléatoire X prenant ses valeurs dans N et on appelle
"fonction génératrice de X" la fonction G définie par :

+oo
G(t) =) p(X =k)t*
k=0

dont le domaine de définition D est celui de la convergence de la série > p(X =
neN

n)t".

1. On suppose dans cette question que X suit une loi géométrique de paramétre
p €]0,1[.
a) Déterminer le domaine de définition D de G.
b) Soit t € D. Exprimer G(t) a 'aide de p sans le signe Y et en simplifiant

au maximum l’expression.

2. Déterminer de méme de domaine de définition et la formule dans le cas ou X
suit cette fois-ci une loi de Poisson de parameétre .

3. Montrer que 1 € D quelquesoit la variable X prenant ses valeurs dans N et
déterminer G(1).

4. Dans cette question, on suppose que X prend des valeurs dans 1’ensemble
[1,n] pour n € N* fixé. Dans ce cas, on a D =R et

a) Exprimer l'espérance de X a Paide de la fonction G’. en justifiant son
existence.
b) Etablir la relation :

V(X)) =6"(1) +G'(1) - (G'(1)?

Indications

Exercice 1  |Correction]
Se ramener & X.

Exercice 8  |Correction]
1. Une fois déterminé la formule issue d’une suite linéaire d’ordre 2 bien choisie,
on trouvera les inconnues en se souvenant que p est une loi de probabilité
discréte.

Exercice 10 [Correction]
pour le calcul de I'espérance : thm de transfert par exemple

Exercice 15 [Correction]

4 1 t g
1. Déterminer a, b, ¢ tels que ———— = ¢ + ! + ‘
nn+1)(n+2) n n+l n+2
4 a b

2. Déterminer a, b tels que = +
( “ v m+1)(n+2) n+l1 n+2
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Exercice 1

. Loide Y = (X —2)?:

Tout d’abord, on observe que comme supp(X) = {1,...,6}, on obtient
Supp(Y) = {0,1,2?,3% 4%}
On a que pour tout k € Supp(Y),

PY =k =P(X-2=VE)U(X-2=—VE)=P(X =2-VE)U(X =2+ Vk))

sik=1
sik#1

D’ou la fonction de répartition

sit <0
si0<t<1
sil0<t<4
sid<t<9
si9<t<16
sit>1

w0 o=

<
<

!
>~<
—
—
N~—
I
= aloolk olwwi—= O

6

1
[ LOldeZ:m

Tout d’abord, on observe que comme supp(X) = {1,...,6}, on obtient

1 11 1

On a que pour tout k = %ﬂ € Supp(Z),

La loi de Z est donc uniforme sur { 5[z € {0,1}}.

VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

Solutions

D’ou la fonction de répartition

1

0 Sit<§
1 21 1
& Sl7gt<g
2 -1 1

Y 3 silgt< !
6 5 4
etc...
1 sit> 3

Exercice 2
1.

1
X 10, —
~ B(10, =)

La probabilité pour qu’aucun patient n’y laisse sa dent malade est de

110
PQEJDz(i) ~0,73

2. Ici, on introduit la variable aléatoire X,, qui est la généralisation de X a n
personnes au lieu de 10. Alors

1
X il
n~ B(n, 32)
On cherche n tel que

ie p(X, =0)<0,4,ie.

31\"
— 0,4
D’ou

n > 29

3. a) On peut modéliser ceci de la maniére suivante :

On numérote ’ensemble de toutes les dents et on peut supposer que la

dent malade porte le numéro 1.

Une liste représente l'ordre dans lequel le dentiste arrache les dents.

Chaque liste est équiprobable. Ainsi, Y = k représente le choix de n’im-

porte quelle liste ayant 1 en k + 1°™¢ position.

D’ou 1

p(Y =k) = 32

b) Le fait de repartir édenté correspond a 'évévement Y = 31

Vk € [0; 31]
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¢) Y suivant une loi uniforme sur {0,1,...,31}, on a
1
E[Y] = 3
2
Exercice 3
- 1 - 2 & 2 nn+1)
FElX| = kp(X = k) = k| = k = IS
Xl = D kol )=t 2 M= g k= s
k=—n k=—n k=1
D’out
1
E|X| = n(n+1)
2n+1
- 2 = 2 nn+1)2n+1)
E|X|? = Ep(X =k) = k? = D’ou
X1 AZ; P =h) 2n+1g; 2+ 1 6 ot
1
E|X|2 _ n(n+1)
3
n n
2 2 ni(n+1)2?
E|X|® = Z ‘k|3p(X=k):2n+lzk3:2n+1 4 Do
k=—n k=1
2 1 2
E|X| = n*(n+1)
2(2n + 1)

Exercice 4

n

1.  On peut raisonner directement ou utiliser que X = Z Tix>r)

2. X(Q)={l,..n}etVkeN, P(X=k)
(n—k+1)3 B (n—k)3
n3 n3

Exercice 5

1. a)

k=1
=PX>k+1)-PX >k =

o 5 - (221’

On note X le nombre d’essais nécessaires avant de trouver la bonne clef.

C’est le rang de premiére apparition de I’événement :"trouver la bonne

1
clé", dont la probabilité est 1 Ainsi,
X~6(3)
~ G(=
4

n—1
Dou p(X =n) = (i) i

1 1
b) OnsaitqueE[X]:foupzzetV(X):%ouqzl—p.D’ofl
b q
3/4
EX| =4 t = =12
A

k 1 2 3 4
I IEIEEEIEEE ESIRES LT,
i.e.
k 112314
r(V=K[3]z]1]3

Y suit une loi uniforme sur {1,2, 3,4}, d’ou espérance connue

_4+1

E[Y] = —

2,5.

Sa variance est HP et doit donc étre calculée. On obtient

421 155

12 12 4

V(Y)

Exercice 6

1.

2.

X est le rang de premiére apparition de 1’événement : "Guy perd sa passa-
gére", de probabilité 5 On a donc
1
X -
~0(3)
d’ou
1 4/5
E[X]=-—=5 =———=20 t X)=+v20
X]= 75 V= o et o(X)=V
k 1— qk 4 k
Si ke N, ona P(X < k) = Y ¢*'p = p zl_qkzl_(5>.
i=1 —q

Ainsi, si z € R, on a
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3. Soit n le nombre d’étapes que veut parcourir la passagére. Pour y arriver,
elle doit encore étre dans la voiture au n®™e arrét. Il s’agit de résoudre
p(X > n) > 0.6, ou dit autrement,

p(X <n—1)<04

On trouve 1006
no0.
—-1< ~ 2.2
" In0.4 8
et donc
n<3

Il peut donc y avoir

3 étapes au maximum

Exercice 7
1. On note Z la v.a. donnant le nombre de kilométres faits par 'enfant. L’hy-
pothése donne

P(Z>23)=1-P(Z<2)=1-(P(Z=0)+P(Z=1)+P(Z=2))
Or,
P(Z=0)+P(Z=1)+P(Z=2)=e2(1+2+2)=5¢e"2
D’ou

P(Z>3)=1-5e%~0.32

X ~ B(7,p) ot p = 5e 2

D’ou
E[X] = Tp = 352 ~ 4.74

o(X) = /Tpg = /7(1 — 5e=2)5e—2 ~ 1.53

3. On décompose le calcul :

Exercice 8

1.

N

La résolution de I’équation caractéristique donne

P(X =n) :)\—l-u(;)
Or,

+oo
> P(X=n)=1.
n=0

Or, par le calcul précédent

Y P(X=n)= (N+1)A+M7LZN;)(;)”

n=0 =

Le terme (N 4 1)\ est divergent quand N — +o0, sauf si A = 0 auquel cas,
N n

c’est la suite nulle. Le terme ). <3> est la somme partielle d’une série
n=0

géométrique. Ainsi, leur somme converge ssi A = 0.

Dans ce cas, on trouve aprés calcul

2
A=0 = -
=3
puis
2 /(1\"
PX=n)==|=
c=m=2(3)
On reconnait
2
X‘—>GN<3>

Cest P(X =0) = 2.
On peut utiliser les espérance et variance de Y, qui sont connues. D’ot

SR
o 13 3
S amE =1
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2. On a clairement Z une v.a.d. avec Supp(Z) = {ng,no + 1,...}. Soit k €

Exercice 9 Supp(Y), on a
1. On a clairement Y une v.a. finie avec Supp(Y) = {1,...,n0}.
Soit k& € Supp(Y), on a P(Y = k) = P(max{ng, X} = k)
P(Y =k) = P(min{ng, X} =k) Or,
* si k > ng,
Or, max{ng, X} =k & X=k
* si k < ng, D’ou
min{ng, X} =k & X=k P(Z=k) = P(min{ng, X} =k)
D’ou = P(X= ];3) .
P(Y=k) = P(min{no, X} =k) = (1-6)0"
~ Px=t) ek
= (1-0)¢ max{ng,X}=ny < X <ng
* si k:nm Dot :
min{ng, X} =k <& X >ng P(Z =ng) = P(max{ng, X} = no)
D’ou : = P;EX < no)
. = 1—6)p1
P(Y =ng) = P(min{ng, X} = no) -0
= P(X}no) — (1_0) %91671
“+o00
= X ([1-00""! 7= gno
k=no = (1-9)
too 1-6
= (1-0)Y gitno-t — 1_pmo
§=0
— (1- @)t 4‘2030 0i Finalement,
i=0
— 1—80 enoflj 1 — gno—1 P(Y—k') _ (1_0)0]671 Sikzno—l—l,...
= (1-9) 1—6 1= si k=ng
Finalement,

11—t sik=1,...,ng—1

PY=k)= {gnol Sk =y
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Exercice 10
° Eséprance :

Supp(Y) = {—1,1}. Y est une variable finie, son espérance existe donc.
De plus, par théoréme de transfert, on a

+oo

EY] = Y(-1'P(X =k)

k=0
/\+oo k)\k
= ey (D)
k=0 ’

“+o0 k
_— (=2)
- SR

k=0

— oA
D’ou
E[Y] =e 2

° Loi
On a

PY=1)+PY=-1)=1

PY=1)-PY=-1)=E}Y] =2
D’ou

1 —2X\ _,—2A
Supp(Y) = {~1,1}, P(Y =1)= 1 "° P(Y =-1)= 1"+

Exercice 11
La partie 1. = 2. est immédiate. (Il suffit de poser la formule et de simplifier...)
Pour 2. = 1. : On montre facilement par récurrence que

)\'V’L
Pn = ﬁpO
n!
Ensuite, pour montrer que pg = e~ *, il suffit de se souvenir que P est une proba-
+oo
bilité et que donec Y P(X =n) =1
k=0

Exercice 12
° Existence :

D’aprés le théoréme de transfert, l’espérance demandée existe ssi la série

3 e~ “*P(X = k) converge absolument. C’est une série & termes positifs, donc
k=1

elle converge absolument ssi elle converge.

Or,

Ze—akP(X — k) — Ze—akqu—l

k>1 n>1

Cette série converge ssi ge~* €]—1, 1|, c’est-a-dire, par positivité de g, ssi g € [0, e*|.
Or, comme ¢ € [0, 1], c’est est toujours le cas si e* > 1, i.e. @ > 0. En revanche, si
a<0,onae*<1,ily a alors une condition restrictive sur q.

Pour résumer :

E (e_aX) existe ssi "a > 07 ou "a < 0 et g <"

. Valeur :

On a dans les cas de convergence, comme la série est a termes positif, nous pou-
vons réutiliser la formule déja calculée ci-dessus et faire ensuite un changement de
variable t =n — 1 :

E(efaX) _ efapZ(efaq)kfl

I
)
|
o
hS
(]
—
®|
Q
()
=

D’ou en cas d’existence :

E (e = e pr

Exercice 13

+oo
1.  En utilisant > P(X =n) =1, on trouve

n=1
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2.

1
La série Y _ nP(X =n) =5 Tt diverge.
n

Exercice 14

1.
2.

-

+o0
En utilisant Y P(X =n) =1, on trouve |a =
n=0 .

o Existence de E[X] :

Etudions la convergence absolue de la série 2 (X = (71)11) :

nt2 P nt2
neN
(=" (=" 1
X = = _—
2 e =) O‘Z(n+2)!
neN neN

C’est une série exponentielle. Elle est donc convergente. (Sa valeur n’a pas
d’importance ici!) Ainsi, espérance de X existe.

e Valeur de E[X] :

& (=) oo (=1)* .
E[X] = oznZ::O 1 2)! =« <k2_:0 0 1+ 1) =ae " le.

1

ElX] = e(e—1)

Exercice 15

1.

On trouve

Les termes partent par élimination.
On trouve

a=4 ; b=-4

Les termes partent par élimination.X admet une espérance et F(X) = 2.

Exercice 16
1. Remarquons que :

pX21)= pX=0+ pX=2+ pX=3)+...+4 pX=n)+pX >=n+1)
p(X >2)= pX=2)+ pX=3)+...+4 p(X=n)+p(X >n+1)
p(X > 3) pX=3)+...4+ p(X=n)+p(X =2n+1)
p( >n): p(X =n)+pX >n+1)

En sommant par colonne, on obtient
N P(X>k)=)Y kP(X=k)+np(X >n+1)
k=1 k=1

2. Comme la série Y kP(X = k) est convergente, on sait que le reste tend vers

0:
o0
> kP(X=k)——0
n—+00
k=n+1
Or, on a
+oo I
0<nP(X >n+1) k_ZHnP(X k) < kglkp(x k) 0

3. La convergence de la partie de gauche est équivalente & celle de droite.
4. On applique la question 1 et 2.
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Exercice 17
Par définition, on sait que

E[X] =) axP(X =)
keK

Par systéme complet, pour tout k, on a
P(X =x) =Y Pp, (X =)P(By)
n=1

(En fait, comme le systéme est complet, la somme est en réalité une somme finie
qui ne contient qu’'un seul terme puisqu’il n’y a qu’un seul Pg_ (X = z}) non nul.)
En réinjectant, on a :

EX] = Y ax» Pp,(X =ux,)P(By)

keK n=1

= Y > awPp, (X =xx)P(By)
ke K n=1

— z Z IkPBn(X = xk)P(Bn)

n=1keK

= i P(B,) > xxPp, (X = )

n=1 keK

= Y P(B,)E(X | By)

3
—

10

Probléme

1.

> p(x

neN*

a)

Par formule de cours sur la loi géométrique, on sait que dans ce cas,
P(X=0)=0c¢et

=n)t" = Y p(l—pi

neN*
=y Y (- p)
neN*
= pt Z(t(l —p))¢ avec le changement d’indice i = n — 1
i€N

On reconnait une série géométrique dont on sait qu’elle est convergente

ssi
-1<t(l—-p)<1

ce qui, comme 1 — p > 0, est équivalent a

1 <t< 1
1—p 1—p

Le domaine de définition de G est donc

1 1
D=|-——1 ~
} 1p’1p[

Sur la domaine de convergence, les calculs précédents restent encore va-
lides et on a directement

+oo
G(t) = Zp(X =n)t"
n=1

+oo
= Pty (1 - p))
i=0

1
ti
P —p)

Ainsi,

1—-p'1—p (1-p)

— Feuille 7: Variables aléatoires discrétes —



Par formule de cours, on sait que dans ce cas,

Zp(X =n)t" = Z 67)\%15”

neN neN
- (A2)"
= € Z n!

neN

On reconnait une série exponentielle dont on sait qu’elle est toujours conver-
gente. Le domaine de définition de G est donc

et par calcul :
+oo
_ N "
oAt

Ainsi,

Si X < P(\), VteR, G(t)=eND

On note que pour t =1, on a
YopX =t = ) p(X =n)
neN neN

Or, on sait que cette série est convergente par o additivité, donc 1 € D et on
sait également de plus que par propriétés des probabilités,

“+o0
G =Y p(X =n)=1
n=0

11

a) G est une fonction C* car polynémiale. On a

n

G'(t) =Y p(X =k)kt*~!

k=1

De plus, comme X est une variable finie, on sait que son espérance existe
et on voit d’ailleurs que

b) Tout d’abord, on a

n

G"(t) =) p(X = k)k(k — 1)t*?

k=1
et donc .
G"(1) =Y p(X = k)k(k—1)
k=1

Par théoréme de transfert, on peut d’ailleurs voir que ceci correspond &

G"(1) =E[X(X —1)]
et par linéarité de ’espérance sur des variables finies :

G"(1) = E[X?] - E[X]

avec en parallele

D’ou
V(X) =G"(1) + E[X] -E[X]*.
N————
E[X?]

On sait également d’aprés la questioon précédente qur

D’ou finalement

V(X)=G"(1)+G'(1) — G'(1)*

— Feuille 7: Variables aléatoires discrétes —



