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Correction Concours blanc n°1 type EDHEC

Exercice 1. d’apres edhec2018S
1
ninn’
(a) Pour tout entier naturel k supérieur ou égal a 2, on a pour 0 < k < ¢ puis par croissance de la
fonction logarithme :
0 <Ink =<Int et par produit de nombres positifs on a alors : kInk < ¢In ¢ et enfin par décrois-

1. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on pose a, =

sance de la fonction inverse on a I'inégalité demandée :| 0 < ﬁ < m

k+1
. P . N . 1 1
(b) Montrons alors que pour tout entier naturel k supérieur ou égala2,ona: { 57 A < %

On integre 'inégalité précédente de 1a) sur [k, k+ 1] (bornes croissantes), et comme
k+1

[ =tz onaalors:

, kInk — kInk :

k+1
pour tout entier naturel k supérieur ou égala 2, [ #m dt < ﬁ
k

(c) Par sommation de cette derniere inégalité de k =2 a k = N, on obtient :
k+1
N 1 N
Y [ ——dr<y —.
k=29 tInt = kink
Puis d’apres la relation de Chasles pour les intégrales et par définition de la suite (a;,), on

N+1 N
trouve que pour tout entierN=2: f ﬁ dr < Z ay.
2 k=2

(d) Calculons la dérivée de ¢t — In(In £), cette fonction étant dérivable comme composées de fonc-

_1
tint |

tions dérivables sur [2,+oo[ (carlnt > 0,Vt = 2) : on obtient

N+1
Donc: [ —dt=[In(nyY*! =In(In(N+1)) -In(n2).
2

tint

N
Ainsi d’apres la question 1c, pour tout entier N =2 : In(In(N + 1)) —In(In2) < Z ay.
k=2

N
On reconnait dans le terme de droite : Z ay = Sy, la suite des sommes partielles associées a
k=2
la série ) _ ay.
n=2
De plus, Nlim [In(In(N + 1)) —In(In2)] = +oo (par composées de limites).
—+00

Donc Nlim SN = +o0, par conséquent | la série de terme général a,, diverge.
—+00

Dans la suite, on considere la fonction f définie par :

—X

flx)= 1-x)In(1-x)
1 six=0

si x €] —00,0[U]0, 1]

2. (a) Montrons que f est continue sur ] —oo, 1[.
f est continue sur ] —o0,0[ et sur ]0,1[ en tant que quotient de fonctions continues dont le
dénominateur ne s’annule pas sur ces intervalles.
(Vx €] —00,0[u]0,1[,1-x>0,(1—x)In(1—x) #0).
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(b)

(©

(b)

(9]

e EtudeenO:

On a par équivalent usuel en 0 que In(1 — x) i etl—x = 1 d’ou par quotient et produit

d’équivalents :
-X -X

——— ~ — =1.Donc lim f(x) =1 = f(0) donc f est continue en 0.

1-x)In1-x) 0 —x xaof( ) FO f

Par conséquent| f est continue sur ] —oo,1[.

Le taux d’accroissement de f en 0 est donné par:

[~ _ Tomas ~1 _| ~x-(1-0n(d-x)

X X x(1-x)In(1 —x)

On a de plus d’apreés le cours que le développement limité en 0 de x — In(1 — x) est :

2
X

In(l-x) = —x- 5 +0(x?) =| —x— = +olx
0 2

%)

D’ot1 en utilisant ce DL, (1 — x)In(1 — x) =—x- x?z +x2+0(x¥) =-x+ "72 +0(x?).

puie; X (1= 0)In(1 - —x—[~x+%5 +0(x?)] = :
uis : = - ~1
x(I1-x)In(1-x) o (x[—x+x72+o(x2)]) 0 —x%+o0(x?) 0?2
—f(0 1
D’ou lin(l)M = 2 f est donc dérivable en 0 et f'(0) = %
X— X

f est dérivable sur | —oo,0[ et sur ]0, 1], en tant que quotient de fonctions dérivables dont le

dénominateur ne s’annule pas sur ces intervalles.

(Vx €] —00,0[U]0,1[,1—x>0,(1—x)In(1 —x) #0).

On a pour tout x de ] —o0,0[{U]0, 1],

-1-x)In(1-x)+x(-In(1-x)-1) -In(1-x)—-x
(1-x)2(n(1 - x)2) | A-x2(n(1-x)?) |

fx)=

Etudions le signe de la quantité In(1 — x) + x, lorsque x appartient a] — oo, 1[.
On peut voir facilement que la fonction x — In(1 — x) est concave sur | — oo, 1[ (car dérivée
seconde est négative) et que sa tangente en 0 a pour équation y = —x donc on a lorsque x

appartienta] —oo,1[,In(1-x) < —xdou| In(0—x)+x<0sur]—oo,1[ |
—(In(1-x)+x)
(1-x)2(In(1-x)

Or, f'(x) =

7y f'(x) est du signe de —(In(1 — x) + x), donc sur | — oo, 0[U]0, 1],

f'(x)=0, et f/(0) >0, f est donc strictement croissante sur ] —oo,0[ et sur ]0,1[ et comme f est

continue en 0, | f est strictement croissante sur ] —oo, 1[.

-X 1

On a par équivalent a I'infini que (1 -x) ~ —xetdonc f(x) ~ -0 ~ 00
—00 —oo —xIn(1 —x) ~o In(1—x

Or, xlim In(1 - x) = +oo d’ot1 par inverse, xlim f(x) =0 | (y =0 est asymptote horizontale a
— —00 ——00

Cy).

Quand x tend vers 1 par valeurs inférieures, alors y = (1 — x) tend vers zéro par valeurs

supérieures et on sait par croissance comparée que yln y tend vers 0 par valeurs inférieures.

Donc lin11 (1-x)In1 —x) = 0O dou par inverse et comme —x tend vers —1 on a
P

lim f(x)=+oo.
x—1

On résume tous ces résultats dans le tableau de variation de f :

X | —oo 1

fl 0 /' +o©
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(d) Programme Python:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def f(x)
y=-x/((1-x)*np.log(1-x))
return y

x=np.linspace(-5,-1,100)

y=f (x)

plt.plot(x,y, label='courbe de_ f')
plt.legend ()
plt.show()

4. (a) D’apresles questions 2a) et 3c), f est continue et strictement croissante sur [0, 1[ donc d’apres
le théoreme de la bijection, f établit une bijection de [0, 1[ sur [f(0), lirrll fx)[=[1,+oc0l.
Lm

OrN* c [1,+o00[, donc| pour tout n de N¥, il existe un seul réel de [0, 1[, noté u,, tel que f(u,) = n.

On sait que f(0) =1 avec 0 € [0, 1[ donc par unicité de u; :| u; =0.

(b) Onamontré que f était bijective donc d’apres le cours on sait que sa fonction réciproque aura
pour tableau de variations et limites, le tableau suivant :
X 1 +00

ftlo / 1

Or, pour tout n de N*, f(u,) = n © u, = f '(n), donc d’aprés les résultats obtenus

lim f’l(n) =1, donc| u; converge et lim u; =1.
n—+00 n—+oo

(c) Pour tout entier naturel n non nul, on admet qu’il existe un entier naturel rg tel que, pour tout

entier n supérieur ou égala ng,ona: u, <1-—

nvn
1
Alors, Vi = ng, 0> In(1 — uy,) =In(——) = -3 Inn.
0 ( n) (n\/ﬁ) 5
1
Puis par décroissance de la fonction inverse sur R*, Vn = ny, =28 _2, >0,

—nln(l— un) = nlnn 3

Comme la série de terme général a,, diverge d’apres 1d), on en déduit par critére de comparai-

son des séries a termes positifs que| la série de terme général est divergente.

—nln(1 - uy)

(d) Enrevenant ala définition de u,, on a pour tout n de N* :

n=f(uy) = —Un donc Vn e N*, 1 —uy, = —Un ~ -1 =0 (car
T - uy)In(d - uy) ’ "7 nln(0-u,) o nln(-u,)
up tend vers 1 d’aprés 4b)). Or, comme la série de terme général ———  est diver-
—nIn(1 — u;)

gente d’apreés 4c), par critere d’équivalence des séries a termes positifs, on en déduit que

la série de terme général 1 — u,, est également divergente |.

Exercice 2. d’apres edhec 2019
-1 1 1

1. (a A-I=|-2 2 2 | et, sans difficulté par calcul direct : (A-D?=0;4

1 -1 -1

(b) On a donc comme A et I commutent que : AZ_2A+1= Oz donclI= —AZ4+2A=A(-A+20).0On

sait que si AB = I alors A est inversible et A~! = B, donc| A est inversible et A™! = —A + 21

2. (a) NetIcommutent, donc on peut développer (N+1)" avec la formule du binéme.
De plus, comme N? = 03, on a immédiatement N¥ = Os pour k = 2.

n

0

NO +

[n
Pournz2:A"=(N+D"= ) (k)Nk:
k=0

n1
1N =1+ nN.
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(b)

3. (a

(b)

(9]

(b)

5. (a)

La formule marche pour n=0etn=1.
vneN A"=I+nNpuiscommeN=A-LVrneN A’=nA+(1-n)L

Pourn=-1,1+nN=I-N=I1-(A-I)=2I-A=A"'.| Laformule est toujours valable.

On dispose d’apres 1a) d'un polyndme annulateur pour la matrice A: P(x) = (x — 1)2

Or, ce polynéme a pour unique racine 1 et donc Sp(A) c {1}.

Reste a vérifier que 1 est bien valeur propre.

Plusieurs méthodes :

- A—Tatrois colonnes colinéaires (non nulles) donc A—I est de rang 1 donc A—I non inversible
et donc 1 est bien valeur propre de A.

- (A-D(A-1) =03. Si (A-T) était inversible, en multipliant par (A — D! on aurait A—I1= 03, ce
qui n’est pas vrai.

Donc A —-1In'est pas inversible, et 1 est bien valeur propre : SpA) ={1}

Si A était diagonalisable, on aurait A semblable a D c’estadire A = PDP lavecD=IdoncA=1,
ce qui n’est pas vrai.

Donc A n’est pas diagonalisable

Programme Python :

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy.linalg as al

A=np-array( PIEY s LT 250, ) s Loy )
Sp,VP=al.eig(A)
print (Sp,VP)

matg(f —id) = A-1. Or A—Iatrois colonnes colinéaires (non nulles) donc A—I est de rang 1.
On a bien rg(f—id)=1

Le théoréme durang donne: dim(ker(f—id))+rg(f—id) =3 doncdim(ker(f—id) = 2.

Montrons d’abord que u; € ker(f —id) et up € ker(f —id).
(f—id)(uy) = (f —id)?(e1) = Ogs car (f — id)? est 'endomorphisme nul.
On calcule les composantes de (f — id)(uz) dans % avec le produit matriciel

SEIORY

Donc| u; eker(f —id) et up eker(f —id).
Les deux vecteurs u; et up sont non colinéaires donc forment une famille libre de ker(f — id)
etdim(ker(f —id)) =2, donc (u1, up) est bien une base de ker(f —id).

Ici, plusieurs méthodes : - soit en considérant P la matrice de passage de % a la famille

-1 1 1

B = (uy,us,e;): P= (—2 0 0).
1 1 0

En échangeant la ligne 2 et la ligne 3 on obtient une matrice triangulaire avec des pivots non
nuls.
Donc P est inversible et d’apres le cours %’ est bien une base de R3.
Ou bien la plus utilisée :
-soit avec le cardinal de la famille qui est 3 qui est égal a la dimension de R? et ensuite on
montre que la famille est libre (a vous de le faire).
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(b) f(u) =uy, f(up) =up et f(ey) = uy+e car f(e;)—e; = u;. La construction directe de la matrice

1 01
de f danslabase ' donne:| T=(0 1 0
0 0 1

6. Soit, on a déja prouvé a 5a) que P était inversible,
- soit d’apres le cours, on reconnait que P est la matrice de passage entre les deux bases % et

%' donc | P est inversible | et toujours d’apres le cours la formule de changement de base donne

T =P !AP.
a b c
7. (@) SoitM=1|d e f).
g h i
a b c\(1 0 1 a b a+c
MT=|d e f|{0 1 O0|=|d e d+f
g h iJ\0 0 1 g h g+i
1 0 \{a b ¢ a+g b+h c+i
TM=(0 1 0||d e f|=]| d e f
0 0 1)\g h i g h i
MT=TM <= a+g=a;b+h=b;c+i=a+cd+f=f,g+i=i<=g=0h=0d=0;a=1i
a b c
MT=TM < M=|0 e f avec (a, b, c,e, f) e R®
0 0 a

DoncE={a(E;1+E33)+bE12+cE13+eExo+ fEz3/ (a,b,ce f)e R%} =Vect(F)
avec .# = (E1,1 +E33,E12,E13,E22,E23)
Cela prouve déja que| E est un sous espace vectoriel de .#3(R) |et que

7 est une famille génératrice de E |.

Montrons que .% est une famille libre.

a b c
a(EM+E3,3)+bE1,2+cE1,3+eE2,2+fE2,3:034: 0 e f 203:>a:b:c:e:f:0
0 0 a

Z est donc libre, et forme une base de E. Donc| dim(E) =5

(b) Ona:A=PTP! d’ot1:NA=AN < NPTP ! =PTP !N < (P INP)T=T(P"!NP) < N'T =
TN’ en notant N’ = P~INP

(c) D’apres ce qui préceéde AN = NA < N’ commute avec T donc d’apres la question 7a)
N’ = a(Ey1 +E33) + bE1 2+ cEy3+eExs+ fEyzavec  (a,b,c,e, f) €R®
Donc F est 'ensemble des matrices N avec
N = PN'P~! = aP(E;; + E33)P~! + bPE; 2P ! + cPE; 3P~! + ePEy,P~! + fPEy3P~! avec
(a,b,c,e f)e R®.
Cela répond bien a la question.

Exercice 3.
On considere deux variables aléatoires X; et X, indépendantes de méme loi U ({—1;1}) définies sur un

méme espace probabilisé (Q, &7,P) (que I'on ne cherchera pas a expliciter) et on pose, pour tout w € Q,
Xj(w) Xp ((D))

M(w) € #>R),M(w) = (xz (w) X;(w)

1. Pour tout w € Q,| M(w) est une matrice diagonalisable |car elle est symétrique.

Pour montrer que M(w) n’est pas inversible plusieurs méthodes :
- comme Xy(w) = X;(w) ou bien X;(w) = —X;(w) les deux colonnes de M(w) sont liées.

La matrice n’est pas inversible.

ou bien
- on calcule le déterminant de M(w) : det(M(w) = X; (w)? — Xz (w)? = 0 car X; et X, suivent la méme
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loi U({—=1;1}) donc X; (w)? et X5 (w)? ne peuvent étre égaux qu’a 1.

D’olu1| La matrice n’est pas inversible.

2. Pour tout w € Q, déterminons A € R telle que M(w) — Al non inversible :
M(w) — Al non inversible & det(M(w) — Alp) = 0 © (X1(w) — A)? — X2 (w))? = 0 & (X1 (0) — Xz (w) —
N X (@) + X (@) —A) =0 < A =X (0) — X2 () ou A = X3 (0) + X (w).
Ces deux valeurs sont distinctes car sinon on aurait X»(w) = 0 ce qui est impossible car
X2(Q) ={-1;1}L

On peut conclure sur le spectre de M(w) :
SpM(w)) = X1 (W) + X2 (w); X1 (w) — X2 ()}

3. On peut observer que M(w) (i) = X (w) + X2 (w)) (}) et que M(w) (_11) = X1 (w) = Xz2(0)) (_11)

1 1 .. .
Comme ( 1) et ( 1) sont non nuls, ce sont des vecteurs propres de M(w) associés respectivement

aux valeurs propres X; (w) + Xz (w) et X; (w) —Xo (w).

. ) 1 1
On peut dire que forcément| Ex, ()+X,(w) = vect((l)) et| Ex, (w)-X,(w) = vect((_l)). de bases res-

pectives ((})) et ((_11)) car uniques et non nuls.

NB : on pouvait aussi calculer directement les sous-espaces propres comme d’habitude.

La concaténation des bases des sous-espaces propres forme une famille libre de deux vecteurs de
AM>,1(R). Donc c’est une base de .51 (R). Donc on retrouve que M(w) est diagonalisable.
On sait d’apres le cours qu'il existe une matrice inversible P € .#5 (R) telle que, pour tout w € Q,

X1 () + X3 (w) 0 )
0 X1 (w) —Xa(w))

P=G EJHP*MWW:DMMMDWM{

4. On considere le systeme différentiel linéaire a coefficients aléatoires :
S) {J’i = Xin +X2J/2.
o= Xoy1+X1y2
y1(1)

(0] R tout te R Y (1) =
n pose, pour tou (1) (yg(t)

(D)
. Y :yl)
) On admet que Y'(#) (yé 0

= Xy +X
(@) Alors, pour tout w € Q, Y est solution de (S) si et seulement si {yl 1+ 8212 =

Vo= Xoy1+X1y2
Y = M(w)Y |

(b) Soit w € Q fixé.

i. Les états d’équilibre du systeme sont les solutions constantes du systeme différentiel. Ce
sont donc les éléments du noyau de M(w).

On cherche donc Y = (a),e Mo (R) état d’équilibre du systeme < Y € ker(M(w)) <

b
} e b=-g5a
0= Xp(wa+X;(w)b
1 X1 (w)
Donc ker(M(w)) = vect X ))) = vect(( ))
)=
. Vo N 14 X1 (w)
Les états d’équilibre du systeme sont les éléments de vect X (@) )"
—A2

ii. Comme M(w) est diagonalisable et d’apres la question 3, on a le spectre et les bases des
sous-espaces propres de M(w), on sait d’apres le cours que :
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def

L=[
M=[
for

pour tout w € Q 'ensemble des solutions de (S) est alors donné par :

1Y £ e @+ X @) (i) + Bt @)Xzt (_11) B R

(c) On sait d’apres le cours que toutes les trajectoires sont convergentes si et seulement si

SpM(w)) <R_ |

Or, X; (w) £ X5 (w) € {—2,0,2} et on a, par indépendance de X; et X,

PSpM(w)) cR-) =PX;+Xp € {=2;0}) = P((X; = 1IN [Xz = —1)JU([X; = ~1In[Xz = 1) U ([X; =
1N =-1))=3ixd+lxlilul=3

D’otl1 la probabilité que toutes les trajectoires soient convergentes est de ?'1- Et on converge

dans ce cas vers un état d’équilibre.

PROBLEME.

On lance indéfiniment une piéce donnant “Pile” avec la probabilité p et “Face” avec la probabilité
q =1—- p. On suppose que p €]0,1[ et on admet que les lancers sont mutuellement indépendants.

Pour tout entier naturel k, supérieur ou égal a 2, on dit que le k' lancer est un changement s'il
amene un résultat différent de celui du (k —1)/¢™€ lancer.

On note Py (resp. Fr) 'événement : “on obtient Pile (resp. Face) au kime Jancer”,

Pour ne pas surcharger I'écriture on écrira, par exemple, P; F, ala place de P; nFo.

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on note X;, la variable aléatoire égale au nombre de
changements survenus durant les n premiers lancers.

Partie I : Simulation informatique et conjectures

1. Simulation de la variable aléatoire X;,.

La liste T de ce programme contient 7 réalisations d'une variable de Bernoulli de parametre p qui
représente donc les n lancers de la piece, un 1 représentant alors ’'obtention d’un Pile. On va donc
parcourir tous les termes de la liste et regarder s’ils sont différents ou non du terme d’avant, aug-
mentant le compteur chgt si c’est le cas.

import numpy as np
import numpy.random as rd
import numpy as np
import numpy.random as rd

simul_X(n, p)
chgt=
T=[rd.binomial (1, p) for k in range(n)]
for k in range(l, n)
if T[k] '= T[k-1]
chgt=chgt+
return chgt

On exécute le script suivant pour différentes valeurs de n etavec p =g =1/2.

import matplotlib.pyplot as plt
p=1/

]
]

k in range( )

L.append (simul_X(n,p))

M.append(rd.binomial (n-1,p))

plt.hist([L, M], color = ['orange', 'pink'l, density = True,
label = ['X_n' , 'mystere'l)

plt.
plt.

legend ()
show ()
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Conjecture loi de X, :

La liste L contient 1000 simulations de X,, pour p = 1/2. La liste M contient 1000 simulations d’'une
variable aléatoire suivant une loi binomiale Z(n — 1,1/2). Pour les différentes valeurs de n tes-
tées, les hauteurs des batons de I'histogramme semblent étre les mémes, on peut donc conjecturer

dans le cas particulier p=g=1/2,que X;;, — %(n—-1,1/2).

2. (a

(b)

3. (a)

Partie I : étude de quelques exemples.

1. Lors des deux premiers lancers, il peut y avoir 0 ou 1 changement : X, (Q) = {0, 1}.
Donc X, suit une loi de Bernoulli de parameétre p(X, = 1).
(X, =0) = (P, P2 UF; F,) événements incompatibles, d’oti :
pX2 =0) = p(P;P,) + p(F,F») puis par indépendances des lancers,
pXa =0) = p(P1) p(P2) + p(F1) p(Fa) = p* + ¢°.
Comme (X =1)= Xy =0) alors pX, =1)=1-p?> —g?>=2pgcarp+q=1.
Donc| Xy — #B2pq).

Avec 3 lancers, on peut avoir aucun changement (toujours la méme face de la piece), un chan-
gement ou au plus deux changements. Donc X3(Q) = {0, 1,2}.

(X3 =0) = (P, P,P3 UF;F,F3) et comme précédemment par incompatibilités et indépendances
des événements

pXs=0=| p’+4°=(p+q(p*-pg+aq)=p°-pg+4q° |
(X3 =2) = (P, F,P3 UF;P,F3) et comme précédemment par incompatibilités et indépendances
des événements

pX3=2)=p*q+q°p=pqp+q) = pq.

Enfin pX3=1)=1-(pX3=0)+pX3=2)=1-p*+pqg-q*—pqg=1-p*>-q*=2pq
D’oulaloide X3 :

j [0 12
PXs3=j) | pP*-pg+q® 2pq pq

On a E(X3) qui existe car support fini et :
EX3)=0pX3=0+1pXz3=1)+2pX3=2)=0+12pg) +2(pq) =| 4pq |

De méme la variance existe :
EX3) =0+122pq) +2%(pg) =6pq d’'ott par K-H:

V(X3) =6pq—(4pq)* =| 2pq(3-8pq) |

Avec le méme raisonnement que précédemment, en 4 lancers, on peut avoir entre 0 et 3 chan-
gements donc : X4(Q) ={0,1,2,3}.

(X4 =0) = (P, P,P3P4 UF F,F3F,) donc par incompatibilités et indépendances des évenements
pXy=0)=p*+qt

Xy = 1) = (P1FyF3F4 U P1PyF3F4 U P1PoP3sFy) U (F1P2P3P4 U F1FoP3Py U F1FoF3Py) donc par
incompatibilités et indépendances des événements
pXa=1)=pq’+p*q*+p°q+qp’+a°p* + ¢°p = 2pq(q* + pg + p*) = 2pq(p + q)* - pg) =
2pq(1-pq).

(X4 = 2) est plus compliqué.
(X4 =3) = (P1F,P3F4 UFP2F3P,) donc par incompatibilités et indépendances des évenements
p(Xq = 3) = p(P1F2P3Fy) + p(F1P2F3Py) p(Xy =3) = 2p*q°.

D’ol1 par systeme complet d’évenements (X4 =0, 1,2 ou 3),
pXi=2)=1-(p*+qY -2pq(l - pq) -2p*q* =1-p*—g* - 2pq.
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Laloi de X4 est donc:

j |0 1 2 3
PXs=)) | p*+q* 2pg-pqg) 1-p*-q*-2pq 2p°q*

(b) On aE(Xy4) qui existe car support fini et :
EXy) =2pg(1+pg) +2(0 - q* - p* —2pg) +32p° g%

=2pq+2p*q*+2pq-2pq(p* +q") —4pq +6p°q°
=8p*q* -2pq(p* + q") '
=2pq@pq-p'-q")

Partie III : étude du cas p # g. Dans cette partie, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
1. Sion a aucun changement on a eu ou bien 7 Pile consécutifs ou bien 7 Face consécutifs.
n n
(xn=0)=(ﬂ Pk)U(ﬂ Fi
k=1 k=1
PX,=0)=p"+q".

(évenements incompatibles et lancers indépendants) donc

2. (@ Va,beR,YmeN:

m-1 m-1 m-1
(b_a) Z akbm_l_k) — Z akbm—k_ Z ak+lbm—1—k
k=0 k=0 k=0
m-1
— Z (akbm—k_ dk+1bm_l_k)
k=0
=a’b™ — g™ 1 = (m=1HD par télescopage

— bm_am

(b) (X, =1) signifie que 'on commence par P ou F et il y a un seul changement entre le 1ler et le
(n—1)¢™¢ Jancer. D’ol1 :

n-1( k n n-1 n
X,=1)= U (ﬂ P; N ) U (ﬂ F; N Pi) réunion d’événements incompatibles : d’ott

k=1\i=1 i=k+1 k=1\i=1 i=k+1
n-1 k n n-1
pX,=1 = p(ﬂPi N F,-)+Zp( P,) les lancers sont indépendants
k=1 \i=1 i=k+1 k=1
n-1{( k n -1( k n
= ( p®) [] p(F,-))+ ( pE) [] p(P,-))
k=1\i=1 i=k+1 k=1\i=1 i=k+1
Sk nek) Nk nek k k
= Y (pFam )+ X (P ) =4 Zw/q) ~q"+p Z(q/p) -p"
k=1 k=1
(plg" -1 (q/p)"—l r'-q" q"-p"
= " g+ ———-p=g—— "+ p——-p"
plq-1 q/p-1 P-4 qa-p

1
= Tp(q(—p”w”) -q"(q-p)+p@"-pH-p"g-p)

2}76] (qn—l _ pn—l) .

1
= | ——(-2gp"+2q"p) =
q_p( ap" +2q"p) -

3. Pour avoir n—1 changements en n lancers, il faut changer a chaque lancer. On commence par F ou

P.
— Si n est pair il y a autant de Pile que de Face. En écrivant n =2m :
m m
X, = n-1 = (ﬂ ng_ngj) u (ﬂ sz_lej) (incompatibles) et donc
j=1 j=1

PX,=n-1)=p"q"+q"p™ =2(pg)™ =2(pg)"'">.

CB1EDHEC 9



— Si n estimpair, la face par laquelle on commence est présente une fois de plus.
Notantn=2m+1,ona:

m m
X,=n-1= (ﬂ sz_lejpzmH) U (ﬂ sz_lesz,nH) (incompatibles) et
j=1 Jj=1

)(n—l)/2

PXp=n-1=p"q"p+q"p"q=p"q" (p+q) =pp" =| (pq
4. e n =3 (impair)
Les résultats des trois dernieres questions donnent
PX3=0)=p"+q"=p°+q’,
P(X3 - 2) - (pq)?lz IZ—ql' 2 2
P(X3=1) =2pqt—=2— =2pqL=2- =2pq(q+p) =2pq,
et il s’agit bien des valeurs trouvées dans la Partie II.

e n =4 (pair)

Les résultats des trois derniéres questions donnent

PXy=0)=p"+q"=p*+q",

P(Xq=3)=2(pq)’, o

PXy =1) =2pqL=L = 2pq 20D — 2 pg(q? + gp+ p?) = 2pq((q+ P>~ pg) =2pq (- pq),

et il s’agit bien encore des valeurs trouvées dans la Partie II.

5. On a Z qui est le nombre de changements lors du k’¢"¢ lancer.
(@) Zr(Q)=1{0,1} donc Zj suit une loi de Bernoulli de parameétre p(Z; = 1).

La probabilité de changement dépend du résultat précédent. (Pr_;,F_1) est un systeme com-
plet d’événements, donc d’apres la formule des probabilités totales :

pZir=1) = p(Zr=11NPr_1)+p(Zr=11NnFr_1)
= pr,(Zr=1DpPr-1) + pr,_, ([Zk =11).p(Fr_1)
pr,_ ) pPr-1) + pr,_,P).pEFr_1)=p-q+q-p=| 2pq

Zy— B2pq).

(b) On compte le nombre de changements, il faut donc additionner les variables Zj. On a claire-

n
ment:| X, = Z Z.
k=2

n
(c) Doncd’une partd’apresle cours: E(Zy) =2pg et par linéarité de 'espérance : E(X;,) = Z E(Zy)
k=2

donc| EXy) =2(n—-1)pgq.

Partie IV: étude ducas p = g.

1. Pour p = g = 1/2, les lois obtenues pour X3 et X4 sont bien celles des lois binomiales de parameétres
respectifs (2,1/2) et #(3,1/2).

En effet pour X3 :
(362 =07={=0P-15+G7
()2 () =2)?= 5 =2

() =1=53

2. A chaque lancer, la probabilité de changer est de %, que le lancer précédent ait donné P ou E Les
changements sont ici indépendants les uns des autres. On peut en effectuer n — 1.
X, est un compteur de succes dans la répétition de n — 1 épreuves identiques et indépendantes de

Bernoulli de parametres %

Donc| X,, — #A(n-1, %).

Le résultat est exactement celui conjecturé grace aux figures obtenues a la Partie I avec Python.
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