ESPACES PREHILBERTIENS REELS TD

‘ Espaces préhilbertiens réels — TD; ’

Produits scalaires et bases orthonormées

Exercice 1
On note E = ‘61([0, 1],R). Pour tout (f,g) € E2, on note :

1
o(f,8)=f(0)g(0)+ fo g (t)dt.

Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur E.

— Réponse

Soit 1€ R te (f,g,h) € E3.
Ona:

1 1
@A.f +g,h)=(A.f + g)0)h(0) +f0 A.f+8)®R'(t)dt = A.£(0)R(0) +g(0)h(0)+f0 AR )+ g (R () de.

Par linéarité de 'intégrale,

1 1
<p(/1.f+g,h)=/1(f(0)h(0)+f0 f'(t)h’(t)dt)+g(0)h(0)+f0 g'Wh' () dt = Ap(f,h) + (g, h).

Donc, ¢ est linéaire a gauche.
De plus,

1 1
o(f,8) = F(0)g(0) + fo (08" d = g(O)F (0) + fo g OF (O = plg, f).

Donc, ¢ est symétrique.
On en déduire que ¢ est bilinéaire.

1
De plus, ¢(f, ) = (F(0))? + fo (F' )2 dr.

Or, f est a valeurs réelles, donc, (f(O))2 =0et (f’(t))2 =0.
Par positivité de 'intégrale, o(f,f) = 0. Donc, ¢ est positive.
On suppose que ¢(f,f)=0.0na:

1
(FO)2+ f (F'))2dt = 0.
0

1
Il s’agit d’'une somme de termes positifs, donc f(0) =0 et f (F'®)*d=0.
0

Comme (f’)2 est continue et positive, on en déduit que, pour tout £ € [0,1], f'(£) = 0.
Dong, f est constante.

Or, £(0)=0, donc, f est la fonction nulle.

Ainsi,

¢ est un produit scalaire sur E.

Exercice 2 +oo
On note E = R[X] et on considére 'application ¢ : E x E — R donnée par : ¢(P,Q) :f P(t)x Q) x et dt.
0

1. Soit (P,Q)€ E?. Montrer que l'intégrale ¢(P,Q) converge.
2. Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur E.
3. Pour tout (p,q) € N2, calculer p(XP,X9).

+00
4. Calculer inf (B-axt?-bxt—c)’xetdt.
(a,b,c)eR3 Jo
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TD ESPACES PREHILBERTIENS REELS

—— Réponse

1. La fonction ¢ — P(£)Q(t)e™! est continue sur [0, +ool.

1
Comme ¢ — P(£)Q(¢) est polynomiale, donc, par croissances comparées, P(£)Q(t)e™! L =0 (t_z)
—+00

1
Or, t — 2 est intégrale en +oo (intégrale de Riemann avec 2 > 1), donc, par théoréeme de comparaison,

t— P()Q(t)e " est intégrable en +oo.
Donc,

lintégrale ¢(P,Q) converge.

2. Montrons le caractere défini. Soit P € [X] tel que ¢(P,P) =0 (les autres propriétés ne posent pas de probleme).
La fonction ¢ — (P(t))Qe_t est positive continue et d’intégrale nulle, donc, pour tout ¢ € [0, +oo[, (P(t))Qe_t =0.
Or, e~! #0, donc, pour tout ¢ =0, P(t).

La polynéme P posséde une infinité de racine, donc, P = 0.

3. Soit (p,q)eN%2. On a:

+00
(p(XP,X(I):fO Pt g

+00
On note I 44 =f et dt
0

On integre par parties :
u(t)=tP*4 u'(t)=(p+q)tPTa71
v(t)=—e! v =e"t.
Par croissances comparées, u(t)v(t) T 0 et u(t)v(t) oy 0. Comme I'intégrale I,,,, converge, on peut intégrer
— 00 -
par parties,
+00
Ipig=[-tP"9 x eit]goo +(p+ q)f P e dt = (p + D pig-1.
0
En réitérant le procédé,
Ip+q =(p+q)io.
Or,
+00 oo
10=f etdt=[-e"];7 =1
0

Ainsi,
PXP, XN =(p+q).

4. On remarque que :
+00

inf (B-axt®—bxt—c)’xetdt=dX> RolX]2.
(a,b,c)eR3 Jo
Comme Ry[X] est de dimension finie, on sait que d(X3,Ra[X]) = | X2 — p(X?)]| ot p(X?) est le projeté orthogonal
de X3 sur Rg[X].
On sait alors que p(X e Re[X], donc,
p(X®)=a+bX +cX>2.

De plus, X2 - p(X3) e (]Rg[X])l, donc, par Q3,

X3-p(x%,1) = 0 a+b+2c = 6
X3-pX3),X) = 0 < a+2b+6c = 24
(X3-p(X?,X% = 0 2a+6b+24c = 120

On effectue les opérations Lgp — Lo —Lj et Lg — Lg—2L; :

a+b+2¢c = 6
b+4c = 18
4b+20c = 108
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On effectue les opérations L; — L; —Lg et Ly — Lg—4Lo :
a—2c = -12
b+4c = 18
4c = 36
Donc,
a = 6
b = -18
c =9
Donc,
p(X®=6-18X+9X? et X’-pX®)=X%-6+18X-9X2.
Donc,
d(X? RolX])? = |X°-pX?)?
= (X®-6+18X-9X2X3-6+18X-9X?)
= 36.
Ainsi,
+00 2
inf (2 —axt®~bxt—c)xe ' dt=36.
(a,b,c)eR3J0

Exercice 3
Pour (A,B) € Mn(R)2, on pose (A,B) = tr(AT x B).
1. Montrer que (-,-) définit un produit scalaire sur .4, (RR).
2. Montrer que, pour tout A € .4,(IR), (tr(A))2 <ntr(ATA). Etudier le cas d’égalité.

3. Montrer que la famille constituée des vecteurs de la base canonique de .4, (IR) est une base orthonormée pour
le produit scalaire précédent.

4. Montrer que la norme associée a ce produit scalaire vérifie : V(A,B) € Jﬂn(IR)Z, A xB| <Al x |IB]l.

—— Réponse

1. Voir le cours.
2. Ona:
(tr(A))? = L, 4)%

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
(tr(A)? < ILLI2IA % < n x tr(AT A),

Il y a égalité si, et seulement si, I,, =0 ou il existe 1 € R tel que A = A.1,,.

Comme I, #0,, il y a égalité si, et seulement s’il existe 1 € R tel que A = 1.1,,. Autrement dit, si et seulement si, A
est une matrice scalaire.

3. Soit (i,/) € [1,n]? et (k,1) € [1,n]2.
Ona:

n n
Eij Eriy =3 ) [Eijl [ Erals s
s=1¢t=1
Or, [E; ], ,=0lorsque (i, /) # (s,t) et [E; ;] , = 1 sinon. Donc,
Eij,Er) =[Erl; j=0G,p00-
Ainsi,

la famille constituée des vecteurs de la base canonique de .#,(RR) est une base orthonormée.
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4. Ona:

n n n n n 2
IABl = |} ) [ABY = J > (Z ai,kbk,j) :
i=1j=1 ’ i=1j=1\k=1

Or, I'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée au produit scalaire de IR donne :

n 2 no no
k=1 k=1 k=1

Donc,

n n n n
mm< | £ 2 (£ar,)(£02)|
i=1j=1|\k=1 ) \k=1 "
n
Or, Z a? ; ne dépend pas de I'indice j, on peut le factoriser :

R e el

n n
A 2 2 N
On reconnait : Zlkg b ;= IBI*. Do,
Jj= =1

n n

i=1j=1

i i (kéa?’k) (kébi’j)

i=1j=1

)]

En factorisant par ||B ||2, on reconnait la norme de A au carré :
ZZ Zai,k Zbk,j = Z Zai,k x| Bl = A" x |B]I.
i=1j=1[\k=1 k=1 i=1k=1

Donc,

IABI < \/IIAIZx IBI2 < IAllIBII.

Exercice 4
On note u7 =(1,1,0), o =(2,0,1) et w3 =(1,1,1).
1. Vérifier que (&7, 49, u3) est une base de R3.
2. Est-elle orthonormée pour le produit scalaire canonique de R3? Si non, I'orthonormaliser.

— Réponse

1. On calcule le déterminant de la famille (i1, w2, u3) dans la base canonique de R3 :

121 |1 2 1 9 0
10 1f=(0 -2 0f=1x|] 1‘=—2¢0.
011 o 1 1

Donc,

(&1,149,d3) est une base de R>.

2. Le vecteur u1 n’est pas normé, donc la famille n’est pas orthonormée.
A Taide de I'algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, on trouve :

1
> &= —(1,1,0).
1 \/§

1
> eh=ur(upener == (LD et ey =~ (1,-1, 1)
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1 1
> 6'3 =ug—(us,€1)€1 —(U3,€2)€g =--- = §(_1’1’2) et eg = —6.(—1,1,2).

Exercice 5
Soit E un espace préhilbertien réel et (eq,...,e,) une famille de vecteurs unitaires de E telle que :

n
VieE, lxI®=)Y (er, x>
k=1

Montrer que (eq,...,e,) est une base orthonormée de E.

— Réponse N

On note F = Vect(eq,...,ey).

La famille finie (e,...,e,) engendre F, donc, F est de dimension finie.
Par théoreme E=F & F*.

Soitxe F*.Ona:

n
lxl® =Y (ex,x)? =0.
k=1

Donc, x = 0. On en déduit que F* = {0} et E =F.
Donc,

(e1,...,ey) est une famille génératrice de E.

Soit i€ [1,n].Ona:
n n
lel® =Y ¢er,e)® =lle;I*+ Y (ex,e)”.
k=1 k=1
k#l
n
Comme e; est unitaire, 0 = Z (ek,ei)2.
k=1
kL
Or, une somme de termes positifs est nulle si, et seulement si, tous les termes de la somme est nulle.
Donc, pour tout i £k, {(ep,e;) =0.
On en déduit que
(e1,...,ey) est une famille orthogonale de E.
Comme les vecteurs e; sont non nuls (car unitaires),
(eq,...,en) est une famille libre et orthonormée de E.

Ainsi, comme la famille est génératrice,

(eq,...,ey) est une base orthonormée de E.

Exercice 6

Soient E un espace euclidien de dimension n = 3 et (u,v) une famille libre de E.

Pour tout x € E, on note f(x) = (u,x)v + (v, x)u.

Montrer que f est un endomorphisme de E.

Montrer que Ker(f) = Vect(u,v)".

On note g = fim(r) 'endomorphisme de Im(f) induit par f. Déterminer les valeurs propres de g.

En déduire que f posséde exactement 3 valeurs propres.

A

Déterminer les sous-espaces propres de f.
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Exercice 7
Soient E un espace euclidien de dimension n =2, et a et b deux vecteurs unitaires de E. On considére :

f: E — E
x — x—{a,x).b.
1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que f soit bijective. Exprimer f -1 lorsque
cela est possible.

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que f soit diagonalisable.

—— Réponse

1. Soit x € Ker(f).
On a: f(x) =0, donc, x = {(a,x).b.
Donc, x est colinéaire a b.
De plus, (x,a) = {(a,x).b,a) = {a,x) x {a,b).
Cas 1:Si{a,b)#1, alors {(x,a) =0, donc, x = 0g.
Donc, f est injective.
Comme [ est un endomorphisme d’un espace de dimension finie, f est bijective.
Cas 2 : on suppose que {a,b)=1.0na: f(b)=b—{a,b)b=0g.
Comme b est unitaire, b # 0g.
Donc, f n’est pas injective, donc n’est pas bijective.

Ainsi,
f est bijective si, et seulement si, (a,b) # 1.

Allons plus loin en montrant que {(a,b) = 1 implique que a = b.

On a [{a,b)| =1=|allbll.

On est dans le cas d’égalité de Cauchy-Schwarz, donc, a et b sont colinéaire : il existe A € R tel que a = 1.b.
Do, 1= (a,b) = Allal|? = A.

Donc, a =b.

Réciproquement, si a = b, on a {(a,b) = lal® = 1.

f est bijective si, et seulement si, a # b.

Expression de f ~1. Soit y e E. Comme f est bijective, il existe x € E unique tel que y = f(x).
Ona:y=x—{a,x)b.

D'ou, {(a,y) = (a,x) — {a,x){a,b).

Donc, comme {(a,b) # 1,

. Aa,y
(a,x) = T—a.b)’
D’ou, >
_ _ (a,y
x—y+<a,x)b—y+—1_<a,b>. .
Ainsi,
-1 _ <a7y>
FO= ey

2. Déterminons les valeurs propres possibles de f. Soit A une valeur propre de E : il existe x # 0 tel que f(x) = A.x.
Onax—<{a,x)b=A.x.
D’ol1, en prenant le produit scalaire avec a :

(a,x) x(1-A—-(a,b))=0 <= <(a,x)=0 ou A=1-—{a,b).

Donc,
f(x)=x ou A=1-<{a,b).
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Comme x#0 et f(x)=A.x,on a:
A=1 ou A=1-{a,b).

Etudions 1=1:
Comme b#0,0na:

fxX)=x <= {(a,x).b=0 <<= {(a,x)=0 <= x € Vect(a)™".

Donc, E1(f) = Vect(a)* et, comme E est de dimension finie n, dim(E1(f)) = dim(E) — dim(Vect(a)) =n—-1= 1.
Donc, ‘ 1 est valeur propre de f et le sous-espace propre associé est de dimension n — 1.

Etudions 1=1- {a,b) :

Ona:

f(b)=b—(a,b).b=(1-(a,b)).b

Cas 1: (a,b) #0. Dans ce cas, A =1—{a,b)(# 1) est valeur propre de f et, par conséquent, dim(E y(f)) = 1.

Donc,
dim(E1(f)) + dim(E 1 (f)) = n.

Comme les sous-espaces propres de f sont en somme directe,

dim(E1(f)® EA(F)) = n.

Comme E1(f)® E)(f) est un sous-espace vectoriel de E, E1(f)@ E(f) = E. Donc, f est diagonalisable.
Autre rédaction du cas 1 :
On sait que Vect(a)® est un hyperplan de E. Comme (a,b) # 0, on a b ¢ Vect(a)". Donc,

E =Vect(a)* @ Vect(d).

Dans une base de E adaptée a cette somme directe la matrice de f est

1 0 .. 0

0

: 1 0

0 ... 0 1—(a,b)

Cette matrice est diagonale, donc f est diagonalisable.

Cas 2 : (a,b) = 0 (autrement dit a et b sont orthogonaux).

On a montré que la seule valeur propre de f possible est 1 = 1.

Par I'absurde, on suppose que f est diagonalisable. Alors sa matrice dans une base de E est I,,. Donc, f =idg.
En particulier f(a) =a, donc, a — ||a||2.b =a.

Comme a est unitaire, b = 0. Contradiction (en effet, b est unitaire).

Donc, f n’est pas diagonalisable.

Ainsi,

f est bijective si, et seulement si, (a,b) # 0 (i.e. a et b ne sont pas orthogonaux).

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Exercice 8
Résoudre 'équation

X1+ +x,=n
X4 txZ=n

d’inconnue (x1,...,x,) € R".

Exercice 9

G. BOUTARD 7 Lycée GAY-LUSSAC
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1. Soit (x1,...,%,) € R". Montrer que |x1 +...x,| < VR x%+---+x%.

2
n n n
2. Soient (a1,...,a,,b1,...,bn,€1,...,Cn) € (R+)3n. Montrer que : ( ap x by, x ck) < (Z a% X ck) X (Z bz X ck).
k=1 k=1 k=1
n nol o,
3. Soit (a1,...,a,) € (RY)" tel que )_ aj, =1. Montrer que : ). — >n”. Etudier le cas d’égalité.
k=1 k=1%k

Exercice 10

b

b
1. Soient a < b réels. Montrer que, pour tout f € E = ‘60([a,b],Ri), on a f f(@)dt x f dt=b-a.
a a

1
f@®
2. Soit f:[0,1] — R une fonction de classe €" telle que f(0)=0.

1
Montrer que, pour tout x € [0, 1], f(x)? < x x f (f'(t))2 dt.
0

Exercice 11
: 3 2, .2 2 o _11
Soit (x,y,z) € R tel que 2x° + y“+32z° < 1. Montrer que : (x +y +2) SE.

—— Réponse

Ona:
(x+y+2)P>= <( Vox,y \/gz) (i 1 i)>2
) ) b \/§’ ’ \/5
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

2 2

X

1 1 11
s(2x2+y3+322)x(—+1+—)s1x_.
2 3 6

(x+y+z)2s ”(\/éx,y, \/gz)‘

[0

Ainsi,
11
(x +y +Z)2 < E

Autre méthode : Pour tout (x,y,2) € R? et (x,y',2') € R3, on note
((x, 5,2, y',2")) = 2xa" + yy' + 322’

On montre que (-|-) est un produit scalaire sur R? (je vous laisse le rédiger). On note N sa norme euclidienne associée

(autrement dit, N((x, y,z)) = \/((x,y,z)l(x,y,z)) = \/2x2 +y24322),
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

1. 1))\2 1. 1))? 1 1 11
(x+y+z)2:((x,y,z))(i,l,g)) sN((x,y,z))2><N((§,l,§)) s(2x2+y3+322)x(§+1+§)<1x?

Orthogonal

Exercice 12
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E un espace préhilbertien. Montrer que :

1. si Fc@G,alors G- cF*; 2. F+@)*=F'nG*; 3. FL+Gtc(FnG)* .

Réponse

1. On suppose que F c G. Montrons que G+ c F*.
Soit x € G1. Montrons que x € F*.
Soit ye F.

PSI 2025 — 2026 8 G. BOUTARD
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TD

Comme FcG,onayeQG.

Donc, comme x € Gl, (x,y) =0.

Ceci est vrai pour tout y € F, donc, x € F*.
Ceci est vrai pour tout x € G*, donc,

GlcFt.

. Soit x € (F+G)*.

Montrons que x € F-nG*.

» Soit ye F.Onay=y+0eF +G (en effet, G est un sev donc contient 0). Donc, (x,y) = 0. Donc, x € F*.
» Soit yeG.Onay=0+yeF +G (en effet, F est un sev donc contient 0). Done, (x, y) = 0. Donc, x € G*.

Donc, x € F+tnG*. Ainsi,
F+Q)*'cFtnGt.

Soit x € F+ nG*. Montrons que x € (F + G)*.

Soit ye F+G.Donc, y=a+b avecac F et be@.

D’ou, par bilinéarité du produit scalaire, (x,y) = (x,a) + (x, b).

Or, x eFleta e F, donc, {(x,a) =0. De méme, x € Gtetbe G, dong, (x,b) =0.
Donc, Ax,y) =0.

Ainsi,

FrnGtrc(F+6)*.

. Soit x € F* + G*. Montrons que x € (FNG)*.

Soit a € FNG.
Onax=u+vavecucFetveGt.
Donc, {(a,u) = {a,v) =0.

Par bilinéarité, (a,x) = {(a,u) + {a,v) =0.
Donc, x € (FNG)*.

Ainsi,

FLliGrc(FnG)* .

Exercice 13
On munit .4, 1(R) du produit scalaire : (X,Y) = X" xY.Soit A€ M, (R).
1. Montrer que Im(A ") = Ker(4)*.
2. Montrer que Ker(A) = Ker(AT x A).
3. En déduire que Im(AT)=Im(AT x A) et rg(A) =rg(A T x A).
4. On suppose que A% =0,,.
(a) Montrer que Ker(A' + A) = Ker(A)nKer(A ).

(b) En déduire que A + A est inversible si, et seulement si, Im(A) = Ker(A).

—— Réponse

W

Montrer que Im(A ) = Ker(A)*.
Montrer que Ker(A) =Ker(A T x A).
En déduire que Im(AT) =Im(AT x A) et rg(A) =rg(A " x A).
On suppose que A% =0,,.
(a) Montrer que Ker(A' +A)=Ker(A)nKer(A").

G. BOUTARD 9
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(b) (=) On suppose que A" + A est inversible.
Montrons que Im(A) = Ker(A).
On sait que A% = 0, donc, Im(A) c Ker(A) (classique).
Soit X € Ker(A). Comme A" + A est bijective, Im(A " + A) = R".
Dong, il existe Z € R" tel que, (AT +A)Z = X.
On multiplie a gauche par A. Comme A?=0,ona:AA"Z = AX.
Or, X € Ker(A), donc, AATZ =0.
Donc, Z € Ker(AA ).
Par Q2 appliquée avec A remplacée par A", on a : Ker(AA")=Ker(A").
Donc, AT Z =0.
Donc, X =(AT +A)Z=ATZ+AZ = AZ € Im(A).
Donc, Ker(A) cIm(A).

Ainsi,
Im(A) = Ker(A).

On suppose que Im(A) = Ker(A). Montrons que A + A" est inversible.
Soit X eKer(A+AT).Ona AX =-ATX.

En multipliant par A, ona:0=-AA"X.

Donc, X € Ker(AA ") =Ker(A ") (Q2).

Donc, AX =—-A"X =0. On en déduit que X € Ker(4) = Im(A).

Donc, X =AZ avec Z € M, 1(R). On a:

X, X)=X"X=ZTATX.

Or, X eKer(A "), done, (X,X) =0.

Donc, X =0.

Donc, Ker(A+A ") ={0}.

Comme A + A" est une matrice carrée, A+ A" est inversible.

Exercice 14
On considere I'espace vectoriel E = 4([0,1],R) muni du produit scalaire :

1
V(f,g) e E?, <f,g>=f0 f(Hgt)dt.

On considere le sous-espace vectoriel H = {f € E|f(0)=0} de E.
1. Soit f € H. On pose h : t — tf(¢). Justifier que (f, k) =0 et en déduire que f est la fonction nulle.
2. En déduire H' et (H*)".

—— Réponse

1. La fonction A est continue comme produit de fonctions continues et ~2(0) =0 x f(0) =0.
Donc, h € H. Comme f € H*,

(f,h)=0.
1 1 9
0=<f,h>=f f(t)><h(t)dt=f tx (f(2))" de.
0 0

Donc, pour tout ¢ €]0,1], f(¢)=0.
Comme f est continue, en passant a la limite quand ¢ — 0, on a f(0) =0.
Donc,

La fonction ¢ — ¢ x (f (t))2 est continue positive et d’intégrale nulle. Done, pour tout ¢ € [0,1], ¢ x (f (t))2 =0.
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f est la fonction nulle.

L

2. On en déduit que H* = {0}, puis (Hl)l ={0}" =E.

Exercice 15
Soit E = #,,(R) muni du produit scalaire usuel.
1. Donner une base de 9, (R) 'ensemble des matrices diagonales de E, puis déterminer (@n(R))L.

2. Déterminer Vect(I,)".

—— Réponse

1. Soit A =(a; j)1<i,j<n € An(R).
Ona:2,(R)=Vect(E11,...,E1,1).
La famille (E11,...,E, ) engendre 2,(R).
De plus, (E1,1,...,E,,,) est libre comme sous-famille de la base canonique de .4, (IR).
Donc,

(E11,...,E, ) est une base de 2,(R).
On en déduit que :

Ac(2,R)" <= (AE11)=0,...,(A,E,,)=0.

Or,(AE;;)=a,,.
Ainsi,

(@n(R))J‘ est ’'ensemble des matrices dont la diagonale est nulle.

2. Soit A =(a; j)1<i,j<n € Mp(R).
La famille (I,,) engendre Vect(I,,), donc,

AeVect(In)l = (Al)=0 <= a1+ +a,p,=0 < tr(A)=0.
Ainsi,

Vect(I,)" = Ker(tr).

Projection orthogonale et distance

Exercice 16

5 -2 1
1
Soit p 'endomorphisme de R3? canoniquement associé a A = 5 -2 2 2]. Montrer que p est un projecteur
1 2 5

orthogonal.

—— Réponse

Par le calcul, on vérifie que A% = A, donc, p est un projecteur.

Pour vérifier que p est un projecteur orthogonal, on montre que Im(p).L Ker(p).
On sait que : Im(p) = Vect(C1,C9,C3).

Or, C3 =C1+2Cs. Donc, | Im(p) = Vect(C1,Cy).

G. BOUTARD 11 Lycée GAY-LUSSAC
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De plus, les colonnes C; et Cy ne sont pas colinéaires.
Donc, (C1,C2) est une famille libre et génératrice de Im(p). C’est donc une base de Im(p). Donc, rg(p) = 2.
Par le théoreme du rang, Ker(p)=3-2=1.

1 1
Or,C1+2C9—C3 =0, donc, ( 2 ) € Ker(p). Ce vecteur est non nul et Ker(p) est de dimension 1, donc, | Ker(p) = Vect ( 2 ) .

-1 -1
1 1
((2),Cl>=0 et ((2),Cz>=0
-1 -1

p est un projecteur orthogonal.

On remarque que :

Donc, Im(p) L Ker(p).
Ainsi,

Remarque : On montrera dans un prochain chapitre que p est un projecteur orthogonal si, et seulement si, pop = p et
sa matrice dans une base orthonormée de R? est symétrique.
Ici, la base canonique est orthonormée et AT = A, donc, on retrouve que p est un projecteur orthogonal.

Exercice 17
On munit R* de sa structure euclidienne canonique. Calculer la distance de z =(1,2,3,4) a

x—y-2t = 0}

F:{(x,y,z,t)ERﬂ ytz-2t 0

Exercice 18
Soit (e1,e9,e3,e4) une base orthonormée de R* munit de sa structure euclidienne canonique. On note u = ej+eg+esg+ey,
v=2e9+3e4 et F =Vect(u,v).

1. Déterminer F=.

2. Donner la matrice dans la base (e1,e9,e3,e4) de la projection orthogonale sur F'.

Exercice 19
On munit .#2(R) du produit scalaire usuel noté ¢-,-).

1. Montrer que F = {(_a

b 2) )(a, b)e ]R2} est un sous-espace vectoriel de .Z5(RR).

2. Déterminer une base orthonormée de F* pour (-, -).

11
3. Calculer la projection orthogonale de J = ( 1 1) sur Ft.

Exercice 20
On munit .4, (RR) de son produit scalaire usuel : pour tout (A,B) € .4, (R) x 4, (R), (A,B) = tr(AT x B).

1. Montrer que %, (R) et o, (IR) sont supplémentaires orthogonaux dans .4, (RR).

1 2 3
2. Déterminer la distancede M =|0 2 4| a AMR).
1 2 3

Exercice 21
Soient E un espace euclidien et p un projecteur de E.
Montrer que p est un projecteur orthogonal si, et seulement si, pour tout (x,y) € E2, (p(x),y) = (x, p(y)).

Exercice 22
Soient (E,(-,-)) un espace euclidien et F un sous-espace vectoriel de E.

1. Soit v € E de norme 1. Montrer que ¢: x — (x,v)v est le projecteur orthogonal sur Vect(v). Montrer que
lpx)|l < |lx| pour tout x € E.

PSI 2025 — 2026 12 G. BOUTARD
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TD

2. Soient pr le projecteur orthogonal sur F et x € E. Montrer que pr(x) et x — pr(x) sont orthogonaux, puis que

Ipr@)I < llxll.

3. Soit p un projecteur tel que, pour tout x € E, || p(x)|| < ||x||. En considérant un vecteur x orthogonal a Ker(p),

vérifier que x et x — p(x) sont orthogonaux. En déduire que p est un projecteur orthogonal.

4. Soient p et ¢ deux projecteurs. Montrer que p o ¢ est un projecteur si p et ¢ commutent. La réciproque est-elle

vraie?

—— Réponse

1. Comme v est unitaire, (v) est une base orthonormée de Vect(u).
D’apres le cours, le projeté orthogonal d’'un vecteur x € E sur Vect(x) est (x,v)v.
Donc,

@: x— (x,v)v est le projecteur orthogonal sur Vect(v).

Soit x € E. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
@) =[x, vl llvll < llxll loll?.

Comme v est unitaire :
@Il < llxll.
2. On sait que pp(x) € F et x— pp(x) € F*, donc
pr(x) et x — pr(x) sont orthogonaux.

Par la formule de Pythagore :
lxl® = IprE)I? + Il = pr()].

2 2 2
Comme [lx — pr(®)|* =0, on a | pr)* < llx|”.
Comme les normes sont positives :

Ipr@)Il < llxl.

3. Soit x € (Ker(p))™.
Comme p est un projecteur, p(x — p(x)) = p(x) - p%(x) = p(x) — p(x) = 0. Donc, x — p(x) € Ker(p).
Comme x € (Ker(p))L,

x et x — p(x) sont orthogonaux.

Pour montrer que p est un projecteur orthogonal, on montre que Im(p) = Ker(p)*.
Ona:
0= (x,x— p(x)) = lxI® - (x, p(x)).

Do, llxl|% = (x, p(x)) =0
Donc, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Il = [(x, p(x))| < normex| p(x)|.

Or, [ p(®)ll < llxl, donc,

lxll® = [{x, p(x))| < normex|p(x)|l < normex®.

Donc, |{x, p(x))| = normex| p(x)|.
On est dans le cas d’égalité de 'inégalité de Cauchy-Schwarz, donc, p(x) est colinéaire a «x.
Cas1l:x#0.0nap()=A.xoulel.
D’ou,
I = (x, p(x)) = A.llx 1>,

G. BOUTARD 13

Lycée GAY-LUSSAC



TD ESPACES PREHILBERTIENS REELS

Comme x # 0, A =1. Donc, p(x) =x.
Cas 2 : x =0. Comme p est linéaire, p(x) = x.
Dans les deux cas, x € Im(p), donc,

Ker(p)' c Im(p).

Comme on est en dimension finie,
dim (Ker(p)*) = dim(E) - dim (Ker(p)).

Par théoréeme du rang,
dim (Ker(p)*) = dim (Im(p)).

Donc,

Ker(p)* =Im(p) et p est un projecteur orthogonal.

4. Comme p et ¢ commutent : )
(pog)"=pogopog=popogogq.

Comme p et g sont des projecteurs, )
(pog)”=pog.

Ainsi,
poq est un projecteur.

La réciproque est fausse. On consideére les projections de R? dont la matrice dans la base canonique de R? sont :
10 11
P‘(o 0) et Q‘(o 0)'

P =P, @’=Q, PQ=Q, (PQ’=Q*=Q=PQ.

Donc, p, q et p oq sont des projecteurs.
Mais,

Ona:

PQ=Q et QP=P=%Q.

Donc, p et ¢ ne commutent pas.

Exercice 23
Soient (E,( , )) un espace euclidien de dimension n, p un projecteur orthogonal de rang r et (e1,...,e,) une base
orthonormale de E.

1. Montrer, pour tout x € E, ||p(9c)||2 =(p(x),x).

n
2. Montrer que Z IpCel?=r.
i=1

—— Réponse

1. Soitx€eE.
On sait que x — p(x) et p(x) sont orthogonaux.
Dol (p(x),x) = (p(x),x = p(®)) + (p(x), p(x)) = 0+ [ p)I* = | p(x)II*.

2. » Comme p est une projection, on sait que E = Ker(p —idg) @ Ker(p) (%) et Im(p) = Ker(p —idg).
D’ou, la matrice de p dans une base de E adaptée a (x) est :

(I, 0
A‘(o on_,)'

Dong, tr(p) =tr(A)=r.
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» On note B la matrice de p dans la base orthonormée (e1,...,e,).

On sait alors que :
n

plei) =) (plei),e;).ej,
j=1
et les coefficients diagonaux de p sont : (p(e1),e1), ..., (p(en),en).

Donc,
n

tr(p) = tr(B) = ) _(p(e;),e;).
i-1

Puis, par la question 1,

tr(p) = Y lIp(e))l%.
=1

12

Ainsi,

Y lpe)l® =tr(p) =r.
i=1

Exercice 24 1
On se place dans 6([0,7], R) muni du produit scalaire {f,g) = ;f (&) x g(¢)de.
0

1 T
Déterminer inf —f (cos(t)—axt—bx t2)2 dt.
(a,b)ERZ TT Jo

Formes linéaires et hyperplans

Exercice 25
Soit ¢ une forme linéaire sur .4, (R).
Montrer qu’il existe une matrice A € .4, (R) vérifiant, pour tout M € .4, (R), p(M) = tr(A x M).

—— Réponse

En posant, pour tout (M,N) € 4,(R) x 4,,(R), (M,N) = tr(M ™~ ), on définit un produit scalaire sur .4, (RR).

On définit ainsi un espace euclidien.

Donc, par théoréeme de représentation des formes linéaires, il existe une unique matrice B de .#,(R) telle que, pour tout
M e (R, (M) =tr(BT x M).

On note alors A=B".

Exercice 26
Soit E = R,[X] avec n € IN.

1
1. Montrer I'existence et I'unicité d’'un polynéme A de E tel que, pour tout P € E, P(0) = f A(t) x P(t)dt.
0

2. Montrer que deg(A) = n.

—— Réponse
1. Lafonctiongp: E — R est une forme linéaire.
P — P(0)

1
En posant, pour tout (P,Q) € Ez, (P,Q) = f P(t)Q(t)dt, on définit un produit scalaire sur E.
0

On définit ainsi un espace euclidien.
Donc, par théoréeme de représentation des formes linéaires, il existe un unique polynéme A de E tel que, pour tout
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1
PeE, o(P)=(A,P), autrement dit, P(0) =f A(t) x P(¢)dt.
0
2. Par I’absurde, on suppose que deg(A) < n. Le polynéme P = X A est de degré inférieur ou égal a n.
1
Donc, par la question précédente, P(0) = f A(t) x P(¢)dt.
0
D’ou,
1 2
f tx(A@®)"dt=0.
0
Or, la fonction ¢ — ¢ x (A(t)]2 est continue et positive, donc, pour tout ¢ € [0, 1], ¢ x (A(t)]2 =0.

Donc, pour tout ¢ €]0,1], A(¢) =0.
Donc, A posséde une infinité de racines, donec, A = 0.

1
On en déduit que, pour tout P € E, P(0) = f A(t) x P(t)dt = 0. Contradiction : prendre par exemple P = X + 1.
0
Ainsi,

deg(A) =n.
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