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Extrait du programme

Cette section vise les objectifs suivants :

— généraliser au cas des espaces vectoriels sur IK =R ou C certaines notions (convergence de suites, limite et continuité de fonctions)
étudiées en premieére année dans le cadre de 'analyse réelle, indispensables pour aborder ’étude des suites de matrices, des fonctions a

valeurs vectorielles et du calcul différentiel ;

— fournir un cadre topologique a la convergence des suites et séries de fonctions.

Les notions seront illustrées par des exemples concrets et variés.

Il convient de souligner I'aspect géométrique des concepts topologiques a I'aide de nombreuses figures.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Normes

Norme sur un espace vectoriel réel ou complexe.

Espace vectoriel normé.

Norme associée a un produit scalaire sur un espace préhilbertien
réel.

Distance associée a une norme.

Boule ouverte, boule fermée, sphere.

Partie convexe.

Partie bornée, suite bornée, fonction bornée.

Normes usuelles || |11, || l2 et || loo sur K™.

Norme || oo sur un espace de fonctions bornées a valeurs dans K.
Légalité sup(kA) = ksup(A) pour A partie non vide de Ret ze R"
peut étre directement utilisée.

Convexité des boules.

b) Suites d’éléments d’un espace vectoriel normé

Convergence et divergence d’une suite.

Unicité de la limite. Opérations sur les limites.
Une suite convergente est bornée.
Toute suite extraite d’'une suite convergente est convergente.

Exemples dans des espaces de matrices, dans des espaces de fonc-
tions.

c¢) Comparaison des normes

Normes équivalentes.

Invariance du caractére borné, de la convergence d’'une suite.
Utilisation de suites pour montrer que deux normes ne sont pas
équivalentes.

La comparaison effective de deux normes n’est pas un objectif du
programme. On se limite en pratique a des exemples élémentaires.

d) Topologie d’un espace vectoriel normé

Point intérieur a une partie.

Ouvert d’'un espace normé.

Stabilité par réunion quelconque, par intersection finie.
Fermé d’un espace normé.

Stabilité par réunion finie, par intersection quelconque.
Point adhérent a une partie, adhérence.

Partie dense.
Invariance des notions topologiques par passage a4 une norme équi-
valente.

Une boule ouverte est un ouvert.

Caractérisation séquentielle.
Une boule fermée, une sphére, sont des fermés.

L'adhérence est ’ensemble des points adhérents.
Caractérisation séquentielle. Toute autre propriété de 'adhérence
est hors programme.




ESPACES VECTORIELS NORMES I. NORMES ET BOULES

Dans tout le chapitre, IK désigne R ou C. On note |-| la valeur absolue (lorsque IK = R) ou le module (lorsque K = C).

I. Normes et boules

I.1. Espaces vectoriels normés

Définition 8.1 - Norme, Espace vectoriel normé

Soit E un K-espace vectoriel.
On appelle norme sur E toute application N : E — R vérifiant les propriétés suivantes :

e Positivité : Vxe E, N(x)=0;

o Séparation:VxeE, [N(x)=0 = x=0g];

e Homogénéité : Vxe E,V1e K, N(A.x) = |A| x N(x);

o Inégalité triangulaire : V(x,y)e E xE, N(x+ y) < N(x) + N(y).

On note | x| la norme de x au lieu de N(x).

Un espace vectoriel normé est un couple (&, | - ||) formé d’un K-espace vectoriel E et d'une norme || - || sur E.

‘¢- Exemple 8.1

1. Lapplication (x,y) — \/x2 + y2 est une norme sur R? (démonstration donnée plus loin).
2. (]R, | -|) et ((D, | -I) sont des espaces vectoriels normés.

3. Pourtout xe E,on a | —x| = |lx].

“/® Remarque 8.1 - Norme induite sur un sous-espace vectoriel
Soient (£, | - ||g) un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de E. On munit naturellement F' d’'une

structure d’espace vectoriel normé en le munissant de la norme :

l-lp: F — F
x — |xlg.

Définition 8.2 — Vecteur unitaire

On dit qu'un vecteur u € E est unitaire lorsque |u| = 1.

— R Proposition 8.1

Tout vecteur non nul x € E peut étre normé en posant : u = ﬂx
X
Démonstration
iz N 1 1
Par homogénéité et positivité de la norme, on a : |[ull = ﬂx = ﬂ x x|l = 1. m]
x x

G. BOUTARD 3 Lycée GAY-LUSSAC



I. NORMES ET BOULES ESPACES VECTORIELS NORMES

‘9- Exemple 8.2 - Paralléle avec les complexes

Dans ((D, -] ), tout nombre complexe non nul z s’écrit sous forme trigonométrique : z = p x el?

Onaalorsu==xz=e?eU.
0

oup>0etOe]l—mml.

~— @) Théoréeme 8.1 - Inégalité triangulaire généralisée

Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé.
Ona:

n n
YnelN*, VY(ui,...,un)€E", Y(A1,...,0) K", | Apurl| < Y 1Axllugll.
k=1 k=1

Démonstration

On raisonne par récurrence sur n. Pour tout n = 1, on note ./, :

n
«¥Y(u1,...,un)€E™, VY(A1,...,An)e K, Hzlk-uk
k=1

n
< Y A llugll.»
k=1
Initialisation.n=1. Soituj e Eet LeIK.Ona:

1
=lAruill = A1l lwrll = Y | A lugl.

1
Z Ap.up
k=1

Donc, #.

Hérédité. Soit n € N*. On suppose #, et on montre H, 1.

Soient (w1,...,un,un+1) EE* L et V(A1,..., An, Apsq) € KL
n

On note x = Z Ap.up ety =Ay11.upyt1. Par inégalité triangulaire :

k=1
n+l
Z Apup| =llx+yl<llxl+lyl.
k=1
Or, par /5,
n n
x|l = Z Ap.up| < Z |/lk| lupll et Nyl =1An+1lllups1ll.
k=1 k=1
Donc,
n+1 n n+1
Y Apup| < Y Al lupl+1Ans 1l lunsrl < Y |Ag] lugll.
k=1 k=1 k=1
Donc, #,,+1. Ce qui acheéve la récurrence. o
— R Proposition 8.2
Soit (E, || - II) un espace vectoriel normé.
Ona:
2
Ve, )EE®, llxl—lyll<llx+yl<lxl+Ilyl et [lxl—lyll<lx—yl<lxl+Iyl.
Démonstration
Soit (x,y)EE’Z. On sait que [lx+ y|l < llx| + [lyll. En remplacant y par —y,on a: |x—y| < |x| +lyll.
Par inégalité triangulaire, on a :
lxl == +yl<llx—yl+lyl et lyl=1y-2)+xl<ly—xl+lxl.
Or, [x -yl = lly—xll.
Donc,
=lx—yl<llxll =yl <llx-yl.
Ainsi, | [lxll =yl < llx—yl.
En remplacant y par —y,on a: |||lx] -yl < llx+yl. o
PSI 2025 — 2026 4 G. BOUTARD



ESPACES VECTORIELS NORMES I. NORMES ET BOULES

1.2. Distance associée a une norme

@ Définition 8.3 - Distance associée a une norme

Soit (E, |l - II) un espace vectoriel normé.
La distance associée a la norme | - || est application d : E x E — R définie pour tout (x,y) € E par
d(x,y)=llx—yll.

— R Proposition 8.3

Soit (E - II) un espace vectoriel normé et d la distance associée a la norme | - ||.On a:
« Positivité : V(x,y) € E2, d(x,y) = 0.
o Séparation : V(x,y) € E?, [d(x,y) =0 <= x = y].
o Symétrie : V(x,y) € E2, d(x,y) = d(y,x).
o Inégalité triangulaire : V(x,y,2) € E3, d(x,z)<d(x,y)+d(y,z2).

Démonstration

Conséquence immédiate des définitions de d et || - ||.

1.3. Boules ouvertes, boules fermées

Définition 8.4 — Boules ouvertes, boules fermées, spheres

Soit (E - II) un espace vectoriel normé et d la distance associée a la norme | - |.
Soienta e E etreR,.

On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r 'ensemble noté B,(a,r) et défini par :

By(a,r)={x€E|d(a,x)<r} ={x€E|lx—al <r}.

On appelle boule fermée de centre a et de rayon r 'ensemble noté Br(a,r) et défini par :

By(a,r)={x€E|d(a,x)<r}={xcE||x—all <r}.

On appelle sphére de centre a et de rayon r 'ensemble noté S(a,r) et défini par :

S(a,r)={x€E|d(a,x)=r}={x € E|llx—al =r}.

i

4® Remarque 8.2

Avec les notations de la définition, on a : S(a,r) = B¢(a,r)\ B,(a,r).

B,(0,1) est appelée boule unité ouverte de E, B¢(0,1) est appelée boule unité fermée de E et S(0,1) est appelée
sphere unité de E.

‘¢- Exemple 8.3 - Intervalles de R, disque de C

Dans (R, |-|), les boules ouvertes sont les intervalles ouverts bornés et les boules fermées sont les intervalles fermés
bornés (autrement dit, les segments) :

G. BOUTARD 5 Lycée GAY-LUSSAC



I. NORMES ET BOULES

ESPACES VECTORIELS NORMES

+ -«
e pourtousae€ RetreR;,onaB,(a,r)=la—r,a+r[ et pour tout (a, f) € IR2, aveca < f,onala, fl=B, 3 p , ﬁT)
2 a+p p-a

e pourtousa € RetreRy,onaBy(a,r)=[a-r,a+r]et pour tout (a, ) € R*,aveca < §,onala, Bl =By 5 g

Dans (C,|-1), les boules ouvertes sont les disques ouverts, les boules fermées sont les disques fermés et les spheres

sont les cercles.

By(a,r) By(a,r) S(a,r)

’/ r \\ r

i \

! )

! |

\ a / a

I.4. Produit d’espaces vectoriels normés
— R Proposition 8.4
Soient p € N*, (E1,l - I11),...,(Ep, |l - Il,) des espaces vectoriels normés.
Lapplication
l-II: Eyx---xE, — R
(1,...,xp) = max(llxilly,...,lxplp)
est une norme sur Eq x---x E,.
Démonstration
On vérifie les points de la définition de norme en utilisant que || - [|1, ..., || - [|p sont des normes.
» Positivité. Soit x = (x1,...,xp)€E1 x---xEp.On a x| = max(llxllll,..., lxp ||p) = 0 (maximum de nombres positifs car || - 1,..., [ - lIp
sont des normes).
» Séparation. Soit x = (x1,...,xp) €EEq x -+ x Ep.
On a x| =0 si, et seulement si, lx1/1 =0,...,llxpllp =0 si, et seulement si, x1 = 0g,s . Xp = OEp'
» Homogénéité. Soient x = (x1,...,xp) €E1 x---xEp et L€ K. On a A.x = (A.x1,...,A.2p).
Dot [[A.x]l = [I(A.x1,...,A.xp)| =max ([Ad.x1l1, ..., [Axpllp) = max (I1Al x [x1ll1,-.., 1A x lxplp) = IAl xmax (111, ., lxpllp) = 1Al x |x].
> Inégalité triangulaire. Soient x = (x1,...,xp) €E1 x---xEp et y =(y1,...,yp) €E1 x---x Ep.
Ona:llxg +y1lly < llerlle+lyile <lxl+ Nyl ... lxp +yplp <lxplp +lyplp < lxll +lyl.
Dong, llx+yl < llxll +lIyl.
Ainsi, || - || est une norme sur Eq x --- pr. O
Définition 8.5 — Espace produit
Avec les notations de la proposition précédente, la norme | - | est appelée norme produit et on dit que
(E1x---xEp,| - ) est 'espace vectoriel normé produit de (E1,| - ll1),...,(Ep, | - lIp)
PSI 2025 — 2026 6 G. BOUTARD
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ESPACES VECTORIELS NORMES I. NORMES ET BOULES

L.5.Norme associée a un produit scalaire

Dans ce paragraphe, on suppose que K = R.
Définition 8.6 - Produit scalaire, Espace préhilbertien, Espace euclidien

Soit £ un R-espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur E toute application ¢ : E x E — R qui est :

o bilinéaire : c’est-a-dire une application linéaire a gauche
V(A, ) € R?, V(x1,%2,7) € E®, 0(A.x1 + p.x2,y) = A x (x1,9) + 1 X p(x3,y)
et linéaire a droite
V(L) € R?, V(x,y1,72) € E®, (x, A.y1 + p.y2) = A x (ac, y1) + 1 x p(x, y2).

« symétrique : V(x,y) € E2, p(x,y) = @(y,x).

e positive : Vxe E, ¢(x,x) = 0.

o définie : Si ¢(x,x) =0, alors x =0g.
Dans ce cas, le produit scalaire de deux vecteurs x et y est plutdt noté (x, y). On trouve aussi les notations (x|y)
oux-y.
On dit que le couple (E ,{-,-)) est un espace préhilbertien (réel).

Un espace euclidien est un espace préhilbertien réel de dimension finie.

De plus, lapplication || - ||: E — R est une norme sur £ appelée norme euclidienne associée au
x = |-lI= v{x,x)
produit scalaire.
En particulier, (E, || - |) est alors un espace vectoriel normé.
4® Remarque 8.3

Soit x € E. Lapplication y — {x, y) est linéaire, donc {(x,0g) = 0, puis par symétrie, (Og,x) = 0.
Donc, pour tout x € E, (x,0g) = 0 et est linéaire, donc (x,0g) = 0, puis par symétrie, (Og,x) = 0.

~—— @) Théoréme 8.2 - Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit (E , -)) un espace préhilbertien réel, alors

V(x,y) EE xE, [{x,y)| < v/ {x,%) X \/{y,9).

De plus, on a I’égalité |(x,y)| = /{x,x) x \/{y,y) si, et seulement si, y = 0 ou il existe 1 € R tel que x = 1.y
(c’est-a-dire, x et y sont colinéaires).

~—— @) Théoréme 8.3 - Inégalité triangulaire et cas d’égalité

Soit (E,(-,-)) un espace préhilbertien réel et | - || la norme associée.
» Pour tout (x,y) €E2, on a [lx+yl < x|l + [yl

» De plus, ||x+ y|| = x|l + ||y|| si, et seulement si, y =0 ou il existe A € R tel que x = 1.y (c’est-a-dire, x et y
sont colinéaires et de méme sens).

G. BOUTARD 7 Lycée GAY-LUSSAC



I. NORMES ET BOULES ESPACES VECTORIELS NORMES

1.6. Normes sur K", ou n e N*

Définition 8.7 - Norme 1 sur K"

On définit la norme 1 sur K" par :

n
Voo =(x1,...,00) €K",  lxlli =) lacg] = leal + -+ + lnl.
k=1

— Y Exercice 8.1

Montrer que I'application précédente définie bien une norme sur K",

Résolution

n
» Pour tout (x1,...,4,) € K", on a |(x1,...,xs)ll1 = Y |2z =0 comme somme de modules.
k=1
D’oui la positivité de || - [|1.

n
» Soit (x1,...,x,) € K™ tel que [(x1,...,x,)[1 =0. On a donc Z |xg| = 0 qui est un somme de réels positifs. Donc, |x1| =+ = |x,| =0.
k=1
Dot (x1,...,x,)=(0,...,0).
D’ou la séparation de || - ||1.
» Soient (x1,...,4,)€EK" et AeK.Ona:

n n
IA.Ge1,e )L = MA x 21, A x a1 = Y [Axag] = 1A x Y lapl = 1A x ICxq,...o20)l1.
k=1 k=1
D’ou 'homogénéité de | - ||1.
» Soient (x1,...,%,) € K" et (y1,...,yn) € K”. Par inégalité triangulaire dans K, on a :
n n n
G, 2n) + D1y ¥l = 1@+ 31, xn 4y li = Y g+l < ) gl + Y el <@, o2l + 1, y) 1
k=1 k=1 k=1

D’ou, || - [I1 vérifie 'inégalité triangulaire.

Définition 8.8 - Norme 2 sur K"

On définit la norme 2 sur K" par :

V= (1,0 €K, lally = /la 2 4+ g 2.

Z® Remarque 8.4
Lorsque K = R, on retrouve la norme euclidienne associée au produit scalaire canonique sur R” :
n

Vo =(x1,...,x0) ER*, Yy =(y1,...,yn) ER™, (X, y) = ) Xp X yp =X1 X y1+-++Xp X Yp.
k=1

— Y Exercice 8.2

Montrer que I'application précédente définie bien une norme sur C".

Résolution

n
» Pour tout (x1,...,x,) € C*, on a [[(x1,...,x,)ll2 = Z lxz|2 =0.
k=1

D’ou la positivité de || - ||o.

PSI 2025 — 2026 8 G. BOUTARD



ESPACES VECTORIELS NORMES I. NORMES ET BOULES

n
» Soit (x1,...,%,) € C" tel que [|(x1,...,%x,)ll2 =0. On a donc Z kal2 =0 qui est un somme de réels positifs. Donc, |x1|=---=|x,| = 0.
k=1
D’ou (x1,...,x2,)=(0,...,0).
D’ou la séparation de || - [|o.
» Soient (x1,...,4,)€C" et LeC.On a:

n n
A1, x)lig = (A x 21, A x x0)ll2 = J Y Axxpl2= $IM2 x Y lxgl2 = A Iy, .., 20l
k=1 k=1

D’ot 'homogénéité de | - ||o.
» Soient (x1,...,%,) € C" et (y1,...,yn) € C". Par inégalité triangulaire dans C, on a :

n n
2
M1, xn) + (31, vl = 1 + 315X )iz = (| D I +ypl® < (| 3 (Il +1yel)”
k=1 k=1
Or, (|x1l,...,1xn) € R™ et (Iy1l,...,1yn|) € R"™. Donc, en appliquant I'inégalité triangulaire dans R", on a :

n n n
2
11, .. %0) + (Y1, .., yn)dllo < \j Y (lepl+1ypl)” < \j Y lxklh\j Y vel2 <Ny, xn)la + 1, vl
k=1 k=1 k=1

D’ou, || - ||lo vérifie 'inégalité triangulaire.

~ © Théoréeme 8.4 - Inégalités de Cauchy-Schwarz et triangulaire dans K"

Pour tous (x1,...,x,) € K" et (y1,...,y,)€ K", on a:

n n n n n n
Y Xk X Yk <\/Z kaIQX\/Z lyrl2 et \/Z ka+yk|2<\/lek|2+\/2|yklz.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Z® Remarque 8.5

Dans ce cas, I'inégalité triangulaire s’appelle aussi I'inégalité de Minkowski.

Définition 8.9 - Norme infinie sur K"
On définit la norme infinie sur K" par :

Vo =(x1,...,%,) € K", [xlloo = max lcz, | = max(|x1l,...,1x,]).
SRS

— Y Exercice 8.3

Montrer que I'application précédente définie bien une norme sur K.

Résolution

» Pour tout (x1,...,x,) € K™, ona [[(x1,...,%n)llco = mkax lxz| = 0 comme maximum de réels positifs.

SRkRsn

D’ou la positivité de || - [lco-

» Soit (x71,...,x,) € K™ tel que [|(x1,-..,%n)llco = 0. On a donc 1m];elx |xp| =0 qui est le maximum de réels positifs. Donc, |x1| =+ =[x,| =0.
<ks<n

D’ou (x1,...,x,)=(0,...,0).

D’ou la séparation de || - |loo-

» Soient (x1,...,x4,)€EK" et A€IK.Ona:

IA.Gx1,. . 2n)lloo = 1A X x1,...,A X Xp)lloo = max [Axxp|= max (JAlx|xl) =4l x max [xg]=|A]x [(x1,..., %) lco-
1<k<n 1<k<n 1<k<n

D’ou 'homogénéité de | - |lco-

G. BOUTARD 9 Lycée GAY-LUSSAC



I. NORMES ET BOULES

ESPACES VECTORIELS NORMES

» Soient (x1,...,x,) € K" et (y1,...,yn) € K"*. On a:

Or, pour tout & € [1,n], lxp +yp| < lxpl+ |yl < (x1,..., 2000 + (Y15 ., Y1) llco-
Donc, I(x1,...,%7) + (¥1,.- -, ¥n)lloo < 1(x1,.. ., X0 ) loo + 1(¥15- -, Y )lloo
Do, || - |lco vérifie I'inégalité triangulaire.

ICx1,. s x0) + (V1505 V) lloo = 11 + Y15, %0 + Yn)lloo = max |xg + ypl.
1sks<n

4 Remarque 8.6 Boules unités fermées de R? pour les normes 1, 2 et infinie

Norme 1 Norme 2

L.7.Norme infinie sur 4(X,K)

Norme co

Soit X un partie de R non vide. On note %(X,IK) 'ensemble des fonctions bornées sur X et a valeurs dans K.

Soit A une partie de IR.

est unique et est noté sup(A) ou supA.

est unique et est noté inf(A) ou infA.

- rd L] rd . . rd .
Définition 8.10 - Borne supérieure, borne inférieure

» On appelle borne supérieure de A le plus petit des majorants de A, §’il existe. Dans ce cas, un tel élément

» On appelle borne inférieure de A le plus grand des minorants de A, §’il existe. Dans ce cas, un tel élément

~—— @) Théoréeme 8.5 - Théoréeme de la borne supérieure

» Toute partie non vide et majorée de IR posséde une borne supérieure.

» Toute partie non vide et minorée de IR posséde une borne inférieure.

— W( Notation 8.1 - Cas d’une partie non majorée ou non minorée

Soit A une partie non vide de R.
» Lorsque A n’est pas majorée, on pose sup(A) = +oo.

» Lorsque A n’est pas minorée, on pose inf(A) = —oco.

~—— @) Théoréme 8.6 - Caractérisation de la borne supérieure

Soient A une partie non vide et majorée de R et S € R.

PSI 2025 — 2026 10
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On a les équivalences :

S est un majorant de A

S=sup(4) <= { S est le plus petit des majorants de A

S est un majorant de A
Ve>0,3x€e A, S—e<x.

Démonstration
Il suffit de remarquer que I’'assertion « y n’est pas un majorant de A » est équivalent & «Ix€ A, y <x ». o
Z® Remarque 8.7
On a une propriété similaire pour la borne inférieure.
— R Proposition 8.5
Soient A une partie non vide de R et k€ R.
On note kA = {k x ala € A} 'ensemble des réels obtenus en multipliant les éléments de A par k.
Alors,
sup(kA) =k x sup(A).
Démonstration
Cas 1: % =0. Dans ce cas, kA ={0}. Donc, sup(kA) = 0 et I'égalité est vérifiée.
Cas2:k+#0.
» Soitbek.A,onab=kxaouacA.
Or, a < supA.
Donc, b <k x sup(A).
On en déduit que % x sup(A) est un majorant de £A.
Donc,
sup(kA) <k x sup(A).
» Soit £ > 0. Montrons que % x sup(A) — € n’est pas un majorant de 2A.
Comme % >0, sup(A) — 7 n’est pas un majorant de A.
Dong, il existe a € A tel que sup(A) — % <a.
En multipliant par 2 >0,0on a : k x sup(A)—e<k xa.
Comme k& xa € kA, on en déduit que & x sup(A) — € n’est pas un majorant de kA.
Ainsi, sup(kA) =k x sup(A). o

°¢- Exemple 8.4
On a 2.[0,1[=[0,2[.

@ Définition 8.11 — Norme infinie sur %4(X,K)

On définit alors la norme infinie sur (X, ) par :

Ve BX,K), [fllo= su}}()lf(t)l = S;plfl =sup{|f(®)|teX}.
te

G. BOUTARD 11
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,_ Y Exercice 8.4

Vérifier que I'application précédente est bien une norme (X, KK).

Résolution

» Lensemble {|f(¢)| |t € X} est une partie non vide et majorée (car f est bornée) de R. Donc, par le théoréme de la borne supérieure,
sup|f| est bien définie.
X

» Pour tout f € B(X,IK), on a ||f]loo = sup|f| =0 comme borne supérieure d'une partie minorée par 0.
X

D’oui la positivité de || - [loo-
» Soit f € B(X,K) tel que ||flloo =0. On a donc sup|f| =0. Or, |f| est une fonction positive sur X. Donc, f est la fonction nulle.
X

D’ou la séparation de || - |loo-
> Soit f € B(X,K) et A € K. En utilisant la proposition 8.5 avec A = {|f ()| [t€ X} etk =[A] =0, 0n a:

RA={IAxf@®)|teX} et ||/1~f||oo=S;1(p|/1-f| =S;1(p|/1| x|f1=1Al ><S;l(plfl =AU N f lloo-

D’ot1 'homogénéité de | - [loo-

» Soient f € B(X,K) et g € B(X,K).

Par inégalité triangulaire dans I, pour tout t€ X, on a : |[f(&)+g@I < |f@®)|+ g < If lloo + 1 €llco-
Donc, par définition de la borne supérieure, ||f + glloo < If lloo + 1€ llco-

D'ou, || - loo Vérifie I'inégalité triangulaire.

L1.8. Exercice : Normes sur 4 ([a,b],IK), ou a < b sont des réels

— Y Exercice 8.5 - Norme 1 sur %4 ([a,b], K)

Pour tout f € €([a, b],K), on note :

b
Vfe6(a,bK), [fli= f ()1t

Vérifier que I'application précédente est bien une norme %¥([a, b], K).

Résolution

b
» Pour tout f € €([a,b],IK),on a |1 =f |f(¢)|dt = 0 par positivité de I'intégrale (|f| est une fonction positive).
a
D’oui la positivité de || - ||1.
b
» Soit f € €([a,b],K) tel que [|fll1 =0. On a donc f |f(®)|dt = 0. Or, |f| est une fonction positive et continue sur [a,b]. Dong, f est la
a

fonction nulle.
D’ou la séparation de || - [|1.
» Soient f € €([a,b],K) et A € K. Par linéarité de I'intégrale, on a :

b b
1Al =f [Axf@)lde =17l Xf IF@1de = 1A x I f 11
a a

D’ou 'homogénéité de | - ||1.
» Soient f € €([a,b],IK) et g € €([a,b],IK). Par inégalité triangulaire dans IK, croissance et linéarité de I'intégrale, on a :

b b b b
||f+g||1:f |f<t>+g(t>|dt<f If(t)|+|g(t)|dt<f If(t)ldt+f gOldz < I1fll1+lgl.
a a a a

D’ou, || - ||1 vérifie I'inégalité triangulaire.

— Y Exercice 8.6 — Norme 2 sur 4([a,b], K)

[ b
Ifll2= flf(t)lzdt.

PSI 2025 — 2026 12 G. BOUTARD
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Vérifier que I'application précédente est bien une norme %¥([a, b], K).

Résolution

Cas 1 : K = R. On reconnait la norme euclidienne associée au produit scalaire sur ¢ ([a,b],R) défini par :

b
V(.9 e 6a,bLR?, (f,g) = f £ % g(0)dt.
a

Cas2:K=C.
b
» Pour tout f € €([a,b],C),on a [flla = 1 /f |[£(#)|2dt = 0 par positivité de I'intégrale (|f| est une fonction positive).
a
D’ou1 la positivité de || - ||o.

b
» Soit f € €([a,b],C) tel que ||f]l2 =0. On a donc f If(t)l2 dt =0. Or, |f|2 est une fonction positive et continue sur [a,b]. Donc, f est la
a

fonction nulle.
D’ou la séparation de || - [|o.
» Soient f € €([a,b],C) et A € C. Par linéarité de l'intégrale, on a :

b b b
Infla= 1/ [ IAx F@Zde= 1/1A12 x f PR = A x f PR =A% [fll.

D’oti 'homogénéité de | - ||o.
» Soient f € €([a,b],C) et g € €([a,b],C). Par inégalité triangulaire dans C, croissance de I'intégrale et croissance de la fonction

racine carrée, on a :
b b
If +gllg = \/ f IF @)+ g2 dt < \/ f (F @)1 +1g)])* e
a a

Or, || et |g| dont des fonctions continues sur [a,b] a valeurs positives. Donc, en appliquant 'inégalité triangulaire dans 4([a,b],R), on

a:
If+gl2< \/f (IF @1 +1g@))? \/f If ()2 dt + \/f lg@®2d<Ifllz+lgl2

D’ou, || - |9 vérifie I'inégalité triangulaire.

—— @) Théoréme 8.7 - Inégalités de Cauchy-Schwarz et triangulaire dans 4 ([a,b], 1K)

Pour tous f € ¥([a,b],K) et g € €([a,b],IK), on a :

b b b
f If(t)g(t)ldts¢ f If(t)|2dt><¢ f gORE et \/ f (IF O] +1g@])> d \/ f If(t)lzdt+\/ f DR,

— Y Exercice 8.7 - Norme oo sur %4 ([a,b],K)

Pour tout f € €([a,b],IK), on note :

Vie€(a,bl,K), Iflleo= s[uIz]If(t)l.
tela,

Vérifier que I'application précédente est bien une norme %¥([a, b], K).

Résolution

Par le théoréme des bornes atteintes, toute application continue sur le segment [a,b] et a valeurs réelles est bornée (et atteint ses
bornes). On peut donc définir la norme infinie sur € ([a,b],K) (Définition 11) :

Vf e€(la,bl,K), 1flloo= sup If(DI.
tela,b]

G. BOUTARD 13 Lycée GAY-LUSSAC
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‘9- Exemple 8.5 - Boule unité fermée pour la norme infinie

On munit €°°([0,27],IR) de l1a norme || - |loo. On a :

g€Bf(sin,1l) < |[g-sinfos1
< Vxel0,2n],|g(x)-sin(x)| <1

< Vxel0,2n],sin(x)—- 1< g(x) <sin(x)+ 1.

—sin
--- g€ By(sin,1)

1.9. Exercice : normes sur ./, ,(K), avec (n,p) € N* x N*

— Y Exercice 8.8 - Norme 1 sur ./, ,(IK)

Pour tout A € .4, ,(IK), on note :
n p
1Al =) ) laijl.
i=1j=1

Vérifier que I'application précédente est bien une norme .4, ,(IK).

Résolution

n p
» Pour tout A € 4y p(IK),on a |All; = Z Z Iai’jl = 0 comme somme de réels positifs.
i=1j=1
D’ou la positivité de || - ||1.

i=1j=1
Donc, pour tout (i, ) € [1,n] x [1, pl, Iai’jl =0.Donc, A =0.
D’ou la séparation de || - ||1.

» Soient A € 4y p(R)et A€R. On a:

INAlg = Z Z Axa;jl=IAl Z Z la; jl = 1A x | Ally.
i=1;=1 i=1j=1
D’oti 'homogénéité de | - ||1.

» Soient A € My p(R) et Be Ay p(IR). On a:

IA+Bl1= Z Z la;j+b; ;< Z Z laj jl+1b; jl < Z Z |a,J|+Z Z b jl <

i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1

D’ou, || - [I1 vérifie 'inégalité triangulaire.

n P
» Soit A € 4y p(K) tel que |All; =0. On a donc Z Z Iai’jl =0 qui est un somme de réels positifs.

lAllL+1Bl1.

PSI 2025 — 2026 14
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— Y Exercice 8.9 - Norme 2 sur ./, ,(IK)

Pour tout A € .4, ,(IK), on note :

i=1j=1

n p
Al = \ YY) a2

Vérifier que I'application précédente est bien une norme .4, ,(IK).

Résolution
Cas 1: K =RR. On reconnait la norme euclidienne associée au produit scalaire usuel sur .4}, p(IR) défini par :
V(A,B) € My p(R)?, (A,B)=tr(AT xB z:zaw
i=1j=1

ou A —(G/L j)1<L<n et B —(bl j)1<L<n
1<js<p 1<jsp

n p
Y. > la; jI2 =0 comme somme de réels positifs.
i=1j=1

Cas 2 : K = C. » Pour tout A € ./, p(C),on a ||Allg =
D’ou la positivité de || - ||o.

n p
> Soit A € My p(C) tel que [Allg =0. On a donc Z Z Ial-JI2 =0 qui est un somme de réels positifs.
i=1j=1
Dong, pour tout (i, /) € [1,n] x [1,pl, la; ;| =0. Donc, A = 0.
D’ou la séparation de || - [|o.
» Soient A € My p(C)et A€ C.On a:

ZZmUP A% IAllg.

i=1j=1

INAllg = J )y Z Axa; 2= Jw% )y Z lai jI2 =7l x

i=1j=1 i=1j=1

D’oti 'homogénéité de | - ||o.
» Soient A € .y, p(C) et B€ My p(C). On a:

n p n p 2
IA+Blg= > Y la;j+b;jI2< > Y (la;jl+1b; )"
is1j21

i=1j=1

Or, (la; jD1<i<n €t (15 jD1<i<n sont deux matrices & coefficients réels. Donc, en appliquant I'inégalité triangulaire dans .#,(IR), on a :
1<jsp 1<jsp

n p n p
IA+Blg < J Y Y (laj jl+16; 41)? \J > Z la; ;12 + J Y X 1bijI2<lAlg+1Bllg.
i=1j=1 i=1j=1

i=1j=1

D'ou, || - |2 vérifie 'inégalité triangulaire.

— Y Exercice 8.10 —- Norme oo sur ./, ,(IK)

Pour tout A € ./, ,(IK), on note :
[Alloo = max |a; jl.
1<i<n
1sjs<p

Vérifier que I'application précédente est bien une norme .4, ,(IK).

Résolution

» Pour tout A € .4y p(K),on a Al = 1max la; j| =0 comme maximum de réels positifs.
<isn
1sjsp
D’ou la positivité de || - lloo

» Soit A € 4y, p(K) tel que ||A||00 0. On a donc 1max la; ;1 = 0 qui est le maximum de nombres réels positifs.
<1<
1</<p
Donc, pour tout (i,j) € [1,n] x [1,p], Iai,jl =0.Donc, A =0.
D’ou la séparation de || - |loo-
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» Soient A € #y p(R)et LeR.On a:

[1.Alloo = max |A x ai,jl =|Al x max |ai,j| =A% [|Allco-

1<i<n 1<i<n
1<j<p 1<j<p

D’ou 'homogénéité de | - |lco-

> Soit A € 4y p(R) et B € My p(R). On a : pour tout (i, /) € [1,n] x [1,p], |a; ; +b; | < |a; j| +]bi ] < |1 Allco + IBlloo.

Donc, |A +Blloo < |Alloo + 1Bllco-

D'ou, || - oo Vérifie I'inégalité triangulaire.

1.10. Exercice : normes sur IK,[X], avec n € N fixé

— Y Exercice 8.11 - Norme 1 sur K,[X]

Pour tout P € K,[X], on note :

n
IPll1= Z lag!.
k=0
Vérifier que I'application précédente est bien une norme K, [X].

Résolution

A faire

— Y Exercice 8.12 - Norme 2 sur K,[X]

oit n € IN. On définit sur R,[X] le produit scalaire :
n n n
VP=Y ap,XF,vQ=Y b X", (P,@ =Y apxbs.
k=0 k=0 k=0

1. Vérifier que (-,-) définit bien un produit scalaire sur R,[X].

- 2
IPllz = las .
k=0

Vérifier que || - | définit bien norme sur K,[X].

n
2. Pour tout P = Z aka € K,,[X], on note :
k=0

Résolution

A faire

— Y Exercice 8.13 - Norme oo sur IK,,[X]

P = max |a]|.
” ”OO <h< | kl

Vérifier que I'application précédente est bien une norme K, [X].

Résolution

A faire

PSI 2025 — 2026 16 G. BOUTARD



ESPACES VECTORIELS NORMES I. NORMES ET BOULES

1.11. Caracteére borné

Définition 8.12 - Partie bornée

Soit (E, || - II) un espace vectoriel normé.

On dit qu'une partie A de E est bornée lorsqu’il existe R =0 tel que : Vx € A, ||x|| < R.
Autrement dit, A ¢ By(0g,R).

‘¢- Exemple 8.6

Les boules ouvertes, les boules fermées et les sphéres sont bornées.

Définition 8.13 — Suite d’éléments d’un espace vectoriel

Soit £ un K-espace vectoriel.
» On appelle suite d’éléments de E toute application v : IN — E.
» Pour tout n € IN, on note u, = u(n) le terme de la suite de rang n. La suite u est notée (u,),cN ou (u,).

» On appelle suite d’éléments de E définie a partir du rang n € IN toute application u : [ng, +oo[— E
et on la note (u,)n=n,.

— R Proposition 8.6

Soit E un IK-espace vectoriel.
Lensemble EN des suites d’éléments de E muni des opérations :

V((n),(n) e EN x EN VAEK, (up)+ W) =(un+v,) et Adun)=uy)

est un K-espace vectoriel.

Démonstration

On remarque EN_z (IN,E) est un K-espace vectoriel de référence. ]

“® Remarque 8.8

On étend cette proposition aux suites définies a partir d’'un certain rang.
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Définition 8.14 — Suite bornée

Soit (E, || - II) un espace vectoriel normé.

On dit qu’une suite (u,) € E™ est bornée lorsqu’il existe R = 0 tel que, pour tout n € N, |lu,| <R.
Autrement dit, la partie {unln € ]N} de E est bornée, ou encore, il existe R =0 tel que : Vn € IN, u, € Bf(0g, R).

‘¢- Exemple 8.7

i n
La suite (1,),>1 de terme général u, = (1 + —) est bornée.
n

/# Remarque 8.9 - En dimension infinie, le caractére borné d’une suite dépend de la norme considérée

On note E = 6([0,1],R). On considére les normes || - |l €t || - [l2 sur E.
Pour tout n € IN, on note f,, la fonction définie, pour tout x € [0, 1], par f,(x) = vn x x™.

Pour tout n €N, on a || frlleo = V7 "
n—+oo

[ 1
n
Pour tout n € IN, on a || f, |2 = f nxx2ndye = TS 1. Done, la suite (f,)ne est bornée dans (E, | - 2).
0 n

Définition 8.15 — Fonction bornée

+00. Donc, la suite (f,),el n’est pas bornée dans (E, | - [lo)-

Soient X un ensemble non vide et (E - II) un espace vectoriel normé.
On dit qu'une fonction f € EX est bornée lorsqu’il existe M > 0 tel que, pour tout x € X, || f(x)| < M.
Autrement dit, la partie {f x)|xeX } c E est bornée, ou encore, il existe M =0 tel que : Vx € X, f(x) € Bf(0g, M).

°¢- Exemple 8.8

La fonction f: C* — C est bornée.
2+ixz
2]

4

f Notation 8.2

Soient X un ensemble non vide et (E, | - ||) un espace vectoriel normé.
L'ensemble des fonctions bornées de E dans X est noté AB(X,E).
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— R Proposition 8.7

Soient X un ensemble non vide et (E - II) un espace vectoriel normé.
L'ensemble %(X, E) des fonctions bornées de X dans E est une sous-espace vectoriel de 'ensemble & (X ,E) des
applications de X dans E.

Démonstration

Exercice

~— ©) Théoréme 8.8

Soient X un ensemble non vide et (E, | - ||) un espace vectoriel normé.
Lapplication N: B(X,E) — R est une norme sur (X, E).
f = SuPyex £ (@Il
Pour tout f € B(X,E), on note ||f|loo = N(f) = sup || f(x)]|.
xeX

Démonstration

Soit f € B(X,E). Lensemble {Ilf(x)ll lx € X} est une partie non vide et majorée de R, donc posséde une borne supérieure. Donc, N(f)
est existe.
» Pour tout f € B(X,E), on a N(f)=sup || f(x)|| =0 comme borne supérieure de la partie {||f(x)|/|x € X} minorée par 0.

xeX

D’ou la positivité de N.

» Soit f € B(X,E) tel que N(f)=0. On a donc, pour tout x € X, 0 < || f(x)|| < N(f). Donc, pour tout x € X, ||f(x)|l = 0, donc par séparation
de la norme, f(x) =0g : f est la fonction nulle.

D’ou la séparation de N.

» Soit f € B(X,E) et A € K. Par homogénéité de la norme sur E, on a :

N(f)=suplAx f()ll =suplAl x [ £l = Al x sup [ ()l = Al x N(f).
xeX xeX xeX

D’ott 'homogénéité de N.

» Soit [ € BX,E) et g € BX,E). Par inégalité triangulaire de la norme sur E, pour tout x € X, on a

I )+ gl < If QI+ gl < N(f)+ N(g).

Donc, N(f)+ N(g) est un majorant de {||f(x) + g(x)lllx € X}.

D’ou, par définition de la borne supérieure, N(f +g) < N(f)+ N(g).

D’ou, N vérifie 'inégalité triangulaire. o
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1.12. Partie convexe

) Définition 8.16 - Segment

Soit E un K-espace vectoriel. Pour tout (x,y) € E?, on note
[x,y]1={(1-t).x+ t.ylt €[0,11}.

y

(1-t)x+t.y

Définition 8.17 — Partie convexe

Soient E un IK-espace vectoriel et A une partie de E.
On dit que A est convexe lorsque, pour tout (x,y) € A2, [x,y]  A. Autrement dit :

V(x,y)e A%, Vt€[0,1], (1-t).x+t.y€cA.

Z#® Remarque 8.10

La notion d’ensemble convexe ne fait pas intervenir la notion de norme.

‘¢- Exemple 8.9
Soient I un intervalle de R et f : I — R une fonction convexe : pour tous (x,y) € I? et A €[0,1],

FlA=Mx+Ay) <@ -DF @)+ Af ().

y

)
A-Df@)+Af(y)

f((l - A)x+ Ay)
fx)

x (1-Nx+Ay Y

PSI 2025 — 2026 20

G. BOUTARD



ESPACES VECTORIELS NORMES

I. NORMES ET BOULES

L'épigraphe de f est 'ensemble des points qui se trouvent « au dessus » du graphe de f : E; = {(x,y)lx €I et y = f(x)}.

La partie E est une partie convexe de R2.

~— € Théoréme 8.9

Soit (E, |l - II) un espace vectoriel normé.

» Les boules ouvertes et les boules fermées sont convexes.

» Les spheéres de rayon strictement positif ne sont pas convexes.

Démonstration

SoitaeEetr=0.
» Montrons que la boule ouverte B,(a,r) est convexe.
Soient (x,y) € Bo(a,r) x Bola,r) et t€[0,1]. Ona: [((1-8).x+ty—al=I(1-8).(x—a)+t.(y—a)l.

Or, par définitions de x, y et t,ona: [|[x—al <r, |y—al <r,t€[0,1] et 1 -t €[O0,1].
Dong, [1—-¢| x lx—all+|tlx ly—all <1 —t)xr+¢xr.

Dong, [(1-#8).x+¢t.y—al <r.Dou, (1-%).x+t.y € Bo(a,r).

Dong, [x,y]l < Bo(a,r). Ceci est vrai pour tout (x,y) € E2.

Ainsi, B,(a,r) est convexe.

Montrons que la boule fermée B(a,r) est convexe.
Soient (x, y) EBf(a,r) X Bf(a,r) ett€[0,11.0Ona: |[[(1-8)x+ty—al=I1-8).(x—a)+t.(y—a)l.

Or, par définitions de x, y et t,ona: [[x—al <r, |y—al <r,te[0,1] et 1-t€[0,1].
Dong, [1-¢t|xlx—all+|t|x ly—all <A —t)xr+¢xr.

Dong, [[(1—¢).x+t.y—al <r.Dou, (1-t).x+t.y€ Bf(a,r).

Done, [x,y] = Bf(a,r). Ceci est vrai pour tout (x,y) € E2.

Ainsi, B f(a,r) est convexe.

» On suppose que r > 0. Montrons que la sphére S(a,r) n’est pas convexe.

Soit x € S(a,r). Alors y=2a—xe€S(a,r)car |y—al =2a-x—-al =lla—x| =r.
1 1

Or,a=—-.x+—-.y€[x,yl mais a ¢ S(a,r) car |la—a| =0#r.

Donc, S(a,r) n’est pas convexe.

D’oul, par inégalité triangulaire puis homogénéité, on a: [(1—¢t).(x—a)+t.(y—a)l <|1—¢t| x |lx—all + [t x |y —al.

D’ou, par inégalité triangulaire puis homogénéité, on a: [(1-t).(x—a)+t.(y—a)ll <|1—¢t| x |lx—all + |t x |y —all.

‘¢- Exemple 8.10

» La partie R?\ {(0,5)ly = 0} n’est pas convexe.

» La partie {z € C||z| < 1et |z—1| > 1} n’est pas convexe.
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II. SUITES D’ELEMENTS D’UN ESPACE VECTORIEL NORME ESPACES VECTORIELS NORMES

I1. Suites d’éléments d’un espace vectoriel normé

I1.1. Suites convergentes, suites divergentes

Définition 8.18 — Suite convergente, Suite divergente

Soient (E - II) un espace vectoriel normé et (u,),ecN € E™ une suite d’éléments de E.

» Soit £ € E. On dit que la suite (z,),cv converge vers ¢ lorsque :

Ve>0,ANeN,Vn=N, |lu, —?| <e.

Dans ce cas, on note u, ¢. Un tel vecteur ¢ est appelé limite de la suite (u,),cN.

n—+
» On dit que la suite (u,),civ converge lorsqu’il existe £ € E tel que la suite (z,),cN converge vers £.

» On dit que la suite (u,),cy diverge lorsqu’elle ne converge pas.

~— @) Théoréme 8.10 - Unicité de la limite lorsqu’elle existe

Soient (E - II) un espace vectoriel normé et (u,),ecN € E™N une suite d’éléments de E.
On suppose qu’il existe (£1,02) € E? tel que u,
Alors, /1 =/¥5.

51 et Up —— [2.
n—+oo n—+oo

Démonstration

Par ’'absurde, on suppose ¢1 # ¢9.
l1-¢
On pose € = 11—l > 0 (car ¢1 # ¢9). Par définition de suite convergente, il existe N1 € IN et No € IN tels que, pour tout n = N1,
lun — €11l < € et pour tout n = N, |u, — 2] <e.
On note N = max(N1,N2). Par inégalité triangulaire, on a :

20161 - L]l
Vn =N, 01— ol <1101 —un +un—Col <101 —unll +lluy - L2l <26 < %

Comme [|£1 — ¢2]| > 0, on aboutit & une contradiction. Donc, £1 = ¢9. m}

“/#® Remarque 8.11

» Puisque la limite ¢ d’'une suite (u,),cN est unique lorsqu’elle existe, on notera dans ce cas ¢ = lirP Up.
n—+0oo

» On peut ramener I'étude de suites d’'un espace vectoriel normé (E - ||) a l’étude de suites numériques :

Une suite (u,)neN € EN converge vers ¢ si, et seulement si, la suite numérique (IIu n—"F II) 2cN converge vers 0.

‘¢- Exemple 8.11 — Suite d’éléments de R3

Dans R? muni de la norme infinie |l - loo, on consideére la suite définie par :

1 1
VnelN*,u, = (ch (—) ,Arctan(n), —) .
n n
1 1
) 3,
n n
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1 1
Or, ch(—) -1—0, Arctan(n)—g ——0et ——0.
n

n—+oo n—+oo n n—+oo
Donc,

‘¢- Exemple 8.12 — Suite d’éléments de ./5(RR)

Dans .#>(IR) muni de la norme infinie | - |, on considere la suite définie par :

i (1) 1
n xsin|— —
YnelN*, A, = n n
nxe " nxtan(—)
n
On a
. (1 1
nxsin|—|-1 — 1 1 1
1A, —Isllo = n nl :max(nxsin(—)—l ,—,nxe ", nxtan(—)—ll).
nxe " nxtan(—)—l n n n
n o0
1 . 3 “n .
Or, — 0, par croissances comparées, n x e © ——— 0, et par les équivalents usuels :
n n—+oo n—+oo
1 1
nxsin(—)—l Oetnxtan(—)—l————»O.
n n—-+o0o n n—-+oo
Donc,

A, —— .
nn~+oo 2

~— & Théoréeme 8.11

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie p =1 et (u,),eN € E™ une suite d’éléments de E.

On note % =(ey,...,ep) une base de E, et pour tout n € N, u,, = u}l.el +eet uﬁ.ep.

La suite (u,),cv converge si, et seulement si, les suites coordonnées (u,ll)ne]N, (u%)nE]N,. ., W) dans la
base % convergent.

En cas de converge, on a :
lim u :(lim ul).e +---+(lim up).e .
iy e B n—+too )P

Démonstration

Admis (pour I'instant).

Z# Remarque 8.12

» On admet aussi que la suite (u,),cv est bornée si, et seulement si les suites coordonnées (u,ll)ne]N, (u%)nE]N,. ‘e
(uf) e dans la base 98 sont bornées.

» On peut reformuler le théoréeme :

Une suite converge si, et seulement si, ses suites coordonnées dans une base de E convergent.

Par conséquent, en utilisant la base canonique de K :

Pour étudier la convergence d’'une suite de N-uplet, il suffit d’étudier la convergence de chacune des suites
définies par ses coefficients.
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Par conséquent, en utilisant la base canonique de .4, 4(K) :

Pour étudier la convergence d’'une suite de matrices, il suffit d’étudier la convergence de chacune des suites
définies par ses coefficients.

De méme, en utilisant la base canonique de Kx[X] (ou N € IN) :

Pour étudier la convergence d’une suite de polynomes de degré inférieur ou égal a N il suffit d’étudier la
convergence de chacune des suites définies par ses coefficients.

‘9" Exemple 8.13 - Lorsque ’espace est de dimension infinie, une suite peut étre convergente pour une
norme et divergente pour une autre norme

On note E = 6([0,1],IR). On considere les normes || - || €t || - |1 sur E.
Pour tout n € IN, on note f}, la fonction définie par :

Vxe[0,1], fn(x)= vnxx".

1
~ n
Pour tout n € IN, on a ||f» —0|; = Izl Zf v xx" dx = % — 0. Donc, la suite (f,),cIN converge vers la
0 n -
fonction nulle dans (E, | - [I1).
Pour tout ne N, on a ||f, — Ol = V7 — +00. D’ou, la suite (f,,),cN ne converge pas vers la fonction nulle dans
—+00
(E (e IIOO). Une question se pose : Y a-t-il convergence vers une autre fonction pour cette norme ? Le théoréme 8.12

page 24 ci-dessous montre que la réponse est Non!

I1.2. Propriétés des suites convergentes

~— @) Théoreme 8.12

Soient (E - II) un espace vectoriel normé et (u,),cv une suite d’éléments de E.
Si la suite (u,),cIv converge, alors elle est bornée.

Démonstration

On suppose que (1) converge vers £ € E.

Par définition de la limite : il existe N € IN tel que, pour tout n = N, |lu, - ¢| < 1.

D’ou, par inégalité triangulaire, pour tout n = N, |uy|l < llup -2+ 114 <1+ 4]

On note M =max (llugl,...,luny—1ll,141) (quantité indépendante de n). On a : pour tout n € N, |lu,| < M.

Donc, la suite (un),eN € E™ est bornée. ]

4@ Remarque 8.13 - Prudence!

La réciproque est fausse. La suite ((-1)"), est une suite bornée de 'espace vectoriel normé (RR,|-|) mais ne
converge pas.

Z® Remarque 8.14 - Suite de ’exemple 8.13 page 24

La suite (f,)ney n'est pas bornée pour la norme || - ||, donc ne converge pas pour la norme | - || .
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— R Proposition 8.8

Soient (E - ||) un espace vectoriel normé et (u,),cN € E™ une suite d’éléments de E.
Si la suite (u,),cv converge vers ¢ € E, alors la suite numérique (Ilu n II)nE]N converge vers | £].

Démonstration
D’apres l'inégalité triangulaire, on a :
vnelN, 0<|llunl—12ll] < llun-2I.

Par théoréme d’encadrement, on a : ||uy|| 1€]l. ]

n—+oo

/¢ Remarque 8.15 - Prudence!

La réciproque est fausse. La suite ((—1)” ) LcIN € converge pas mais \(—1)" | =1——1.
n—+oo

~—— @) Théoréeme 8.13 - Opérations algébriques

Soit (E, || - II) un espace vectoriel normé.

» Soient (p)pew € EY et ()nen € EX.
On suppose que (u,),cv converge vers £1 € E et (v,),eN converge vers fo € E.
Alors, (1, +vy),eN converge vers €1+ £o.

» Soient (wp)new €EN et (Ay)nen € KN,
On suppose que (u,),ecIv converge vers ¢ € E et (A,),eN converge vers A € K
Alors, (A,,.u,)nelN converge vers A.4.

Démonstration

» Soit € > 0. Par définition de limites, il existe N1 € IN et Ng € IN tels que, pour tout n = Ny, llu, — 1l < € et, pour tout n = No,
lun —£2ll <e.
On pose N =max(N1,N9) € IN. Par inégalité triangulaire, on a : pour tout n = N,

(wn +vp) =01+ <llup—£€1ll+llup—Coll <e+e<2e.

Ceci est vrai pour tout € > 0. Donc, (up, +Un)pelN eEN converge vers £1+ {o.
» Soit £ >0. Pour tout n€ N, on a :
Anun—Al=Apn(un—0)+Ay—1).0.

La suite (Ap),eN € EN converge, donc elle est bornée : il existe M > 0 tel que, pour tout n € IN, |1, | < M.
De plus, par définition de limite, il existe N1 € IN et N9 € IN tels que, pour tout n = N1, |lu, — || <€ et, pour tout n = No, |1, —A| <e.
On pose N =max(N1,N9) € IN. Par inégalité triangulaire et homogénéité, on a : pour tout n = N,

I nun = AL < An(up = OI+11(An =D)L < |Anl X llup =€l +1An Al X 1€l s M x e+ ||€]| x e < (M + [ €]) x €.

Ceci est vrai pour tout € >0 (M + ||4|| ne dépend pas de n). Donc, (A.un),ecN converge vers A.4.

—— Corollaire 8.1

Soit (E, Il - II) un espace vectoriel normé.
L'ensemble ¥ des suites convergentes d’éléments de E est un sous-espace vectoriel de EN et I'application
<4 - E est linéaire.

(Unlpen =~ lim u,
n—+o0

Démonstration

» Montrons que ¥ est un sous-espace vectoriel de £ N,
« Ona@cEN,
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o La suite nulle est convergente (elle converge vers Og).

o Soient (un),eN cEN et (Vn)nelw € EN telles que (un),eN converge vers ¢1 € E et (vy), v converge vers fo € E. Soient (A, ) € K2.
D’apres la seconde partie de la proposition précédente, A.uy, " Al et pug " u.ls.
n—+oo n—+oo

D’ou, en utilisant la premiére partie de la proposition précédente, A.u, + vy, Al +pla.

n—-+oo
Alors, (A.up + p.vp),eN converge (vers A.071 + p.09).

Ainsi, ¢ est un sous-espace vectoriel de EN.

» Soient (up)peN cEN et (Vn)nel € EN telles que (un),eN converge vers ¢1 € E et (vy),cN converge vers £9 € E. Soient (A, 1) € K2
D’apres ce qui précede, (A.up + p1.vp), N converge vers 1.01 + p.0g.
Donc, I'application ¥ - FE est linéaire. o
(up) =~ lim u,
n=-+oo

Définition 8.19 - Suite extraite

Soient (E - II) un espace vectoriel normé et (u,),cv une suite d’éléments de E.
On dit que (v, ),ev est une suite extraite de (©,),cN, lorsqu’il existe ¢ : IN — IN une application strictement
croissante telle que :

VneN, v, = ugpm)-

‘¢- Exemple 8.14
Soit (wp)nen € EN

» Les suites (49, )N (suite des termes d’indices pairs) et (9,+1)nelN (suite des termes d’indices impairs) sont des
suites extraites de (u,),cN € EN,

» Si(Un)neN = (pn))neN st une suite extraite de (u,),cN, une suite extraite de (v,),eN S'écrit (Vy(n))neN = (U (n)IneN

~— € Théoréme 8.14

Soient (E - II) un espace vectoriel normé et (u,),eN € E™ une suite d’éléments de E.
Si la suite (u,),cIv converge vers ¢ € E, alors toute suite extraite de (u,),cN converge vers £.

Démonstration

» Montrons que si ¢ : IN — N est une application strictement croissante, alors, pour tout n € IN, ¢p(n)=n

Par récurrence sur n. On note H,, : «p(n) =n » ou n € IN.

Initialisation. ¢ est a valeurs dans IN, donc ¢(0) = 0. D’ou, Hy est vraie.

Hérédité. Soit n € IN. On suppose H,, vraie et on montre H,, ;1. Par stricte croissance de ¢, on a ¢(n + 1) > ¢p(n) et, par hypotheése de
récurrence, on a ¢p(n) =n.

D'ou, ¢(n+1)>n. Or, ¢p(n +1) € IN. Donc, ¢(n+1) =n+ 1. Donc, H, ;1 est vraie.

Ce qui achéve la récurrence.

> Soit (Ugp(n))nelN une suite extraite de (un)yeN-

Soit £ > 0. Par définition de limite, il existe N € IN tel que, pour tout n = N, |lu, — || <e.

Par le résultat du premier point, pour tout n = N, on a ¢(n) =n =N, donc, || Ugpm)—ll <e. Ceci est vrai pour tout € > 0.

Ainsi, ug(n)

n—+oo

e

4® Remarque 8.16 - Prudence

Si une suite extraite (¢ p(n))neN de (u,)reN converge, alors la suite (u,),ev ne converge pas nécessairement.
Contre-exemple : la suite ((-1)" )nE]N diverge mais sa suite extraite des termes d’indice pair est constante donc
converge.
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~—— &) Théoréme 8.15

Soient (E - II) un espace vectoriel normé et (u,),cN € EN une suite d’éléments de E.
On suppose que les deux suites extraites (ug,) et (w2,+1) convergent vers la méme limite ¢ € E. Alors, la suite
(uy) converge vers £.

Démonstration
Montrons que,
Ve>0,INeN,Vn=N, |up - 4| <e.
Soit € > 0 quelconque.
Les suites (ug,) et (u2,+1) convergent vers ¢, donc,
AN1eN,Vn=Ny, llug, — ¢l <e. (IL.1)
AN9eIN,Vn=No, lugp+1 -4l <e. (I1.2)

Posons N =max(2N1,2Ng+1)e IN. Soit n = N. Il y a deux cas :

e Cas1:n estpairetsécritdoncn=2p oupeN.Or,n=N=2N1, donc p = Njy.
D’ou, d’apres (I1.1), lu, — 21l = lugp —Cll<e.

e Cas 2:n estimpair et s'écritdoncn=2p+1loup€eIN.Or,n=N =2N9+1, donc p = Ns.
D’ou, d’apres (I1.2), lu, — 1 = lugp+1—Lll<e.

Donc, dans tous les cas, pour tout n = N, |lu, — || <e.
Ainsi,

La suite (u5) converge vers £.

/6 Remarque 8.17

On pourra adapter la démonstration précédente pour montrer que : si les suites extraites (u3,), (g, +1) et (ug,+2) convergent vers
la méme limite ¢ € E, alors la suite (1) converge vers ¢.

/® Remarque 8.18

On en déduit que la réciproque du théoréeme 8.14 est vraie.

~— &) Théoréme 8.16

Soient p € N*, (E1,ll - I1),...,(Ep, |l - ) des espaces vectoriels normés. On munit E=E; x---xE, de | - || la
norme produit.

Soit (u,)rew une suite d’éléments de Eq x --- x E .

Pour tout n € N, u, s'écrit (u),...,uk), ce qui définit des suites (u})neN €EY, U2)neN €ED ..., Wh)pew € ED

La suite () e converge vers ¢ = (¢1,...,¢,) € E si, et seulement si, pour tout % € [1, p], la suite (uﬁ)nE]N
converge vers {3 € Ep.

Démonstration

(=) On suppose que la suite (u,),cN converge vers £ =({1,...,0p).
Par définition de la norme sur E, on a :

VEell,pl,YnelN, 0<|uf -4l <llun-2l.

Or, lup - 2|

0. Donc, par théoréeme d’encadrement, |Iuﬁ —lpllp —— 0.
n—+0o n—+0o0

Ainsi, pour tout % € [1, pl, la suite (uﬁ)nE]N converge vers (.

(<) On suppose que, pour tout % € [1, p], la suite (ul,i),Le]N converge vers {p € Ej,.
Soit £ > 0. Pour tout % € [1, p], il existe Ny, € IN, tel que pour tout n = Ny, ||u]:i —lplp se.
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On note N =max(N1,...,Np). On a alors, pour tout n = N,
_ 1 p
lun—(f1.e1+ - +€p.ep)l =max(lu, - £1l1,..., lul —pllp) <e.

Ainsi, unmlz(il,...,ép). m]
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II1. Comparaison des normes

II1.1. Définition

Définition 8.20 — Normes équivalentes

Soit E un espace vectoriel. On considere | ||, et || - || deux normes sur E.
On dit que les normes || - ||, et | - [ sont équivalentes lorsqu’il existe C > 0 et D > 0 tels que :

VxeE, Cx|xlq<llxllp<D x|xlq

4@ Remarque 8.19

Si les normes || - ||, et | - ||, sont équivalentes, on a 'existence de C’ et D’ des réels strictement positifs tels que :

/ /
VxeE, C xllxllp<lxle<D xlxlp

°¢- Exemple 8.15 - Illustration dans le cas ou E = K?, avec p € N*

Dans IK?, on considere les normes || - |11, | - ll2 et || * lloo-
Pour tout x = (x1,...,x,) € KP,on a:

p p
G, xpllloo < Hx1,..xp)lln et [I(x,...,xp)ll2 = Z ETARES Z I, 22, < VD x (21, ., %p) loo-
k=1 k=1
De plus, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a : pour tout (x1,...,x,) € IK?

P
ICey,...,xp)li =) gl = <(|x1|,...,|xp|),(1,...,1)> <[[(lexl,.os lepl) o x 1L, Dz < B x 121, xp)ll2.
k=1

ou (-,-) désigne le produit scalaire canonique de R”.
Ainsi, pour tout x € K?,
[xlloo < llxll1 < VP X llxll2 < p X 1X]lco-

On en déduit que :

» Pour tout x € K?, ||x]loo < lxll1 < p X [|x]loo. Les normes | - |1 et | - loo Sont équivalentes.

1 .
» Pour tout x € K?, 7 x |lxll2 < llxll1 < v/p x lxll2. Les normes || - ||1 et || - [l2 sont équivalentes.
P

1 .
» Pour tout x e K?, — x ||x]loo < lIxll2 < X [ %]loo. Lies normes || - |l et || - ||« SOnt équivalentes.
VB P a

— Y Exercice 8.14 - Exemple de normes non équivalentes

On note E = 6([0,1],R). On considére les normes || - || €t || - [|1 sur E.
1. Montrer que, pour tout f € E, |fll1 < IIf lco-

Dans la suite, on montre que les normes || - | et || - [|1 ne sont pas équivalentes.
Pour cela, on raisonne par ’absurde en supposant qu’il existe C > 0 telle que :

VieE, Clfloos<Ifli.
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Pour tout n € IN, on note f, la fonction définie par :
Vxe[0,1], fn(x)= vnxx".

2. Calculer ||f 1 et [Ifloo-

3. Conclure que les normes || - | et || - [[1 ne sont pas équivalentes.

Résolution

1. Soit f € E. Pour tout ¢ € [0,1], |f ()] < [|joof .
Par croissance de I'intégrale,

1 1
f £ dtsf ljoof d = lljoof
0 0
Donc,
1£11 <1 oo

2. Ona:
Vn

n+1l’

1
Ifnllo= vV et ||fn—6||1=||fn||1=f0 Vnoxx™ dx =

3. PourtoutnelN,on a:
Clfnllco <lfnl.

Donc,

Cx+vn < ﬂ
—— n+1
+00 N———

n—+oo

0

n—+oo

Contradiction. Donc, les normes || - [lc €t || - |1 ne sont pas équivalentes.

II1.2. équivalence des normes préserve la convergence et le caractere borné des suites

~— &) Théoréeme 8.17

Soit E un espace vectoriel. On considere | - ||, et || - || deux normes équivalentes sur E.

Soit ()N une suite d’éléments de E.

La suite (1), converge pour || - ||, si, et seulement si, la suite (1), converge pour || - [|p.
Dans ce cas, la limite de la suite (©,),cv est la méme.

Démonstration
Les normes | - [lq et || - I sont équivalentes, donc, il existe C >0 et D > 0 tels que :
VxeE, Cxlxlg<lxlp<Dxlxlq

(=) On suppose que (up), ey converge pour | - [lo. Autrement dit, il existe £, € E tel que lup — ol P 0.
—+00
Ona:
0<|lun _ga"b <D xlup—Yqlla.

Donc, par théoréeme d’encadrement,

-4 — 0.
(1723 a”b o too

Donc, (un),en converge pour | - |, vers £,.

(<) On suppose que (up ),y converge pour | - ||. Autrement dit, il existe £ tel que up, — €3 llp P 0.
—+00
Comme C >0,0n a:

O0<llupn—"2plla<—= xllun—"2plp.

c
Donc, par théoréme d’encadrement,
0.

up—+~¢
lun—2plla too

Donc, (un), e converge pour | - |lq vers 5.
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~—— &) Théoréme 8.18

Soit E un espace vectoriel. On considére || - ||, et || - ||, deux normes équivalentes sur E.
Soit (#,),eN une suite d’éléments de E.
La suite (1), est bornée pour || - ||, si, et seulement si, a suite (u,),cN est bornée pour | - /5.

Démonstration

Les normes | - [lq et || - I, sont équivalentes, donc, il existe C >0 et D > 0 tels que :
VxeE, Cxlxlg<lxlp<Dxlxlq

(=) On suppose que (¥, ), N est bornée pour || - [|4. Il existe M = 0 tel que, pour tout n € IN, |luplly < M.
On a, pour tout n € N,
lunlly <D x|luplla <D x M.

Donc, (45 )N est bornée pour |- ||.

(<) On suppose que (¥, ),cN est bornée pour || - [|5. Il existe M' =0 tel que, pour tout n € IN, [lunllp < M.

Comme C >0, on a, pour tout n € IN,
!

1
O<llunle <= xllunlp < —-
nlla C nlp C
Donc, (un),eN est bornée pour |- |q. O
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IV. TOPOLOGIE D’UN ESPACE VECTORIEL
IV. Topologie d’un espace vectoriel

IV.1. Parties ouvertes, parties fermées
Définition 8.21 — Point intérieur a une partie

Soient (E, || - |) un espace vectoriel normé, A une partie de E et x € E.
On dit que x est un point intérieur a A lorsqu’il existe r > 0 tel que B,(x,r)c A.
4 -
£ - >
4 - ~
II l,’ \\\ > Y
{ 0 ° 1 ‘\
5 \ X ! !
[/ \ 7
[/ N . !
f S ,
i i/
1 4
i 4
[ 4
4
4
A y
4
4

‘¢- Exemple 8.16
On se place dans (R,[]).
1
» Le point 2 est intérieur a [1,+oo[. En effet B, (2,—) c [1, +oo[. Plus généralement, tout point x €]1,+oo[ est

intérieur a [1, +ool.

» Le point 1 n’est pas intérieur a [1,+oo[. En effet, pour tout r > 0 il existe y €]1 —r,1[ tel que y € B,(1,r) et

y &[1,+ool, done, B, (1,r) ¢ [1,+oql.
Définition 8.22 - Ouvert

Soient (E, || - |) un espace vectoriel normé et A une partie de E.

On dit que A est un ouvert (ou une partie ouverte) de E lorsque :
VxeA,3Ir>0,B,(x,r)cA.

Autrement dit, A est ouvert si, et seulement si, tous les points de A sont intérieurs a A.

32
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‘¢- Exemple 8.17
» Dans (R, [-] ), I'intervalle ]1, +oo[ est un ouvert de R.

En effet, pour tout x €11, +ocl, il existe r = % >0 tel que B, (x, —) c]1, +ool.

Plus généralement les intervalles ouverts de R (c’est-a-dire, ceux de la forme Ja, b[) sont des ouverts.

» Les ensembles E et @ sont des ouverts de E.

~— @) Théoréeme 8.19

Soit (E, Il - II) un espace vectoriel normé.
Toute boule ouverte est un ouvert de E.

Démonstration
Soit a € E et R > 0. Montrons que la boule ouverte B,(a,R) est un ouvert de E. Soit x € By(a,R). On cherche r > 0 tel que

By(x,r)cBy(a,R).
La démonstration est résumée par le dessin suivant.

Soit x € E. On note D = ||[x —a| =d(x,a) et r =R — D. Notons que x € By(a,R),doncD <R etr=R-D > 0.

Soit y € By (x,r). Par inégalité triangulaire, on a :
ly—al=ly-x+x—al<ly—xl+lx—al<r+D.

Or,r+D=R-D+D =R.Dong, |y —al <R. Autrement dit, y € Bo(a,R). Ceci est vrai pour tout y € B, (x,r).
On en déduit que B, (x,r) < By(a,R). Ceci est vrai pour tout x € By(a,R).
Ainsi, By(a,R) est un ouvert de E.

~— @ Théoréeme 8.20

Soit (E, II - II) un espace vectoriel normé.
1. Une réunion quelconque d’ouverts de E est un ouvert de E.

2. Une intersection finie d’ouverts de E est un ouvert de E.

Démonstration
1. Soit I une famille d’indices et, pour tout i € I, O; un ouvert de E. Onnote A = | O;.
iel

Soit x € A. Il existe i € I tel que a € O;. Or, O; est un ouvert de E. Donc, il existe r > 0 tel que By (x,r) < O;. D'ou, By(x,r) c A. Ceci

est vrai pour tout x € A. Donc A est un ouvert de E.
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p
2. Soient p e IN*, 01,...,0p des ouverts de E. On note A = ﬂ 0;.
i=1
Soit x € A. Alors, pour tout i € [1, p], il existe r; > 0 tel que By(x,r;) < O;. On note r =min(ry,...,7p) > 0.

Pour tout i € [1, pl, on a By(x,r) < By(x,r;). Donc, By(x,r) < A. Ceci est vrai pour tout x € A. Donc A est un ouvert de E.

Z® Remarque 8.20
Donnons un exemple d’intersection quelconque d’ouverts de E qui n’est pas un ouvert de E.
11
Pour tout n € N*, on note O,, = ] ——,—|. Pour tout n € IN, O,, est un ouvert de (IR, |-|) et ﬂ 0,, ={0} n’est pas un
n n nelN*
ouvert de (R, |-|).
Définition 8.23 - Fermé
Soient (E, || - |) un espace vectoriel normé et A une partie de E.

On dit que A est un fermé (ou une partie fermée) de E lorsque la partie E \ A est un ouvert.

4@ Remarque 8.21

Une partie A d’un espace vectoriel normé (E e II) est un ouvert de E si, et seulement si, E \ A est un fermé de E.

‘¢- Exemple 8.18

» Dans (RR,|:]), les intervalles ] — 0o, 1] et [1,2] sont des fermés de R.
» Les ensembles E et @ sont des fermés de E.

» Pour tout a € E, {a} est un fermé de E.

/# Remarque 8.22

Il existe des parties qui ne sont ni ouvertes ni fermées.
r
Par exemple, dans (RR,|-|), I'intervalle [0, 1[ n’est pas un ouvert de R : en effet, pour tout r >0, —= € B,(0,r) et

—g ¢[0,1[. Donc B,(0,1) ¢ [0, 1].

Le complémentaire de [0, 1[ est ] —oo,0[U[1, +ool. Ce n’est pas un ouvert de R : pour tout r > 0, il existe y €]0, 1 tel
que y € Bo(1,r) et y ¢]—o00,0[U[1, +o0l.

Ainsi, [0,1[ n’est ni un ouvert de R ni un fermé de R.

~— &) Théoréme 8.21

Soit (E, || - II) un espace vectoriel normé.
1. Une réunion finie de fermés de E est un fermé de E.

2. Une intersection quelconque de fermés de E est un fermé de E.
Démonstration

p
1. Soient p e N*, F1,...,Fp des fermés de E. On note A = U F;.
i=1

i=1

)4
Alors, E\A = ﬂ (EN\F;).Or, E\F1,...,E\F), sont des ouverts de E. On déduit du théoréme précédent que E \ A est un ouvert de
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E. Donc, A est un fermé de E
2. Soit I une famille d'indices et, pour tout i € I, F; un fermé de E. On note A = [ ] F;.
iel
OnaE\A= U (E\F;). Or, pour tout i € I, E\ F; est un ouvert de E. On déduit du théoreme précédent que E \ A est un ouvert de

el
E. Donc, A est un fermé de E

Z® Remarque 8.23

Donnons un exemple de réunion quelconque de fermés de E qui n’est pas un fermé de E.

1
Pour tout n € N*, on note F,, = |0,1— —|. Pour tout n € IN, F,, est un fermé de (R, |-|) et U F, =10,1[ n’est pas un
n nelN*
fermé de (IR, |-|).
~—— @ Théoréme 8.22
Soit (E, || - II) un espace vectoriel normé.

Toute boule fermée est un fermé de E.

Démonstration

Soit @ € E et R > 0. Montrons que la boule fermée B f(a,R ) est un fermée de E. Par définition, on montre que E \ B f(a,R) est un ouvert
de E. Soit x € E \Bf(a,R). On cherche r > 0 tel que By(x,r)c E \Bf(a,R).
Encore une fois, la démonstration est résumée par un dessin.

Soit x € E. On note D = ||x —a| =d(x,a) et r =D — R. Notons que x eth(a,R), doncD>Retr=D-R>0.
Soit y € By (x,r). Par inégalité triangulaire, on a :

lx—al=llx—y+y-—al<lx-yl+Ily—al.

Dou, ly-allzlx—al-lx-yl>D-r.Or,D-r=r+R~-r=R.Dong, |ly—al >R. Autrement dit, y € E\ Br(a,R). Ceci est vrai pour
tout y € By(x,r).

On en déduit que Bo(x,r) = E\B¢(a,R). Ceci est vrai pour tout x € E\ Br(a,R).

Donc, E \Bf(a,R) est un ouvert de E. Ainsi, Bf(a,R) est un fermé de E. ]
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—— @) Théoréme 8.23 - Caractérisation séquentielle d’'un fermé

Soit (E, Il - II) un espace vectoriel normé.
Une partie A de E est un fermé si, et seulement si, toute suite convergente d’éléments de A converge vers un
élément de A.

Démonstration

(=) On suppose que A est un fermé de E.

Soit (ar),eN une suite d’éléments de A qui converge vers ¢ € E. Montrons que £ € A.

Par 'absurde, on suppose que /€ E\ A.

Comme A est un fermé de E, E \ A est un ouvert de E. Donc, il existe r > 0 tel que Bo,(¢,r)c E\A.

£. Dongc, il existe N € IN tel que, pour n =N, |la, — 4| < %

Or, ap
n—+oo

En particulier ay € By ([, %J cBy(¢,r)c E\ A. Contradiction avec ay € A.

Ainsi, /€ A.

(<=) On suppose que toute suite convergente (a,),cN d’éléments de A converge vers un élément de A.

On montre que A est un fermé de E. C’est-a-dire que E \ A est un ouvert de E. Soit x€e E \ A.

Supposons par ’'absurde que :

Vr>0,By(x,r) ¢ E\A.

1
Soit n € IN. On sait que B, (x, ) ¢ E\A. Cest-a-dire, il existe a, € B, (x, Tl) et a, ¢ E\ A (autrement dit, a, € A).
n

n+1

On construit ainsi une suite (@, ),y d’éléments de A telle que, pour tout n € IN, 0 < [la, — x| < 1 Par théoréme d’encadrement, on
n

en déduit que ap x.

n—+oo
Or, (an),eN est une suite d’éléments de A qui converge, donc sa limite x appartient & A. Contradiction avec x e E\ A.
Dong, il existe r > 0 tel que By(x,r) < E \ A. Ceci est vrai pour tout x e E\ A.
Donc, E \ A est une ouvert de E. Ainsi, A est un fermé de E. ]

‘9" Exemple 8.19

1
Dans (IR, [-] ), I’ensemble A = {?'n € ]N} n’est pas fermé. En effet, la suite ( ) est une suite convergente
n nelN

+1
d’éléments de A mais sa limite 0 n’appartient pas a A.

Partie ouverte Partie fermée Partie ni ouverte ni fermée

— E% Méthode 8.1 - Montrer qu’une partie est un fermé

Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé, et A une partie de E.
Pour montrer que A est un fermé de E en utilisant la caractérisation séquentielle, la rédaction est la suivante :

«Soit (x,),eN une suite d’éléments de A qui converge vers x € E. Montrons que x € A. »
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~— &) Théoréme 8.24

Soit (E, || - II) un espace vectoriel normé.
Toute spheére de E est un fermé.

Démonstration

Soit a € E et r = 0. Montrons que la sphere S(a,r) est un fermé de E.
Soit (a),eN une suite d’éléments de S(a,r) qui converge vers ¢ € E. Montrons que ¢ € S(a,r).

Par définition de spheére, on a : pour tout n € IN, ||la, —a| =r. On en déduit que, |la, —all = r.
n—+0oo

De plus, par inégalité triangulaire, pour tout n € IN,

0<|llan —all~lla-2l| <lan I

Or, llan, — 2| N 0. Donc, par théoréeme d’encadrement, |la, —all " la—2].
n—-+oo n—+oo
Par unicité de la limite lorsqu’elle existe, on en déduit que |la — || = R. Donc, ¢ € S(a,R).

Par caractérisation séquentielle des fermés, S(a,R) est un fermé de E. |

“/#® Remarque 8.24 - Autres démonstrations

» On pouvait démontrer le résultat précédent en revenant a la définition de fermé : pour cela, on montre que
E\S(a,R) est un ouvert de E.

» On pouvait aussi remarque que S(a,R) = By(a,R)\B,(a,R)=Bf(a,R)N(E \ By(a,R)). Or, une boule ouverte est
un ouvert de E et une boule fermée est un fermé de E.

Donc, Br(a,R) et E\B,(a,R) sont des fermés de E.
Donc, S(a,R) =Bf(a,R)N(E\ By(a,R)) est un fermé comme intersection de fermés.

IV.2. Adhérence d’une partie

Définition 8.24 — Point adhérent

Soient (E, || - |) un espace vectoriel normé, A une partie de E et x € E.
On dit que x est un point adhérent a la partie A lorsque, pour tout r >0, B,(x,r)NA # @.

‘9° Exemple 8.20
On se place dans (R,|]).

1+
» Le point 1 est adhérent a ]1,+oo[. En effet, pour tout r > 0, il existe Tr € B,(1,r)n]1,+ool. Plus généralement,

tout point x €]1, +oo[ est adhérent a ]1, +ool.

1
» Le point 0 n’est pas adhérent a ]1,+ool. En effet, B, (0, 5) N]1, +oo[= @.

Définition 8.25 - Adhérence d’une partie

Soient (E - II) un espace vectoriel _normé, A une partie de E.
L'adhérence de A est 'ensemble A des points adhérents a A. Ladhérence de A est parfois notée Adh(A).

‘¢- Exemple 8.21
Dans (R, |-|), 'adhérence de 11, +ool est [1,+ool.
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—— @) Théoréme 8.25 - Caractérisation séquentielle des points adhérents

Soient (E o - II) un espace vectoriel normé, A une partie de E et x € E.
Le point x est adhérent a A si, et seulement si, il existe (a,),cN une suite d’éléments de A telle que a,

X.
n—+oo

Démonstration

1 1
(=) On suppose que x est adhérent a A. Alors, pour tout n € IN, On sait que B, (x, Tl) NA # @. C’est-a-dire, il existe a, € B, (x, Tl)
n n

etap €A.
1
On construit ainsi une suite (a, ),y d’éléments de A telle que, pour tout n € IN, 0 < [la, — x| < 1 Par théoréeme d’encadrement, on
n

en déduit que a;, — x.
n—+oo

(<=) On suppose qu’il existe (a ),y une suite d’élément de A telle que ap, x.

n—+oo

Soit r > 0. Par définition de limite, il existe N € IN tel que, pour tout n = N, |la, — x| <

N N

Donc, ay € By (x, g) c By(x,r). Or, par hypothése ap € A. Donc, By(x,r)NA +@.

Ainsi, x € A. o

/® Remarque 8.25 - Reformulation de la définition d’adhérence

L'adhérence d’'une partie est 'ensemble des points de E qui sont limites d’'une suite de points de A.

‘¢- Exemple 8.22
On se place dans .#,,(R) munit de la norme | - | oo.

1
La matrice ( 0 8) est adhérente a 'ensemble des matrices inversibles. En effet, elle est limite de la suite de matrices

1
(M) avec, pour tout n € N, M,, = (0 (1) )
n+i

— R Proposition 8.9

Soient (E - II) un espace vectoriel normé et A une partie de E.

» On a A c A. Linclusion peut étre stricte.
» OnaA=A si, et seulement si, A est un fermé de E.
» Si B est une partie de E telle que B A, alors B A.

» L'adhérence de A est un fermé de E.

Démonstration

» Soit x € A. On a, pour tout 7 > 0, x € By (x,r) N A. Donc, pour tout r > 0, By(x,r)NA % @. Donc, x € A. Ainsi, Ac A
Dans 'exemple 8.21 ci-dessus l'inclusion est stricte.

» (==) Supposons que A = A.

Soit (a),eNy d’éléments de A qui converge. On note ¢ sa limite. Par la proposition précédente, ¢ € A.Or,A=A.Donc, (€A.

Par caractérisation séquentielle des fermés, A est un fermé de E.

(<=) Réciproquement, on suppose que A est un fermé de E. On a déja l'inclusion A c A. Il reste & montrer I'inclusion A c A.

Soit x € A. Par la proposition précédente, il existe (an)pen d’éléments de A qui converge vers x. Comme A est un fermé, par
caractérisation séquentielle des fermés, on ax € A

Donc, A=A.

» Soit x € B. Pour tout r >0, on a B,(x,r)nB £ @. Or, B < A. Donc, pour tout >0, By(x,r)N A # @. Donc, x € A. Ceci est vrai pour tout
x€B. Donc, BcA.

» Soit (xp) ey une suite d’éléments de A qui converge vers x € E. Montrons que x € A.

1
Pour tout n € IN, B, (xn,—) NA+a.
n+1
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1
Dong, il existe y, € A tel que 0 < ||y, — x5l < 1
n
0.

Donc, par encadrement, ||y, — x|l
n—

D’autre part, par inégalité triangulaire,
O<liyn —xl < llyn —xnll + llxn — x|

0.

x. Donc, par encadrement, ||y, —x||
n—+oo n—

Donc, x est limite de la suite (yn) ey d’éléments de A.
Par le théoréme 8.25 page 38, x € A.
Ainsi, A est un fermé de E. m}

Or, par hypothese, x,

IV.3. Partie dense
Définition 8.26 — Partie dense
Soient (E - II) un espace vectoriel normé et A une partie de E.

On dit que A est dense dans E lorsque A =E.

~— € Théoréme 8.26

Soient (E, || - |) un espace vectoriel normé et A une partie de E.
La partie A est dense dans E si, et seulement si, tout élément de E est limite d'une suite d’éléments de A.

Démonstration

11 suffit d’appliquer la caractérisation séquentielle des points adhérents : x € A si, et seulement si, x est limite d’une suite d’éléments
de A. ]

‘¢- Exemple 8.23
Montrons que Q) est dense dans IR.
[10™ x x]

107"
Par définition de la partie entiere, x, € Q et

Soit x € R. Pour tout n € IN, on note x,, =

X— —— < Xp SX.

10"

Donc, par théoreme d’encadrement, x,, x.

n—+oo
Ainsi, tout réel est limite d’une suite de rationnels, donc, Q) est dense dans R.

IV.4. Topologie et normes équivalentes

~— @) Théoréeme 8.27

Soit E un espace vectoriel. On considere | - ||, et || - ||, deux normes équivalentes sur E. Soit x € E.
On a I'équivalence : x est intérieur a A pour la norme | - ||, si, et seulement si, x est intérieur a A pour la norme

I-llp-
Par conséquent :

e A est ouverte pour || - ||, si, et seulement si, A est ouverte pour | - ||5.
o A est fermée pour || - ||, si, et seulement si, A est fermée pour | - ||p.

o A est dense dans E pour || ||, si, et seulement si, A est dense dans E pour |- ||p.
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Démonstration

centre x et de rayon ry pour |- |-
Les normes | - [lq et || - I, sont équivalentes, donc, il existe C >0 et D > 0 tels que :

VxeE, Cxlxlq<llxllp <D x|xlq.

(=) On suppose que x est intérieur a A pour la norme || - ||o. Il existe r > 0 tel que By q(x,r) c A.
Pour tout y € B,,  (x,Cr),
lx—ylla < é xJlx—yllp < % xCr.
Donc, y € By g(x,r) c A.
Dong, B, (x,Cr)c A.
D’ou, x est intérieur & A pour la norme || [|p.

(<) On suppose que x est intérieur & A pour la norme || - ||. Il existe 7’ > 0 tel que B, plx, rcA.

/
Pour tout y € By (x, %),

!/
r
lx—yllp <D x llx—yllp <D x R

Donc, y € B, p(x, rYcA.
!/
r

Donc, B, (x, D cA.

Soient rq >0 et rp, > 0. On note By 4(x,74) 1a boule ouverte de centre x et de rayon rq pour |- [l et B, p(x,7p) la boule ouverte de

D’ou, x est intérieur a A pour la norme | - ||4. m]
~— @) Théoréeme 8.28
Soit E un espace vectoriel. On considere | - ||, et || - || deux normes équivalentes sur E. Soit x € E.
» x est adhérent a A pour || - ||, si, et seulement si, x est adhérent a A pour | -|5.
» L'adhérence de A est la méme pour les deux normes.
Démonstration
Les définitions de points adhérents et d’adhérence repose la notion de convergence de suite.
Or, comme les normes |- |l et || - I sont équivalentes, une suite converge pour | - [l4 si, et seulement si, elle converge pour | - . ]
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