COMPLEMENTS SUR LES ESPACES VECTORIELS

TD

Compléments sur les espaces vectoriels — TD;

Familles de vecteurs

Exercice 1:
On note E = #(R,R) 'ensemble des fonctions de R dans R.
Soit n € IN*. Pour tout i € [1,n], onpose f;: R — R
x — |x—1il
1. Montrer que la famille (f1,..., f5) est libre.

2. Quel résultat peut-on en déduire sur E ?

—— Réponse

n
1. Soit (A4,...,A,) € R™ tel que Y_A;.f; =0.
i=1
Soit % € [1,n]. Par ’'absurde, on suppose que 1 #0. On a :

fi=-Y L

= —.f;.

i=1 M l
i#k

n

—
izk

k. Contradiction.

Donc, Az =0. Ceci est vrai pour tout & € [1,n].

Donc,
(f1,---,fn) est libre.
2. 1l existe des familles libres composées de n vecteurs pour tout entier n = 1. Donc,

E est de dimension finie.

A .
Or, fr n’est pas dérivable en k& (I’expression dans la valeur absolue est nulle en x = %) et — Z /l_l fi est dérivable en

k

Exercice 2 : CCINP 2024

1. Rappeler la formule du déterminant de Vandermonde.

Soit n € IN. On souhaite montrer que la famille ((X +)") est libre.

n
Soient (Ag,...,A,) € C"*! tels que Y Ax(X +k)" =0.
k=0

O<ks<n

n
2. Montrer que, pour tout p € [0,n], Y A(X +k)* =0.
k=0

n
3. Montrer que, pour tout p € [0,n], Z ArkP = 0. Conclure.
k=0

—— Réponse

1. Voir le cours

2. Soit p € [0,n]. La dérivée n — p-iéme de (X + k)" est :

!
M x+r)P.
p!
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Donc, en dérivant la relation de ’énoncé, on a :

2 n!
> A x o x (X +E)P =0.
k=0 '

n!
Donc, en simplifiant par 7 O,ona:
p!

n
A x (X + k)P =0.
k=0

3. En évaluant en 0 I'expression de la question précédente en O :

n
pour tout p € [0,n], Z ALk? =0.
k=0

On obtient alors un systéme linéaire d’équations dont la matrice est :

1 1 1 0
ol 1! 2! n'
on 1 9r .

On remarque alors que det(M) est le déterminant de Vandermonde associé aux scalaires deux a deux distincts
0,1,2,...,n.

Par théoreme, det(M) # 0. Donc, (S) posséde une unique solution. Le n + 1-uplet nul est clairement solution de (S),
donc, (Ag,...,4,)=1(0,...,0). Donc,

(X +E)o<k<n) est une famille libre.

Exercice 3 : CCINP 2023

1. Montrer, sans les calculer, que le polynéme P = X 3+ X +1 admet 3 racines distinctes dans C. On les note a,B,y.

2. Résoudre le systéme

x+y+z = 0
ax+Py+vyz =0
2 2 2 _
a“x+p°y+y°z = 0.
— Réponse
1. La fonction x — P(x) est continue sur R, P(x) +o00 et P(x) —00.
X—+00 X——00

Par théoreme des valeurs intermédiaires, il existe @ € R tel que P(a)=0.

De plus, P' =X 24+1ne possede pas de racines réelles. On en déduit que « est racine simple de P.

D’autre part, pour tout x € R, P'(x) = x> +1>0.

Donc, x — P(x) est strictement croissante. On en déduit que a est la seule racine réelle de P.

Dans C tout polynome est scindé, dong, il existe § et y deux racines complexes dans C.

Comme «a est la seule racine réelle de P, 8 et ¥ ne sont pas réels.

D’autre part, comme P est a coefficients réels, § =7 (si cela n’est pas clair pour vous, vous savez ou me trouver).
Donc,

P possede 3 racines distinctes dans C.
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2. La matrice du systéme est

1 1 1
A:(a B y).
o B )

Son déterminant est un déterminant de Vandermonde associé a «, 8 et y. Comme ces nombres sont distincts, det(A) # 0.
Dongc, le systéme posséde une unique solution.
Or, (0,0,0) est clairement solution du systéme. Ainsi,

Lensemble des solutions est {(0,0,0)}.

Opérations sur les sous-espaces vectoriels

Exercice 4 :

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que F NG = F + G si, et seulement si, F =G.

— Réponse

(<) On suppose que F =G.
Onaalors FNnG=F et F+G=F.Donc, FNnG=F +QG.
(=) On suppose que FNnG =F +QG.

» Soit x € F. Comme G est un sous-espace vectorielde E,ona OgeGetx=x+0g € F +G.
Donc, par hypothese, x € FNG. D’ou, x € G.

Donc, .

» Deméme, sixe€G,alorsx=0g+x€eF+G, puisxe F.

Donc, .

Espaces vectoriels de polynomes

Exercice 5 :

Soient n e N* et a € C.
1. Montrer que si (P3)o<r<n est une base de C,[X] alors (Pr(X + a))o<r<n aussi.
2. Soit a # b. Montrer que (X — a)f(X - b)n_k)()gkgn est une base de C,[X].

3. Dans cette question, on suppose que a =0et b =1.

n

2
d n
Décomposer @ = ——(X" x (X —1)") dans la base (Xk(X - 1)"_k)0<kSn et en déduire )_ (Z) .
dX k=0

—— Réponse

1. Soit @ € C,[X].
Comme QX —a) € C,[X] et (Pp)o<r<n, est une base de C,[X], il existe (Ag,...,A,) € C*1 tel que
n

QX -a)= ) N.PrX).
k=0

n
Donc, en substituant X +a a X, on a: Q(X) = Z Ap.Pr(X +a).
k=0
Donc, (Pr(X + a))o<i<n est une famille génératrice de C,,[X] composée de n + 1 = dim(C,,[X]) vecteurs de C,[X].
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Par théoréme,

(Pr(X + a))o<r<n est une base de C,[X].

n
. Soit (Ag,...,A,) € C"* tel que Y 1(X —a)*(X —b)" %

k=0
On évalueena: Agx(@a—5)"=0. Comme a#b,ona Ay =0.
On a alors :
n n n
WX - X -0 =Y X -t X -0 =X —a)x Y (X -a)f L X -b)"F =0.
k=0 k=1 k=1

On simplifie par X —a, puis on évalue en a. Il vient : 11 x (@ —b)"* !

=0.Comme a#b,ona A1 =0.
En itérant le procédé (factoriser et simplifier par X —a puis évaluerena),ona Ag=---=1, =0.
Donc, (X —a)*(X — b)**)o<r<n une famille libre de C,[X] composée de n + 1 = dim(C,[X]) vecteurs de C,[X].

Ainsi,

(X —a)*(X - )" *)o<p<n est une base de C,[X].

. Par la formule de Leibniz :

2
Q_kzo(k)k! ooy &0 —n-k;o(k) XkX -1k,

D’autre part, par la formule du binéme de Newton.

Xn x (X_ l)n — (X2 _X)n — Z n X2k x (_l)n—an—k — Z n x (_1)n—an+k — Z n x (_l)n—an+k'
k=0 k k=0 k k=0 k

D’ou,

_ L n . n—>k (n+k)’ k
Q—k;o(k)x( D =X R

On obtient deux expressions de @. En identifiant les coefficients de X" :

2
" [n (2n)!
n! =

n!

Donc,
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Exercice 6 :

Soient n € IN* et B € K,[X] non nul. On note p = deg(B) et on pose F = {P € K,[X]| B divise P}.
1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de IK, [X].
2. Exprimer la dimension de F en fonction de p.

3. Déterminer un supplémentaire G de F dans IK,,[X] et donner une base adaptée a la somme directe F ¢ G.

—— Réponse

1. On a F cK,[X]. De plus, B divise 0, donc, O € F.
Soient A € K et (P1,P3) € F2.
On a alors P; =BQ1 et Po =BQs o011 (Q1,Q2) € (]K[X])z. D’oti, A.P; +Ps =B x (AQ1 + Q3).
Donc, B divise A.P1 +Ps. Donc, A.P1+Py€F.
Ainsi,

F' est un sous-espace vectoriel de IK,, [ X].

2. Soit P e K, [X].
On a l’équivalence : P € F si, et seulement si, il existe @ € K,,_,[X] tel que P = BQ (on sait que @ € K,,_,[X] car B
est de degré p).
n—p
Donc, P € F si, et seulement si, il existe (ay,...,an—p) € K" P*! tel que P = Z ap.X*B.
k=0
Donc, F = Vect(B,XB,..., X" ?B).
La famille (B,XB,...,X" ?B) engendre F. De plus, comme B # 0, la famille de polynémes non nuls
(B,XB,...,X" PB) est échelonnée en degrés. Donc, (B,XB,...,X" ?B) est une famille libre.

Ainsi,
(B,XB,...,X" PB) est une base de F' et dim(F)=n—p + 1.

3. Considérons la famille de polynémes non nuls % = (1,X,...,X? !, B,XB,...,X" PB) échelonnée en degrés. La
famille 2 est une famille libre de n + 1 = dim(IK,,[X]) vecteurs de IK,,[X].

Par théoreme, 98 est une base de IK,,[X]. De plus, en posant G = Vect(l,X,...,Xp_l), onalK,[X]=GeF.

Ainsi,

G est un supplémentaire de F dans IK,[X] et une base adaptée a la somme directe F & G est %.

Applications linéaires

Exercice 7 : Résultats a retenir
Soit E un K-espace vectoriel. On considere f et g deux endomorphismes de E.
1. Montrer que go f =0 si, et seulement si, Im(f) < Ker(g).
2. Donner les inclusions qui sont vraies entre les sous-espaces vectoriels de E suivants :
(a) Im(gof) et Im(g).
(b) Ker(gof) et Ker(f).

(¢) Im(f + g) et Im(f) +Im(g).
(d) Ker(f + g) et Ker(f) nKer(g).

3. Que peut-on en déduire pour les suites de sous-espaces vectoriels de E : (Im(f k)) zel €t (Ker(f k)) BelN 7

4. On suppose que E est de dimension finie. Montrer que : rg(g o f) < min (rg(f),rg(g)).
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—— Réponse

1. (=) On suppose que gof =0.
Soit y € Im(f). On a alors y=f(x) oux€ E.
Dou, g(y)=go f(x).
Or, gof =0, donc, g(y) =0. Autrement dit, y € Ker(g).
(<) On suppose que Im(f) c Ker(g).
Soit x € E. On a f(x) € Im(f). Donc, f(x) € Ker(g).
Donc, g(f(x)) =0.

Ainsi, .
2. (a) Im(gof)cIm(g).
(b) Ker(gof)>Ker(f).
(¢) Im(f + g) < Im(f)+Im(g).
(d) Ker(f +g)>Ker(f)nKer(g).
3. On a: Im(f k+1y < Tm( f k). C’est une suite décroissante pour l'inclusion.
On a : Ker(f By Ker(f k+1) Cest une suite croissante pour l'inclusion.
4. On alIm(gof)cIm(g).
Dong, ‘ rg(gof)<rg(g) ‘
On note r =rg(f). Soit (eq,...,e,) une base de Im(f).
Soit y € Im(gof). On alors y = g(f(x)) oux€E.

On sait que f(x)=A1.e1+---+ A .ep.
D'ott, y = A1.8(e1) + -+ A,.g(e,) € Vect (g(en), ..., gler)).

De plus, A1.e1+...Ay.e, € Im(f), donc, y € Im(go f).
D’ou,
Im(g o f) = Vect(g(e1),...,g(e,))

On en déduit que (g(e1),...,g(e,)) est une famille génératrice de Im(g o f), donc,

Donc, |rg(gof)<r]|

Ainsi,

rg(gof) <min (rg(f),rg(g))-

Réciproquement, si y = 11.g(e1) + -+ A,.g(e,) € Vect(g(e1),...,8(e,)), alors y = g(A1.e1+... Ar.e;).

Exercice 8 :
Soient E un K—espace vectoriel et f € £(E).
1. On suppose que [ est surjective. Montrer que f 2 est surjective.

2. On suppose que f2 = f. Montrer que f est injective si, et seulement si, f est surjective.

—— Réponse

1. Rédaction 1 : on sait qu’une composée de surjections est une surjection, donc 2 sur surjective.

Rédaction 2 : Soit y € E. On cherche x € E tel que y = f2(x).
Comme [ est surjective, il existe a € E tel que y = f(a), et de méme, il existe x € E tel que a = f(x).
Donc, y=f 2(x). Donc, f est surjective.
2. (=) On suppose que f est injective.
Soit y € E. On cherche x € E tel que y = f(x).
On sait que £2(y) = f(y).
Par injectivité, £2(y) = y.
En notant x = f(y) € E,on a y = f(x).

Donc, ‘ [ est surjective ‘

PSI 2025 — 2026 6
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(<) On suppose que f est surjective. Montrons que Ker(f) = {0g}.
Soit x € E tel que f(x)=0.

Comme f est surjective, f2 est aussi surjective (Q1).

Dong, il existe a € E tel que x = F2(a).

Do, 0= f(x) = f3(a).

Donc, par hypothese, f(a) = F3(@)=0.

Donc, x =0.

Ainsi, Ker(f) = {Og}, puis, .

Exercice 9 : Noyaux et images itérés

Soit E un K-espace vectoriel et u € £(E) un endomorphisme de E.
Pour tout £ € IN, on note Nj, = Ker(fk) et I, = Im(fk).

1. Montrer que la suite (IVp) est croissante pour l'inclusion : Vk € N, N € Np, 1.

2. On suppose qu’il existe 7 € IN tel que N, = N,,1. Montrer que, pour tout ¢ >r, N, = N,.

3. Montrer que la suite (I;) est décroissante pour l'inclusion : VE € N, I}, 5 1;,1.

4. On suppose qu’il existe r € IN tel que I, = I 1. Montrer que, pour tout g =r, I, =1I,.
Dans la suite, on suppose que E est de dimension finie. Pour tout 2 € IN, on note d; = dim(N3).

5. Montrer qu’il existe r € IN tel que N, = N,,1.

Indication : on pourra montrer que la suite (dp)reIN est stationnaire.
6. Montrer que I, =1,,1.
7. Montrer que E=N,®1,.

8. Montrer que, pour tout % € IN,
dri2—dpy1=dpi1—dp.

— Réponse

1. Soit £ € IN.
Soit x € N;. On a f*(x) = 0.
Donc, comme f est linéaire, f**1(x) = f(*(x)) = £(0) = 0.
Donc,

Np < Np.1.

2. Soit g = r. Soit x € N,..
Ona f"(x)=0.
Do, f9(x)=f477(f"(x)) = f97"(0) = 0.

nécessairement bijective.

Donc, .

Montrons par récurrence que, pour tout ¢ =r, Ny € N,.
Initialisation. Pour ¢ =r, il n’y a rien a faire.
Hérédité. Soit g = r. On suppose que N; = N,. Montrons que Ng.1 c N;.
Soit x € Ng41. On a f7*1(x) = 0.

D'ou, £ H(f97" (%)) = 0.

Donc, f97"(x)€ Nyy1 =N,

Do, 0 = £"(£97"(x)) = £ (x).

Donc, x € Ny,.

D’ou, par hypothése de récurrence, x € N,

Donc, .

Ce qui acheve la récurrence.

Attention!!! Il faut prendre garde & ne pas écrire d’expressions de la forme f™ avec m < 0. En effet, f n’est pas
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3. Soit £ e IN.
On suppose que y € I41. On a y = f*"(x) = F*(f(x) € I,
Donc,
Ik+1 CIk.
. Soitg=r.

Soit yelIs. Ony=Fflx)=f"(fI7"(x))el,.

Donc, .

Montrons par récurrence que, pour tout g =r, I, < I,.

Initialisation. Pour q =r, il n’y a rien a faire.

Hérédité. Soit g = r. On suppose que I, < I,. Montrons que I, cI4,1.
Soit y € I,.. Par hypothése de récurrence, y € I,.

Donc, y = f9(x) = f47"(f"(x)) oux € E.

Or, ff(x)el, =1I,,1.

Donc, f"(x)= " a) o a € E.

Donc, y = fq_r(fr+1(a)) = 7).

Donc, y € I441.

Ce qui acheéve la récurrence.
Donc,

. Par 1., 1a suite (d}) est croissante.

De plus, pour tout 2 € IN, N;, c E, donc, d, < dim(E).
Dong, la suite (d) est croissante majorée. Par le théoréme de la limite monotone, la suite (d) converge vers ¢ € R.
Par définition de limite, il existe N € IN tel que, pour tout 2 =N, |dj — | < %
D’ou, par inégalité triangulaire,
ldp —dnl<|dp—ll+1¢—dnl< g <1

Or, |dy —dnl €N, donc, pour tout £ =N, dp =dn.
Donc, la suite (d}) est stationnaire.

Il existe donc r € IN tel que d, =d+1.

De plus, par 1.,ona N, € N;1.

Donc,

Nr:NH-I‘

.Onal,;cI,.

Donc, par le théoréme du rang,
dim(Z,) = dim(E) — dim(N;) = dim(E) — dim(N;+1) = dim(Z 1 1).

Donc,

I =141.

. Soitxe N,NnI,.Onaf"(x)=0etx=f"(a).

Donc, £ (a) = 0.

Donc, a € Ng,.

Or, 2r =r, donc, par 2., a € N,.
Donc, x = f"(a) =0.

Donce, | N, NI, ={0}.
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Par le théoréme du rang, | dim(E) = dim(V,) + dim(Z,.) |.
Par théoréme,

E=N,eslI,.

8. Soit £ €IN. On considere g,: I, — E
x —  f(x).

Par double inclusion, on montre que Im(gy) = Im(f k+ly et Ker(gr) =Ker(f)nIy.
Donc, par le théoréme du rang appliqué a gy,

dp=dpi1 +dim(Ker(f)mIk).

Par 3., I;,1 c 1, donc,
dp, = dps1 +dim (Ker(f)NIpyq).

x = fx),
Donc,
drzdpi1+dpe1—dpae.

Ainsi,

dr+2—dp+12dps1—dp.

En posant g4+1: Ipy1 — E on a (comme pour gg), dp+1 = dpo+dim (Ker(f) N 1pi1).

Exercice 10 :
Soient E un espace de dimension finie et u € Z(E) tel que rg(u) = rg(u?).
1. Montrer que I'image et le noyau de u sont supplémentaires.

2. Etudier la réciproque.

—— Réponse

1. Soit x € Ker(u) nIm(u).
Par hypothese, u(x) =0 et il existe a € E tel que x = u(a).
On en déduit que 0 = u(x) = u2(a), done, a € Ker(u?).
On sait que Ker(u) c Ker(u?).
De plus, par le théoreme du rang appliqué a u et u? (I'espace de départ est de dimension finie),

dim(Ker(x?)) = dim(E) — rg(uz) =dim(E) - rg(u) = dim(Ker(uw)).

Donc, Ker(u?) = Ker(u).
On en déduit que a € Ker(u), puis, x = u(a) =0.
Donc,

Ker(u) nIm(u) = {0}.

D’autre part, par le théoréeme du rang : dim(E) = rg(u) + dim(Ker(u)).
Ainsi, par théoréme,

E =Im(u) & Ker(u).

2. On suppose que E =Im(u) ® Ker(u).
Montrons que rg(u) = rg(u2).
On sait que Im(x?) < Im(w). Montrons l'inclusion réciproque.
Soit y e Im(u). Ona y=u(x)ouxckE.
Par hypothese, x =a + b ou a € Ker(u) et b € Im(u).
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D’ou, b = u(c) avec c € E et u(x) = u(a) + u(d) = u?(c) € Im(u?).
Donc, Im(x) < Im(u?).
Ainsi, Im(u?) = Im(u), puis,

rg(u) = rg(uz).

Exercice 11 :
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies. On considére f € L (E,F).
1. Soit G un sous-espace vectoriel de E. Montrer que dim(f (G)) = dim(G) — dim(Ker(f) nG).
Indication : considérer g: G — F larestriction au départ de f a G.
x — f(x)
2. Soit H un sous-espace vectoriel de F. Montrer que dim(f ~1(E)) = dim(E) - rg(f) + dim(Im(f) n H).

— Réponse

1. Soit g: G — F larestriction de f & G au départ (en fait g = f|g). Comme E est de dimension finie, le
x = fx)
sous-espace vectoriel G de E est aussi de dimension finie. De plus, la linéarité de f entraine la linéarité de g, donc
le théoréme du rang appliqué a g donne :

dim(G) = dim(Im(g)) + dim(Ker(g)).
Or,ona:
xeKer(g) < xe€Getgx)=0

< xeGetf(x)=0 (définition de g)
<~ x€@G etxeKer(f)

Donc, Ker(g) = Ker(f)NG.
De plus,
Im(g) = {g(®)lx € G} = {f()lx € G} = f(@.

VxeG,g(x)=f(x).

Ainsi,
dim(G) = dim(f(G)) + dim(Ker(f)n G).

2. Soith: f"Y(H) — F larestrictionde f af *(H) au départ (en fait & = f|-1(z)). Comme E est de dimension
x —  fx)
finie, le sous-espace vectoriel £ *(H) de E est aussi de dimension finie. De plus, la linéarité de f entraine la
linéarité de A, donc le théoréeme du rang appliqué a 2 donne :

dim (£~ (H)) = dim(Im(%)) + dim(Ker(h)).

Or,
Im(h) = {h(x)lx € fFHHD)} = {f@)lx € fHEHD}

~

VxefL(H),h(x)=f(x).
De plus,
ye {f(x)|x€f_1(H)} — IxeflH),y=f(x) < yelm(f)nH.

D’ou, Im(A2) = Im(f)n H. De plus,

xef Y (H) et h(x)=0

xefY(H)et f(x)=0 (définition de k)

f(x)eH et f(x)=0

fx)=0 (0 € H car H est sous-espace vectoriel de E)
x € Ker(f)

x € Ker(h)

proet
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Donc, Ker(h) = Ker(f). Ainsi,
dim(f_l(H)) =dim(Im(f)n H) + dim(Ker(f)).

Le théoréeme du rang appliqué a f (E est de dimension fini etf est linéaire) donne alors

dim (£ () = dim(Im(f) N H) + dim(E) - rg(f).

Sommes de sous-espaces vectoriels

Exercice 12 :

Soient E et F' des espaces vectoriels, u € £(E,F) et ve L(F,E) tels que vou =1dg.
Montrer que Ker(v) ® Im(z) = F.

— Réponse

Soit x € F.

On procéde par analyse-synthése

Analyse : supposons qu’il existe (y,z) € Ker(v) x Im(u) tel que x =y + z.

Alors, v(x) =v(y)+v(z) =v(2) et il existe a € E tel que z = u(a). Alors, v(x) = v(u(a)). Or, vou =1dg, donc v(x) = a. D’ou

z=u(a)=u(v(x)) ‘ On en déduit alors que ’ y=x-z=x—u(v(x)) ‘

Ce qui termine 'analyse.

Synthése : On pose y =x — u(v(x)) et z = u(v(x)).

On abien y+z =x.

De plus, v(y) = v(x) — v(u(v(x))). Or vou =IdRz. Do, v(y) = v(x) — v(x) = 0. Donc, y € Ker(v).
On a clairement z € Im(u).

Ce qui termine la synthese.

Ainsi, pour tout x € F, il existe un unique couple (y,z) € Ker(v) x Im(u) tel que x = y + z. Donc,

Ker(v)®Im(u) =F.

Exercice 13 :

Soit E un K-espace vectoriel. On considere f et g deux endomorphismes de E. On suppose que fogof =f et
gofog=g. Montrer que E = Ker(f) ® Im(g) et que f(Im(g)) = Im(f).

— Réponse

» Montrons que E = Ker(f) @ Im(g).

Soit x€ E.

On procéde par analyse-synthése

Analyse : supposons qu’il existe (y,z) € Ker(f) x Im(g) tel que x =y + z.

On a alors, f(x)=f(y)+f(2) = f(2) et il existe a € E tel que z = g(a). D'ou, f(x) = f(g(a)). Donc, en utilisant que gofog =g,
ona: g(f(x) = g(f(g(a)) = g(a) = z. Donc, | z = g(f(x)) \ Puis ] y=x—z=x-g(f(x) \

Ce qui termine I'analyse.

Synthese : On pose y =x — g(f(x)) et z = g(f(x)).

On a bien y +z =x.

De plus, f(y)=f(x)—f(g(f(x)).Or, fogof =f,dou f(y) =0g. Donc y € Ker(f).

On a clairement z = g(f(x)) € Im(g).

Ce qui termine la synthese.

Ainsi, pour tout x € E, il existe un unique couple (y,z) € Ker(f) x Im(g) tel que x = y +z. Donc,

E =Ker(f) o Im(g).

» Montrons que : f(Im(g)) = Im(f).
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(<) Soit y € £(Im(g)).
Il existe x € Im(g) tel que y = f(x). Done, y € Im(f), puis, f(Im(g)) < Im(f).

() Soit ¥ € Im(f).

Il existe x € E tel que y = f(x).

Or, E =Ker(f) @ Im(g), donc, x =a + b ou a € Ker(f) et b € Im(g).
Donc, y = f(b) € f(Im(g)), puis, f(Im(g)) > Im(f).

Ainsi,

f (Im(g)) = Im(f).

Exercice 14 :

3

Soient E un K-espace vectoriel et u € L(E) tel que u® = u? +2u. Montrer que :

E =Ker(u) ® Ker(u + Idg) ® Ker(u — 21dg).

— Réponse

Soit x € E.

On procede par analyse-synthese.

» Analyse : supposons qu’il existe (y,z,#) € Ker(u) x Ker(u + Idg) x Ker(u —21dg) tel que x =y +z +¢.

On a alors, u(y) =0, u(z) = —z et u(¢) = 2¢t. Par linéarité de u, on en déduit que : u(x)=0—-z+2¢t=—-2z+2¢
De méme, on a : W)= —u@)+2u(t) =z + 4t

On a alors le systeme

y + =z + t = x
-z + 2t = ux)
z o+ 4t = u’(x)

1
En sommant les deux derniéres équations, on trouve : | ¢ = 6.(u(x) +u?(x)) |

1
La derniére équation donne alors : |z = u?(x)—4¢ = g.(uQ(x) —2u(x)) |

=

Puis, la premiére équation donne : | y =x—z —# = =.(2x + u(x) - u*(x)) |

[\

Ce qui termine 'analyse.
Si la décomposition de x dans la somme Ker(u) + Ker(u + Idg) + Ker(u — 21dg) existe alors elle est unique : ceci montre que
la somme est directe 1 1 1
> Synthése : On pose y=x—z—t = 5(2x +u(x) - u?(x)), z = u®(x) - 4t = 5.(u2(x)— 2u(x)) et t = E.(u(x) +u?(x)).
On vérifie maintenant les 4 conditions :
x=y+z+t
y € Ker(u)
z € Ker(u +1dg)
t € Ker(u —21dg)
On a bien :

y+z+t= %(Zx +u(x) - u?(x)) + %.(uQ(x) —2u(x) + é.(u(x) +u?(x)) = x.

3

De plus, comme % =u%+2u,ona:

uy) = %(2 u(x) +u?(x) - udw) = %(2 u(x) +u?(x) — u?(x) - 2u(x) = 0

Donc, y € Ker(u).
De méme,

u(z) = %.(us(x) -2u’(x)) = %.(uz(x) +2u(x) - 2u%(v) = %.(2 u(x) - u(x)) = -2

Dong, z € Ker(u + Idg).
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De méme,
u(t) = %.(uz(x) +ud(x)) = %.(uz(x) +u?(x) +2u(x)) = %.(u(x) +u?(x) = 2¢

Donc, t € Ker(u — 21dg).

Ce qui termine la synthese.

En se servant des expressions trouvées dans l'analyse, on montre que x peut bien se décomposer dans la somme
Ker(u) + Ker(u +Idg) + Ker(u — 21Idg) : ceci montre que E = Ker(u) + Ker(u + Idg) + Ker(u — 21dg).

Ainsi,

E =Ker(u) o Ker(u + 1dg) @ Ker(u —21dg).

Remarque : Si E est de dimension finie, alors en prenant % = (%1,%2,%s) une base adaptée a la décomposition
E =Ker(u) @ Ker(u +1dg) @ Ker(u —21dg), la matrice de f dans la base & est

dim(Ker(u)) fois dim(Ker(u + Idg)) fois dim(Ker(u —21dg)) fois

On dira plus tard que u est diagonalisable.

Pour les 5/2 (pour linstant!) : on pouvait déja dire que u était diagonalisable sans calcul car par hypothese le polynome
X3-X2-2X =X x(X +1)x(X —2) est annulateur de u et est scindé a racines simples (notez cependant que le spectre du
u n’est pas nécessairement {0, —1,2} : cela dépend de la dimension des noyaux Ker(u), Ker(u + 1dg) et Ker(u —21dg) ).

Projecteurs et symétries

Exercice 15 :
On pose E = R” et on considére H = {(x1,...,%,) € E|x1 + -+ +x, =0} et D = Vect((1,...,1)).
1. Montrer que H et D sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

2. Soit u =(x1,...,x,) € E. Déterminer le projeté de u sur H parallelement a D et le projeté de u sur D paralléle-
ment a H.

—— Réponse

1. » D est un sous-espace vectoriel de E comme espace vectoriel engendré par la famille ((1,...,1)). C’est une droite
vectorielle.
» Montrons que H est un sous-espace vectoriel de E.
Meéthode 1 : a partir de la caractérisation des sous-espaces vectoriels. On a bien H c E et (0,...,00)0e H (0+---+0=0).
Soient A € K, (x1,...,x,) € H et (y1,...,yn) € H. Alors, A.(x1,...,%,)+ (¥1,...,¥n) = (A.x1 + y1,...,A.2, + yn). De plus,
par définition de H,
Axi+yD)+-+Axp+yp)=Ax (x1+-~+x,j)+(y1+~--+yn):0

=0 =0
Donc, A.(x1,...,x,)+(y1,...,y») € H. Ainsi, H est un sous-espace vectoriel de E.
Méthode 2 : H est le noyau d’une forme linéaire. Soit f : R" — R, (x1,...,x3) — %1 + -+ + x,. Mon-
trons que lapplication f est linéaire : soient A € K, (x1,...,x,) € H et (y1,...,yn) € H. Alors,
(X1, %)+ (Y1, ¥0) = (Ax1 + y1,..., 4.2, + ). Doy,

FAGL o)+ W1aee ) = A +y1) 4o+ (A + Y5)
= Ax(xp+-+xy)+ 1+ +yn)
/1Xf(xl"",xn)+f(y1,...,yn).

Donc f est linéaire. De plus, on a H = Ker(f). Ainsi, H est un sous-espace vectoriel de E.
» Montrons que H et D sont supplémentaires.

Méthode 1 (suite) : On montre par analyse-synthése que tout vecteur u de E peut se décomposer de maniére unique
sous la forme u =v +w avec v € H et w € D. Lunicité de la décomposition montre que la somme H + D est directe et
lexistence de la décomposition montre que E = H + D.
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Soit u =(x1,...,x,) € E. On procede par analyse-synthese.
Analyse® : on suppose qu’il existe v = (y1,...,y,) € H et A€ K tel que (x1,...,%,) = (y1,...,y2) + A.(1,...,1).
Alors,
X1 = M +A
Xn = Ypt+A
De plus, on sait que y1 + -+ + ¥, = 0. Donc, en sommant les égalités du systéme précédent, on a :
1 1
X1+--+tx,=nX% A. D’Ofl, A=— X(x1+“'+xn)7 pUiSa (yly"-yyn):(xlv'"xn)_ - x(x1+-'-+xn).(1,...,1).
n n
1 1
Synthese : On pose (y1,...,¥) =(x1,...,%5) — — x(x1 +---+x,).(1,..., 1) et (z1,...,2,) = — x (x1 + -+ +x,).(1,..., 1).
n n
On a bien (x1,...,%,) =(y¥1,...,¥n) +(21,...,2,) et (21,...,2,) € D. De plus,
1 1
Y1+t yp=x1——x@1+Fag)FoFay——x@p+ag)=x1 4+ +x, — (X1 + - +2,)=0.
n n
donc, (y1,...,yn)€EH.
Ainsi, on a montré par analyse synthése que
E=HeD.
Méthode 2 (suite) : on utilise les dimensions.
On a montré que H est le noyau de la forme linéaire non nulle f (par exemple f(1,0,...,0) # 0), donc H est un
hyperplan de E et dim(H) =dim(E)-1=n-1.
De plus, D est une droite vectorielle, donc dim(D) = 1.
D’ou, dim(E) = dim(H) + dim(D).
Donc, pour montrer que H et D sont supplémentaires dans E, il suffit de montrer que H nD = {(0,...,0)}. Soit
(x1,...,x,) € HN D. Par définition de D, x; = --- = x,, d’ou, par définition de H, 0 = x1 +---+x, = n x x1. D’ou,
x1=--+=x, =0. Donc, HNnD ={(0,...,0)}.
Ainsi,
E=HeD.
. Méthode 1 (suite) : il suffit d’utiliser la décomposition trouvée dans l'analyse-synthése.
Le projeté de u sur H paralléelement & D est
1
(x1,-..,%0) — > x(x1+--+x,).(1,...,1).
Le projeté de u sur D parallelement a H est
1
—x(x1+---+x,).(1,...,1).
n
Méthode 2 (suite) : on utilise Uexistence de la décomposition de (x1,...,%,)
On sait que E = H & D, donc (x1,...,%,) = (¥1,...,¥2)+ A.(1,...,1) avec (y1,...,yn) € H et L€ K.
Par définition de projection, le projeté de u sur H parallelement a D est (y1,...,¥n). De plus, on a
1,0 yn)=(x1,...,x)—A.(1,...,1)e H. Or (y1,...,yn)€H,donc, 0=y +---+yp, =x1+---+x, —n x A.
1
D’ou, A = — x(x1 + -+ +x,). On retrouve que le projeté de u sur H parallelement a D est
n
1
(X1,...,%n)— - x(x1 4+ +2x,).(1,...,1),
et que le projeté de u sur D parallelement a H est
1
—x(x1+---+x,).(1,...,1).
n
a. OnaD = Vect[(l,...,l)). les vecteurs de D sont donc colinéaires a (1,...,1), c’est pourquoi on cherche w sous la forme A.(1,...,1)
avec L€ R.
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Exercice 16 :
Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient p et ¢ deux endomorphismes de E tels que p + q = 1dg et
rg(p) +rg(q) < dim(E).

1. Montrer que rg(p) +rg(q) = dim(E).

2. Montrer que dim(Ker(p)) =rg(q).

3. Montrer que Ker(p) = Im(q).

4. Montrer que p et g sont des projecteurs.

—— Réponse

1. On sait que Im(p + g¢) < Im(p) + Im(q). D’ou, rg(p + q) < dim(Im(p) +Im(q)).
Or p + ¢ =1dg est une surjection de E sur E donc rg(p + ¢) = dim(E). D’ou, dim(E) < dim(Im(p) + Im(q)).
De plus, par la formule de Grassmann, on a :

dim(E) < dim(Im(p) + Im(q)) <rg(p)+rg(q) < dim(E).
Ainsi,
rg(p) +rg(q) = dim(E).
2. On sait que E est de dimension finie et p est linéaire, donc par le théoréme du rang :
dim(Ker(p)) = dim(E) — rg(p).
D’ou, en appliquant la premiére question,
dim(Ker(p)) =dim(E) -rg(p + q) +rg(q).
Or, on a vu que dim(E) =rg(p + q) (car p + ¢ =Idg). Donc,
dim(Ker(p)) =rg(q).

3. Soit x € Ker(p). On a alors p(x) =0. Or, Idg = p + q, donc x = p(x) + g(x) = q(x) € Im(q). Donc, Ker(p) < Im(q).
De plus, par la question 2, dim(Ker(p)) = rg(q) = dim(Im(q)).
Donc,

Ker(p) =Im(q)

4. On sait que p+¢q =Idg. D’ou, po(p +q) = p. Par linéarité de p, on a pop + poqg = p. Or Ker(p) = Im(q), donc
poq =0gg). Donc pop=p. Ainsi

p est un projecteur.
De plus, on a ¢ =Idg — p. Donc, par linéarité de p et Idg, on a :

qgoq=Udg—p)o(dg—p)=Idg—p—-p+pop.

Comme p est un projecteur, on a goq =Idg — p = q. Ainsi

g est un projecteur.

Exercice 17 :
Soit E un IK-espace vectoriel. Soient p et ¢ deux projecteurs de E.
1. Montrer que p + g est un projecteur, si et seulement si, pog=qop =0.

2. Montrer que dans ce cas Im(p + ¢) = Im(p) ® Im(q) et Ker(p + q) = Ker(p) n Ker(q).
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—— Réponse

1. (=) On suppose que poqg=qgop =0.

Ona:
(p+@)o(p+q)=p*+pog+gop+q*=p*+q>

Comme p et g sont des projecteurs, p2 =pet q2 =q.
Donc,
(p+q@e(p+q)=p+q,

et
p + q est un projecteur.

(<) On suppose que p + q est un projecteur.
D’une part, on a (p + g)o(p + q) = p + q et d’autre part, comme p et g sont des projecteurs

(p+q@)e(p+q)=p+pog+gop+q.

Donc,
btg=p+tpog+qgop+gq.

Do, en simplifiant par p et g, il vient : pog+gop =0.
En composant a gauche et a droite par p I'égalité précédente, on a :

po(pog+qop)op=polop.

Donc,

0=polop=po(pog+qop)op=p°ogop+pogop”.
Comme p est un projecteur : 2poqop =0.
De plus, de I'égalité pog + gop =0, on déduit que poq = —qgo p, dong,

0=2poqop=-2qopop.

Comme p est un projecteur, —2q o p =0 Donc,

gop=0etpog=-qop=0.

. On suppose que p + g est un projecteur (et donc, par Q1, que pog =gop =0).

Montrons que Im(p + q) = Im(p) ® Im(q).

Soit y € Im(p + q).

Analyse.

On suppose qu’il existe a € Im(p) et b € Im(q) tels que y =a +b.
On a alors p(y) = p(a) + p(b).

Or, p est la projection sur Im(p) parallelement a Ker(p).

Donc, comme a € Im(p) , p(a) =a.

De plus, comme b € Im(q),ona b=q(x)oux€ckE.

D’ou, p(b)=poq(x)=0.

Donc, a = p(y), puis,b=y—a =y - p(y).

Synthese.
On note a = p(y) et b =y — p(y).
On abien y=a+b et a € Im(p).
Montrons que b € Im(q).
Comme ¢ est un projecteur, on sait que Im(qg) = Ker(q —idg). On montre donc que y € Ker(q —idg).
Ona:
(g —idg)(b) = qb)~b=q(y)—qop(y)—y+pX).

Comme gop =0,0n a gop(y)=0. Donc,

(¢ -idp)(®) =q(y) -y +p(y)=(P+q)(y)—y.
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Or, y € Im(p + q) et p + q est la projection sur Im(p + ¢g) parallelement a Ker(p + ¢g), donc, (p + ¢)(y) = y.
Donc, (¢ —idg)(b) =0, puis, b € Im(q).

Ainsi,
Im(p + q) = Im(p) ® Im(q).

» Montrons que Ker(p + q) = Ker(p) n Ker(q).
On a déja montré I'inclusion Ker(p) nKer(q) c Ker(p + q) dans un autre exercice.

Montrons l'autre réciproque. Soit x € Ker(p + g¢). Montrons que x € Ker(p) nKer(q).
On sait que (p + g)(x) =0, donc, p(x) = —q(x).

En composant par p, on a p2(x) = —p o g(x).

Or, p est un projecteur et pog =0.

Donc, p(x) =0, puis, g(x) = —p(x) =0.

Donc, x € Ker(p) nKer(q), puis, Ker(p + q) < Ker(p) n Ker(q).

Ainsi,

Ker(p + q) = Ker(p) nKer(q).

Hyperplans

Exercice 18 :

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et G un sous-espace vectoriel de dimension p de E. Montrer que
G est l'intersection de n — p hyperplans de E.

—— Réponse

» Soit (e1,...,ep) une base de G qu'on complete en (e1,...,ep,ep41,...,e,) une base de E. Pour tout £ € [p +1,n], on
considere ¢j, 'unique forme linéaire sur E vérifiant :

. 0 sii#k
Vie[l,n], prle;) = { 1 sii=k
Les n — p formes linéaires ¢p+1,...,¢, sont non nulles car pour tout & € [p +1,n], ¢prler) =1+#0
D’ou, pour tout % € [p + 1,n], Ker(pg) est un hyperplan de E.
Remarque 1 : on utilise ici que pour définir une application linéaire, il suffit de la définir sur les vecteurs d’une base de E.
Remarque 2 : @y, est en fait la forme linéaire qui a tout x de E associe sa k-éme coordonnée dans la base (e1,...,ey).

n
» Montrons que G = [ Ker(pz).

k=p+1
Soit x € E qu’on décompose dans la base (e1,...,e,) : il existe (x1,...,x,) € K" (unique) tel que x =x1.e1 + - +x,.e,.
On a alors I'équivalence : x € G = Vect(ey,...,ep) si, et seulement si, x, 11 =xp2=-"=%x, =0
Or, par construction, pour tout & € [n —p,nl, on a ¢,+1(x) = Xp+1, Ppr2(x) =%p12, ..., Pp(x) =xp, .

Donc, x € G si, et seulement si, x € Ker(¢p+1) et x € Ker(gp42) et ... et x € Ker(py,).

n
On a donc montré que G= (] Hp.
k=p+1

Exercice 19:

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.
1. Montrer que pour tout vecteur x non nul de E, il existe une forme linéaire ¢ sur E telle que ¢(x) = 1.
2. Soit (¢1,...,¢,) une base £ (E,K).

Montrer que application E — K" est un isomorphisme.
x = (1x),...,0n(x))
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3. En déduire qu’il existe une base (e1,...,e,) de E telle que : V(i,j) € [[1,n]]2, pilej)=10; ;.

—— Réponse

1. Six #0, alors la famille (x) est libre et on peut la compléter en une base (x,eq,...,e,) de E.
Or, une application linéaire est entierement déterminer par 'image qu’elle donne aux vecteurs d’'une base de E.
On peut donc définir ¢ € Z(E,K) telle que ¢(x) =1 et p(eg) =---=¢p(e,)=0.
Autre méthode : soit H un hyperplan de E ne contenant pas x, on a alors E = H & Vect(x). Or, une application
linéaire est entierement déterminer par son expression sur H et son expression sur Vect(x). Reste a choisir ¢
correctement.
2. On note y lapplication de 'énoncé.
» On vérifie la linéarité de v.
» Soit x € E tel que y(x) =0.
On a alors, @1(x) == @,(x)=0.
Par 'absurde, on suppose que x # 0. Par la premiére question, il existe ¢ une forme linéaire de E telle que ¢(x) = 1.
Or, (¢1,...,9,) est une base de Z(E,K).
Dong, il existe (11,...,1,) tel que ¢ = i Ai.@;.
i=1
En évaluant en x, il vient 1 = 0. Contradiction.
Donc, x =0.
Donc,

Ker(y) = {0}.

Donc, v est injective.
Or, ¥ est une application linéaire entre deux espaces de méme dimension finie :

dim(K")=n et dim(ZL(E,K))=dim(E) x dim(K) = dim(E) =n.
Par théoreme,
¥ est un isomorphisme.

Pour montrer qu’elle est bijective, il suffit de montrer qu’elle est injective. Pour cela, on montrer que si y(x) =0
alors x = 0 (par I'absurde, on suppose x # 0 et en utilisant la base donnée de £(E,K) et la question 1, on aboutit a
une contradiction).

3. On considere (¢1,...,&,) la base canonique de IKK*. Comme 1 est un isomorphisme, 1//_1 aussi.
On en déduit que la famille (' (e1),..., ¥ (e,)) est une base de E.
On note, pour tout j€ [1,n], e; = u/_l(ej).
En utilisant la relation y(e;) = ¢, la définition de ¥ et que ¢ est le j-eéme vecteur de la base canonique de K", on a
@ile;)=0sii#jetp(ej)=1sii=]j.
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Compléments sur les espaces vectoriels — Exercices supplémentaires

Famille de vecteurs

Exercice 20 :
On note E = R3. On considere les vecteurs u = (1,1,1),v=(1,0,-1) et w =(3,2,1). On pose F = (u,v,w).

1. Déterminer une base de Vect(%).

2. On pose G = {(x,y,2) € E|x —2y+2z =0}. Déterminer une base de G et montrer que G = Vect(¥).

Exercice 21 : CCINP 2023

1. Rappeler la formule du déterminant de Vandermonde.

2. Pour k € [1,n], on pose [ :x — " Montrer que la famille (f1,...,f») est libre.

—— Réponse

1. Voir le cours.

n
2. Soit (11,...,A,) € R” tel que Z Ai.fr =0 ot 0 est la fonction nulle.
k=1

n
On dérive I'égalité précédente p € [0,n — 1] fois : Z /lk.flip) =0.

k=1
n
Or, ) =kPfy. Done, Y A x kP.£7 = 0.
k=1
En évaluant en 0, il vient :
AM+Ag 4+ A, = 0
M+Agx2+---+ A, xn = 0
S): /11+/12><22+”'+/1an2 = 0
AM+Agx2" v d, xn™ = 0.
La matrice du systéme est
1 1 1
1 2 n
=] 1 22 n*
1n'—1 2n‘—1 nnf—l

On remarque alors que det(M) est le déterminant de Vandermonde associé aux scalaires deux a deux distincts
1,2,...,n.

Par théoreme, det(M) # 0. Donc, (S) posséde une unique solution. Le n-uplet nul est clairement solution, donc,
(A1,...,A4,)=(0,...,0). Donc,

(f1,...,fn) est une famille libre.

Exercice 22 :
On note E = €¢°(R,R) et f =sin. La famille (f,f o f,f o f of) est-elle libre?

Réponse

Soit (11, A2,13) € R3 tel que A1.f +Ag.fof +As.fofof =0. Alors,

Vx € R, A1 x sin(x) + A2 x sin (sin(x)) + A3 x sin (sin(sin(x))) =0
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On détermine les développements limités des fonctions f, fof et fofof en 0 (a l'ordre 5). On a (apres calculs) :

53 5

x
sin(x) = x-—+—+o(x?)
5P
sin(sin(x)) = x- FRET o(x”)
3 11 5
sin(sin(sin(x))) = x-— % + 4—:; +o(x?).

Donc,

A1 +2A2+313 3. A +12A2 +33 13
X

5 5
5 ) x° +o(x”).

A1 x sin(x) + Ag x sin (sin(x)) + Ag x sin(sin (sin(x))| = (A1 + A2 + 13)x -
De plus, A1.f + Ag.fof + As.f o f of est la fonction nulle donc

A1 x sin(x) + Ag x sin (sin(x)) + A3 x sin(sin (sin(x))) = o(x%).

Par unicité du développement limité quand il existe, on obtient le systéeme :

M+ A2 + A3 = 0
M+ 2 + 313 = 0
A+ 121 + 33A3 = 0

Apres résolution, on trouve 1; = A2 = A3 = 0. Donc,

la famille (f,fof,f of of) est libre.

Espaces vectoriels de polynomes

Exercice 23 :
On pose Py =1 et, pour tout % € [1,n], on pose :

X x(X-Dx--x(X—-k+1)

Pr k!

1. Montrer que (Py,...,P,) est une base de R,[X].
2. Montrer que, pour tous [ € Z et k € [0,n], P(l) € Z.
3. Déterminer 'ensemble des polynémes P de R,[X] vérifiant : pour tout [ € Z, P(l) € Z.

—— Réponse

1. On remarque que deg(Pyp) = 0 et, pour tout & €€ [1,n], P, est un produit de 2 polynémes de degré 1, donc, deg(Py) = k.
La famille de polynémes non nuls (Py,...,P,) est échelonnée en degré, donc, par théoréme,
(Py,...,P,) est une famille libre |

De plus, cette famille est composée de n + 1 = dim(R,,[X]) vecteurs de R, [X].
Par théoréeme,

(Py,...,P,) est une base de R,[X].

2. Soit & € [0,n].

(a) Soitle[0,k—1],P,(l)=0€Z.
Ix(I=1)x--x(-Fk+1) ! (z)
= = eZ
k! Rix(-k) |k

(b) Soitl =k, Pi(l)=
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(c) Soitl <0,

CIxU-Dxoox(=k4D) (Dl Dxox(Cl+k=1) G (l+k=D! o f-l+k-1
PrD= ! =D ! = 1)( k )EZ

Donc, dans les tois cas,
Pr(l)eZ.

3. Soit P € R, [X] tel que, pour tout [ € Z, P(l) € Z.
On décompose P dans la base (Py,...,P,) :

P= ay.Py.

-

Soit [ € [0,n], on a P(I) = ag.Po()+---+ a;.P;(1).

e Pour/=0,0onaay=P0)eZ.
e Pour/=1,0na a; =P(1)—ag.Po(l) e Z.

e Pour!=n,ona a,.P,(n)=P()-(ag.Po(n)+:-+a,_1.Pp_1(n)) € Z. Comme P,(n) =1 (voir Q1), a, € Z.

Donc, P est une combinaison linéaire de (Py,...,P,) a coefficients entiers.
Réciproquement, on suppose que P est une combinaison linéaire de (Py,...,P,) a coefficients entiers :

n
P= Z ay. Py,
k=0

avec ay, € Z.
Soitl€Z,ona:

P()= Z&. Pu(l) €Z.

k=0
€Z €Z (Ql)

Ainsi, les polynomes P de R, [X] vérifiant, pour tout [ € Z, P(l) € Z, sont les polyndémes qui sont combinaisons linéaires
de (Py,...,P,) a coefficients entiers.

Exercice 24 :
On pose
E={PeCIX]|(X*+1) x P(X) = P(X?)}.
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de C[X].
2. Soit P € E \ {0}. Déterminer le degré de P.
3. Donner un polynéme non nul appartenant a E.

4. Déterminer la dimension de E.

— Réponse

1. Ona E c C[X].
De plus, (X*+1)x0=0. Donc, 0 € E.
Soient (P,Q)e C[X]xC[X]et AeC.Ona:

X*+ D) xAP+Q)X) = AX*+DxPX)+X*+ 1D xQX)=A.P(X®)+Q(X%) = (A.P +Q)X?).

Donc, A.P+Q€E.
Ainsi,

E est un sous-espace vectoriel de C[X].
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2. Ona:
deg((X*+1)x P(X)) =4 +deg(P(X)) et deg(P(X?)=2deg(P(X)).
Donc,
4 +deg(P(X)) = 2deg(P(X)).
Ainsi,

deg(P(X)) =4.

3. X*—1 convient.
4. Soit P(X)=ag+a1.X +as.X?>+a3.X>+as.X*€ C4[X].Ona:

X*+1)xPX)=ap+a1.X +a2.X2+a3.X3+(as+ag)X*+a1. X% +a9. X8 +a3.X" +a4. X8,

et
PXH=ao+a1. X2 +as. X +a3.X%+a,.X5.
Donc,
PeE < aj=az=az=0etag=-as < PX)=asxX*-1).
Donc,

E =Vect(X*-1).

La famille (X — 1) engendre E et est libre (car composée d’un seul vecteur non nul).

Ainsi,

(X*-1) est une base de E et dim(E) = 1.

Applications linéaires

Exercice 25 :
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Soient (u,v) € Z(E) x £Z(E). Montrer que

Im(u) N Im(v) = {0z}

rg(u+v) =rgu) +rglv) {Ker(u)+Ker(v)=E.

—— Réponse
(=) Supposons que rg(u +v) =rg(u) +rg(v).
» Par la formule de Grassmann, on a :
dim(Im(z) N Im(v)) = dim(Im(x)) + dim(Im(v)) — dim (Im(z) + Im(v)) = rg(x) + rg(v) — dim(Im(z) + Im(v))
Or Im(u +v) < Im(u) + Im(v), donc rg(u +v) < dim(Im(z) + Im(v)) D'ou,

dim(Im(z) N Im(v)) < rg(uw) + rg(v) —rg(u +v) = 0.

Donc, dim(Im(z) N Im(v)) = 0. Ainsi, | Im(z) N Im(v) = {Og} ‘
» De méme, par la formule de Grassmann, on a :

dim(Ker(u) + Ker(v)) = dim(Ker(x)) + dim(Ker(v)) — dim (Ker(x) n Ker(v)).
Or Ker(u) n Ker(v) c Ker(u +v), donc dim(Ker(z) nKer(v)) < dim(Ker(u +v)). D’ou,
dim(Ker(u) + Ker(v)) = dim(Ker(u)) + dim(Ker(v)) — dim(Ker(u +v)).
Comme E est de dimension et que les applications u, v et u +v sont linéaires, par le théoréme du rang, on a :

dim(Ker(u) + Ker(v)) = dim(E) —rg(u) + dim(E) — rg(v) — dim(E) + rg(u + v) = dim(E).
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Donc, dim(Ker(u) + Ker(v)) = dim(E). Ainsi, ‘ Ker(u)+Ker(v) = E ‘

(<) Réciproquement, on suppose que Im(z) nIm(v) = {0g} et Ker(u) + Ker(v) =E.
» En appliquant la formule de Grassmann comme précédemment, on a :

0= dim(Im(u) N Im(v)) =rg(u)+rg(v) - dim(Im(u) + Im(v)).

Pour conclure, il suffit de montrer que Im(z) + Im(v) = Im(u +v).

On connait 'inclusion Im(u + v) € Im(z) + Im(v). On montre 'autre inclusion.

Soit x € Im(u) + Im(v). Il existe donc y € E et z € E tel que x = u(y) + v(z).

Or E = Ker(u) + Ker(v). Donc il existe (a,b) € Ker(u) x Ker(v) et (¢,d) € Ker(u) x Ker(v) tel que y=a+b et z=c+d. Dou,

x=u(y)+v(z) =ula)+ub)+v(c)+v(d) = uld)+v(c).
Or, u(c)=0et v(b)=0. D’ou,
x=ud)+v(e)=ud+c)+vb+c)=(u+v)b+c)elm(u+v).

Donc, Im(u + v) = Im(u) + Im(v). Ainsi,

0=rg(u)+rg()—-rgu+v) ‘

Ainsi,

Im(x) NIm() = {0g}

rglu+v) =rgu)+rglv) {Ker(u)+Ker(v)=E.

Exercice 26 :
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f € £(E). On note g: Im(f) — E
x —  f(x).
1. Montrer que Im(g) = Im(f?) et que Ker(g) = Im(f) n Ker(f).
2. En déduire que dim(Kerf) < dim(Kerf?) < 2dim(Kerf).

—— Réponse

1. Montrons que Im(g) = Im(fz).
(<) Soit y e Im(g). On a y = g(x) = f(x) ou x € Im(f).
De plus, il existe a € E tel que x = f(a), done, y = f%(a) € Im(f?).
(o) Soit y € Im(f2). 1l existe a € E tel que y = f2(a).
On note b = f(a) e Im(f). On a y = f(b) = g(b) € Im(g).
Donc,

Im(g) = Im(f2).

Montrons que Ker(g) = Im(f) n Ker(f).

(<) Soit x € Ker(g).

L'ensemble de départ de g est Im(f), donc x € Im(f).
Par définition du noyau g(x) =0.

De plus, par définition de g, g(x) = f(x).

Donc, x € Im(f) nKer(f).

(@) Soit x € Im(f) nKer(f).

Par définition de g, g(x) = f(x), et par définition du noyau, g(x) = 0.
Donc, x € Ker(g).

Donc,

Ker(g) = Im(f) n Ker(f).
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2. On sait que Ker(f) c Ker(fZ), donc,
dim(Kerf) < dim(Kerf?2).
De plus, par le théoréeme du rang appliqué a f2 (espace de départ est de dimension finie),
dim(Ker(f?)) = dim(E) - rg(f?) = dim(E) - rg(g).
On applique le théoreme du rang a g (attention a l’espace de départ!) :
rg(f) =rg(g) + dim(Ker(g)).

Donc,
dim(Ker(f 2)) = dim(E) — rg(f) +dim(Ker(g)).

Par le théoréeme du rang appliqué a f et Q1,

dim(Ker(fz)) =dim(Ker(f)) + dim(Im(f) n Ker(f)).

Or, Im(f) nKer(f) c Ker(f).
Donc,

dim(Ker(f 2)) < 2 dim(Ker( ).

Sommes directes, projecteurs et symétries

Exercice 27 :
On pose E = C? et on considere H = {(x,y,2) € E|x +22 =0} et D = Vect((1,1,1)).
1. Montrer que H et D sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
2. Soit (x,y,z) € E. Déterminer le projeté de (x,y,z) sur H parallelement a D et le projeté de (x,y,z) sur D
parallelement a H.
3. Déterminer la symétrie s par rapport a H parallelement a D.

— Réponse

1. Soit u =(x,y,2) € R3. On raisonne par analyse-synthése.
Analyse. On suppose qu’il existe (a,b,c) € H et A€ C tel que : u =(a,b,c)+A.(1,1,1).
En identifiant les coefficients, on a :

a+dl = «x (L1)
b+A =y (Lo

c+A = z (L3)
. 1 2
Llopération L; + 2L3 donne 31 =x+2z. Donc, A = §x+ gz
Puis,
2 2 1 2 1 1
a=x-A=-.x——-.z, b=y-A=——x+y——-z et c=z-A=—-—x+-2z
3 3 3 3 3
Synthese.
2 2 1 1 1 2
Onposev=(—.x——.z,——x+y——z,——x+—z etw:(—x+—z).(1,1,1)
3 3 3 3 3 3 3
Ona:
e vtw=(x,y,2)=u,
e weD,
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Donc,
H et D sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

2. Par définition, le projeté de (x,y,z) sur H parallelement a D est :

—X——.2,—=Xx+y——-z,—-x+=-2|,

(2 2 1 2 1 1
3 3 3 3 3 3

et le projeté de (x,y,2z) sur D parallelement a H est :

1 2
—x+ —z) (1,1,1).
3 3

3. Par définition,
2 2 1 2 1 1 1 2
=l-ax--z,—-x+y——-z,—zx+-z|—|cx+-2[.(1,1,1).
s(x,y,2) (3x 3% g%ty 3% g% 32) (3x 32)( ,1,1)

Exercice 28 :

1. On pose E = R4[X], F ={P € E|P(1) = 0} et G = {P € E|P(0) = 0}. Montrer que E =F & G.
2. On pose E = Ry[X], F = {P € E|P(0) = P(1) = 0}, G = {P € E|P(~1) = P(0) = 0} et H = {P € E|P(~1) = P(1) = 0} .
Montrer que E=F oG e H.

— Réponse

1. » Montrons que la somme F + G est directe. Soit (P,Q) € F x G tel que P + @ =0. On évalue en 0 et comme @ € G,
on trouve P(0)=0. Or P € F, donc 0 et 1 sont racines de P qui est de degré au plus 1. Donc P = 0. Il vient ensuite
0=P+Q=Q.

Donc, la somme F + G est directe.
» On sait que F @ G est un sous-espace vectoriel de E et dim(E) =2, donc dim(F & G) < 2.
De plus, le polynéme non nul X appartient & G donc dim(G) = 1. De méme X —1 € F, donc dim(F') = 1. Or, comme la

somme F' + @G est directe, on a dim(F & G) = dim(F') + dim(G) = 2. Ainsi dim(F & G) = 2. Donc, comme on a I'inclusion
FoeGcE,ona:

E=FeogG.

2. Fait en classe.

Exercice 29 :

On pose E = {f € ¢°(R,R)|Vx € R, f(x +27) = f(x)}. On pose, pour tout f € E, u(f)=f"
Montrer que E est un espace vectoriel et que u est un endomorphisme de E.
Déterminer Ker(u).

Déterminer les vecteurs f € E tels que u(f) =sin.

Déterminer les vecteurs f € E tels que w(f) = sin®.

Déterminer Im(u).

S Ovk W

Montrer que Ker(uz) ® Im(u) = E.

—— Réponse

1. Ona E c€¢°(R,R) et la fonction nulle est dans E. Soient (f,g) € E x E et A € IK. Par opérations sur les fonctions de
classe €*°,on a A.f + g € €°(R,R). De plus, pour tout xe R, on a :

ASf+2)x+2m)=Axfx+2m)+glx+27) = A x f(x) + g(x) = (A.f + g)(x).

Donc, A.f + g€ E. Ainsi,
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E est un sous-espace vectoriel de € (IR, R), c’est donc un espace vectoriel.

La linéarité de la dérivation, entraine la linéarité de u :
VAeK,V(f,@) eEXE, uAf+g8)=A.f+8) =A.f"+g" = A.u(f) +ulg).

Soit f € E. La fonction f est de classe € sur R, donc f” aussi. De plus, on a, pour tout x € E, f(x +2n) = f(x). En
dérivant deux fois, on a, pour tout x € E, f"(x +27) = f"(x). Donc u(f) = f" € E. Ainsi,

u est un endomorphisme de E.

Remarque : E est Uensemble des applications 2m-périodiques de classe €.

2. Soit f € Ker(u), alors f"" = 0. On primitive deux fois : il existe (a,b) € R? tel que, pour tout x € R, f(x)=a xx+b. De
plus, la fonction f est 27m-périodique, donc @ = 0. Donc f est constante.
Réciproquement, si f est constante, alors f € E et f” =0, donc f € Ker(u).

Le noyau de u est 'ensemble des applications constantes.

3. Primitiver deux fois sin et ne conserver que les primitives 2z-périodiques.
4. Primitiver deux fois sin? (linéariser!) et ne conserver que les primitives 2 n-périodiques. Il n’y a pas de solution.
5. Soit g € Im(u). Il existe f € E tel que u(f) = g. Alors f"' = g. La fonction g vérifie

2m 2m
fo goa= [ foa=ren-1o.
2n
Or f est 27-périodique, donc f’ aussi. D’oul / g(t)dt = 0. On en déduit que
0

21
Im(u) {geE‘f g(t)dt:O}.
0

2
Soit g € E telle que f g(t)dt = 0. Soit 2 une primitive de g sur IR. La fonction % est de classe € sur R comme
0

primitive d’une fonction de classe € sur R. De plus, on a :

VxeR,h<x+2n)—h<x)=f

X

x+27 x+2m
h'(¢)dt =f g(t)dt
X

x+27 2n
gt)dt = fo g(t)dt=0.

Donc, A est de classe € sur R et est 27-périodique.

Remarque : si on considére [ une primitive de h, alors [ n’est pas nécessairement 2 n-périodique. Pour que ce soit le
2

cas, la fonction h doit vérifier h(t)dt =0.
0

Comme g est 27-périodique, on a : f

2n 2n

1
On pose h1=h— oy h(t)dt : alors hq est 27-périodique, de classe € sur R et hi1(®)dt =0.
0 0

Soit f une primitive de &1 sur R. Comme pour &, on montre que % est de classe € sur R, 27-périodique, et vérifie
f'=hietu(f)=f"=h",=h'=g. Donc, g € Im(w). Ainsi,

27
Tm(z) = {geEU 2(t)dt = o}.
0

6. Soit f € Ker(u) nIm(u). Alors f est constante (question 2) et 'intégrale de f est nulle sur [0,27]. Donc f est nulle.
Ainsi, la somme Ker(u)+ Im(u) est directe.

De plus, pour tout f € E,

1 27 1 21
f=—1 rfOd+f-—| F@d.
?n 0 271 Jo

EK;,rr(u) €lm(u)

Ainsi,

E =Ker(u) @ Im(u).

PSI 2025 — 2026 26 G. BOUTARD



COMPLEMENTS SUR LES ESPACES VECTORIELS EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Exercice 30 :

Soient u € L(R2, R3) et v € Z(R3,R?) tels que u ov soit un projecteur de rang 2 de R3.
1. Montrer que v est une surjection.
2. Montrer que u est une injection.

3. Montrer que vou =Idpe.

—— Réponse

rg(v) =2 et Im(v) = R2.
v est une surjection.
2. On sait que : 2 =rg(u ov) < min (rg(u),rg(v)). Donc 2 < rg(u). Le théoréme du rang appliqué & u donne
2<rg(u)= dim(R?) - dim(Ker(u)) = 2 — dim(Ker(w)).
Donc, dim(Ker(x)) < 0. Done, Ker(x) ={(0,0)} et
u est une injection.

3. Soit x € R%.
On sait que v est surjective donc il existe y € R? tel que x = v(y). D’ott u(x) = (wov)(y).

Or uov est un projecteur, donc uovouov =uov. Dou,

ulx) = (wovouov)(y)=(uovou)x)= u((wou)x)).

carv(y)=x

Par injectivité de u, on a : x = (v ou)(x). Ainsi,

vou =Idp2.

1. On sait que : 2 = rg(z ov) < min (rg(u),rg(v)). Donc 2 < rg(v). De plus, v est a valeurs dans R?, donc rg(v) < 2. Ainsi,

Exercice 31 :

Soient E un IK-espace vectoriel et (f1,...,fp) € (ff(E))p. On suppose que f1+---+f, = Idg et que, pour tout (i, j) € 11, p1?

aveci# j,ona fjof;=0.

1. Montrer que, pour tout i € [1, p], f; est un projecteur.

p
2. En déduire que E = @Im(fi).
i=1

—— Réponse

1. Soit i € [1, p]. Par hypothese,
(fi+--+fp)ofi=ldgofi.

Donc, fiofi+--+fpofi=fi.
Or, par hypothese, si j # i, alors fjof; =0.
Donc, fiofi+---+fpofi=fiofi, puis fiofi = fi.

Comme f; est un endomorphisme,
fi est un projecteur.

2. SoitxeE,ona:

p
x=idg(@) = (f1+--+fp)®) = f1(x) + -+ fp(x) € ) Im(f;).
i=1
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p
Donc, E c Z Im(f3).
i=1
L’autre inclusion est claire. Donc,

p
E=Y Im(f).
i=1

Soit (u1,...,up) € Im(f1) x --- x Im(f,) tel que w1 +---+up, =0g.
On a alors, pour tout i € [1, pl, u; = fi(x;).
D’ou,

En évaluant en f;, avec i € [1, p],

D’ot, par hypotheése, f; o f;(x;) = 0.
Comme f; est un projecteur, fi(x;) =0, donc, u; =0.

p

Donc, ) Im(f;) est une somme directe.
i=1

Ainsi,

p

E =DIm(f).

i=1

fi(x) + -+ fpxp) = 0.

fiofi(x1) +---+ fiofpxp) = fi(0).

Exercice 32 :

Montrer que ¢ : R[X]— R[X], P(X)— P(X 2)+ (1+X?) x P(X) est linéaire. Est-elle injective ? Surjective ?

—— Réponse

» La linéarité ne pose pas de probléeme.
» Soit P € Ker(¢). On a alors

Contradiction (a # 0). Donc P = 0. Ainsi, Ker(¢) = {0}. Donc,

¢ est injective.

¢ n’est pas surjective.

P(X?)=-1+X%*)xP(X)

Supposons P non nul. Alors, deg(P(X?)) = 2deg(P) et deg((1+X?) x P(X)) = 2 + deg(P). D’ou, en identifiant les degrés,
2deg(P) = 2 + deg(P). Donc deg(P) = 2. On écrit P =a X2 +b X + ¢ avec a # 0. Alors,

0=¢(P)=2aX*+bX3+(c+b+a)X?+bX +2c.

» Soit P un polynéme non nul. On note n son degré. On a : deg(P(X?)) =27 et deg((1+X?) x P(X)) =2 +n.
Si n #2, alors deg(P(X?)) # deg((1+X?) x P(X)), donc, deg(¢(P)) = max (2n,2+n).

Si n =2, en reprenant les calculs de 'étude de I'injectivité de ¢, on a deg(p(P)) =4 =max(2n,2+n).

On en déduit que le vecteur X ne posséde pas d’antécédent par ¢. Donc,

Hyperplan

Exercice 33 :

Montrer que H = {(x,y,2,t) € R* |3x —y+t =0} est un hyperplan de R* et donner un supplémentaire de H dans R*.
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—— Réponse

On pose ¢ : R* — R
(x,y,2,t) — 3x—y+t.
» Montrons que ¢ est une forme linéaire sur R%.
Soient (x1,y1,21,¢1) € ]R4, (x2,y2,29,t2) € R*et AeR.Ona:

@A xx1+x2,Axy1+y2,Ax21+22,Axt1+1t2)
= 3 xx1+x2)—(Axyr+y2)+Axty+te

p(A(x1, 51,21, 81) + (x2, y2, 22, £2))

= Ax@Bxi—y1+t1)+3x9—yg+to
= Ax(x1,y1,21,81) + @(x2, y2,22,82).
Ainsi, ¢ est linéaire. De plus, ¢ est a valeurs dans R. Donc ¢ est une forme linéaire sur R*.

» Par construction H = Ker(¢). Comme ¢ n’est pas la forme linéaire nulle (¢(1,0,0,0) = 3 #0), on en déduit que H est un
hyperplan de R*.

Exercice 34 :
1
Soient n>1 et H = JlP € Rn[X])f P(dt = 0}.
0
Montrer que H est un hyperplan de R,,[X] et déterminer un supplémentaire de H dans R,[X].

—— Réponse

On considere ¢ : R,;[X] — R
P — [lP®adt
Par linéarité de I'intégrale, ¢ est linéaire.
De plus, comme ¢ n’est pas 'application nulle et est a valeurs dans R, ¢ est une forme linéaire non nulle.
Comme H = Ker(yp),

H est un hyperplan de R, [X].

1
De plus, 1¢ H, en effet :f 1d¢e=1+#0.

0
Donc, D = Vect(1) est un supplémentaire de H dans R,[X].

Exercice 35 :
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et f € L(E).

1. Montrer que si f est de rang 1, alors il existe un vecteur non nul u € E et une forme linéaire sur E non nulle ¢
telle que, pour tout x € E, f(x) = ¢(x).u

2. Montrer que la réciproque est vraie.
Dans la suite, on suppose que f est de rang 1.
3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que f soit un projecteur.

4. Pour tout entier k£ =1, déterminer [ k.

— Réponse

1. On sait que 'endomorphisme f est de rang 1. D’ol1, comme E est de dimension finie, par le théoréme du rang, on
a : dim(Ker(f)) = dim(E) - rg(f) = n — 1. On peut donc considérer w € E tel que w ¢ Ker(f). On a alors (& savoir
remontrer rapidement) :

E =Ker(f)® Vect(w).

On définit alors ¢ 'unique forme linéaire telle que :
VxeKer(f),p(x)=0 et ¢w)=1.

Remarque : poser o(w) =1 définie ¢ sur Vect(w) tout entier. En effet, tout vecteur de Vect(w) est de la forme A.w et
par linéarité p(AL.w) = A x p(w) = A.
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Soit x € E qu’on décompose dans la somme directe E = Ker(f) @ Vect(w). On a alors x = h + A.w ou h € Ker(f) et
A e K. Do, par linéarité de f et ¢ :

f@)=fR)+A.fw) et @lx)=ph)+Aow).

Or, h € Ker(f), donc (k) =0 et par construction de ¢, ¢(h) =0. De plus, comme ¢(w) =1, on en déduit que ¢p(x) = A
et donc

f(x)=@x).f (w).
La forme linéaire ¢ est non nulle (p(w) #0) et u = f(w) # 0 car w ¢ Ker(f). Ainsi,

Il existe un vecteur non nul u € E et une forme linéaire sur E non nulle ¢ telle que, pour tout x € E, f(x) = ¢(x).u

2. Réciproquement, on suppose qu’il existe un vecteur non nul u € E et une forme linéaire sur E non nulle ¢ telle que,
pour tout x € E, f(x) = ¢p(x).u
Pour tout x € E, on a f(x) = ¢(x).u € Vect(u) (¢(x) est un scalaire car ¢ est une forme linéaire).
Donc Im(f) < Vect(u). Comme u # 0, Vect(x) est une droite vectorielle. Donc, rg(f) < dim(Vect(x)) = 1.
La forme linéaire ¢ est non nulle, donc il existe xg € E tel que ¢(xg) # 0. D’ou, f(xg) = ¢(xp).u #0. Donc rg(f) =1
(remarque : dire que le rang de f est nul signifie que f est Uapplication linéaire nulle).
Ainsi,

rg(f)=1.

3. » Supposons que f est un projecteur.
Comme f est de rang 1, on peut reprendre la fonction ¢ et les vecteurs u et w trouvés dans la question 1. On a
alors, pour tout x € E

f(F@) = fp@).u) = px).f @) = px).(pw).u) et f(x)=p().u.

-

linéarité de f
Comme [ est un projecteur (fof =f),ona:
Vx € E, p(x).(p(w).u) = p(x).u
Prenons x = w dans la relation précédente (rappelons que ¢(w) =1). On a alors : ¢(u).u =u. Or u #0, donc
pu)=1.
» Réciproquement, supposons ¢(u) =1, alors (réutiliser les calculs précédents), pour tout x € E,

f(f@) = p@).(pw).u) = px)u = f(x).

p(u)=1

Donc fof =f et f est bien un projecteur.
Ainsi,

f est un projecteur si, et seulement si, ¢p(u)=1.

4. Soit x € E. On calcule f(x), f2(x), f2(x) et on trouve
f@)=p@).u, Fix) =) (pw).u) = (@) xpw).u et f3(x)=px).(@w)?.u) = (p(x) x (ew)?).u.

On va donc montrer par récurrence la propriété Hy, : « pour tout x € E, fk(x) = (¢p(x) x ((p(u))k_l).u », ol ke IN*.
Initialisation : k = 1. On a bien f(x) = p(x).u = (p(x) x (())°).u. Donc Hy est vraie.

Hérédité : soit k € N*. Supposons H}, vraie et montrons Hy.,1.

Soitx€E.Ona f k() = f [f k (x)). Par hypothese de récurrence et linéarité de f, on a alors

10 = £ ({06 x @) ).u) = () x (@) ). @) = (@) x (p@))).u.

Ainsi Hj 1 est vraie. Ce qui achéve la récurrence

Pour tout & > 1, pour tout x € E, f*(x) = (p(x) x ()" 1).u
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