
SÉRIES NUMÉRIQUES TD

Séries numériques – TD4

Suites numériques

Exercice 1 :
Soit (un) une suite réelle décroissante telle que un +un+1 ∼ 1

n
.

1. Montrer que un −−−−−→
n→+∞ 0.

2. Trouver un équivalent de un.

Exercice 2 :

Déterminer la limite de Pn = 1
n

(
n∏

k=1
(n+k)

) 1
n

.

Exercice 3 :

Déterminer la limite de la suite de terme général un =
(

n!
nn

) 1
n
.

Exercice 4 :
Soient f : x 7→ x(1+2x)

1+3x
et (un)nÊ0 définie par u0 = 1 et ∀n ∈N, un+1 = f (un).

1. Étudier (un).

2. Déterminer la limite de la suite de terme général
1

un−1
− 1

un
.

3. En déduire un équivalent de un.
Indication : on pourra utiliser le théorème de Cesàro.

Séries numériques

Exercice 5 :
Déterminer la nature des séries suivantes :

1.
∑

ln
(
1+ (−1)n

p
n

)
.

2. ♠ ∑
nÊ2

1
n2 −1

.

3.
∑

sin
(

1p
n

)
.

4.
∑ nn

n!× en .

5.
∑

ln
(
cos

(
1
n

))
.

6.
∑ 1

3
p

n
.

7.
∑

cos
(
n2 ×π× ln

(
1+ 1

n

))
.

8. ♠ ∑
ln

(
1− 1

n2

)
.

9.
∑ ch(n)

ch(2n)
.

10.
∑(

n
1

n2 −1
)
.

11.
∑ √ p

n+1− p
np

n
.

12.
∑ n!

nn .

13.
∑

(n3 +1)
1
3 − (n2 +1)

1
2 .

14.
∑ 1

ln(n)ln(ln(n)) .

15.
∑

npn− n+1pn.

16.
∑∫ (n+1)×π

n×π
sin(t)

t
dt.

17. ♠ ∑
ln

(
cos

( x
2n

))
où x ∈

[
0,
π

2

[
.

18.
∑

a⌊ln(n)⌋ où a ∈R⋆+.

19.
∑ (−1)n × (2n+1)

n× (n+1)
.

20.
∑
nÊ1

na
(
1−cos

(
1
n

))
où a ∈R.

21.
∑
nÊ1

n
1

n2 −1.

22.
∑ (−1)n × ln(n)

n− ln(n)
.

23.
∑
nÊ0

(−1)n
p

n− (−1)n .

24.
∑
nÊ0

(
(2n)!

n!×nn

) 1
n
.

25.
∑ xn

1+ x2n où x ∈R.

26.
∑(

n∑
k=1

1
k2 × (n−k)!

)
.
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TD SÉRIES NUMÉRIQUES

Pour les séries marquées d’un ♠, calculer la somme de la série.

Exercice 6 : Séries de Bertrand
Soit (α,β) ∈R2.

Étudier la nature de la série
∑ 1

nα× (
ln(n)

)β .

Exercice 7 :

Pour tout entier n Ê 2, on note un =
(

ln(n+1)
ln(n)

)n
. Déterminer la nature de la série

∑
nÊ2

un −1
n

.

Indication : on pourra utiliser le résultat sur les séries de Bertrand.

Exercice 8 :
Soit

∑
nÊ0

un une série convergente à termes strictement positifs.

Montrer que les séries
∑
nÊ1

p
un

n
et

∑
nÊ0

e−1/un convergent.

Exercice 9 :

Soit f ∈C 0(R,C) 1–périodique et, pour n ∈N⋆, un =
∫ n+1

n

f (t)
t

dt.

1. Montrer que un = 1
n

∫ 1

0
f (t)dt+O

(
1
n2

)
.

2. Déterminer la nature de la série de terme général un.

Exercice 10 :
Soit (a,b) ∈R2.

Déterminer la nature de la série de terme général un = an

1+bn .

Exercice 11 :

Pour tout n ∈N⋆, on note un =
(
n×sin

(
1
n

))n2

.

1. Montrer que la suite (un) converge et déterminer sa limite ℓ.

2. Déterminer la nature de la série
∑
nÊ1

(un −ℓ).

Exercice 12 :
Soit, pour (n, p) ∈N2 : un = 1(n+p

n
) .

1. Si p = 0 ou p = 1, montrer que la série de terme général un diverge.

On suppose dans la suite que p Ê 2 et on pose Sn =
n∑

k=1
un pour tout n ∈N⋆.

2. Montrer que (n+ p+1)un+1 = (n+1)un pour tout n ∈N⋆.

3. En déduire que Sn = 1
p−1

(
1− (n+1)un

)
pour tout n ∈N⋆.

4. Soit vn = (n+1)un pour tout n ∈N⋆.
Montrer que (vn)nÊ1 est décroissante. En déduire que la série de terme général un converge.

5. Déterminer la somme de la série de terme général un.

Exercice 13 :
Soit (a,b) ∈R2. On note un = p

n+a×
p

n+1+b×
p

n+2.

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que la série
∑

un converge. Dans la suite, on
suppose cette condition vérifiée.

2. Calculer la somme de la série
∑

un.
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SÉRIES NUMÉRIQUES TD

3. Déterminer un équivalent du reste d’indice n de la série
∑

un.

Exercice 14 :

Déterminer un équivalent de la suite des restes

( +∞∑
k=n+1

1
k3

)
.

Exercice 15 :

Montrer que la série
∑
nÊ1

(−1)n+1

n4 converge et, en utilisant Python, donner une valeur approchée de sa somme à 10−3

près.

Exercice 16 :

1. Pour tout n ∈N, montrer que la série
∑

kÊn+1

(−1)k

k
converge. Dans la suite, on note Rn =

+∞∑
k=n+1

(−1)k

k
.

2. Soit n ∈N⋆. Montrer que Rn +Rn−1 =
+∞∑

k=n+1

(−1)k+1

k× (k−1)
.

3. Déterminer un équivalent simple de Rn.

4. Déterminer la nature de
∑

Rn.

Exercice 17 :
Montrer que la série

∑
nÊ1

(−1)n × ln
(
1+ 1

n

)
converge et calculer sa somme.

Exercice 18 :

Soient θ ∈R et (Sn) la suite définie par Sn =
n∑

k=0
sin(k×θ).

1. Montrer que la suite (Sn) est bornée.

2. Soit un entier N Ê 2. Montrer que :
N∑

n=1

sin(n×θ)
n

=
N−1∑
n=1

Sn

n× (n+1)
+ SN

N
.

3. En déduire la nature de la série
∑
nÊ1

sin(n×θ)
n

.

Exercice 19 :

1. Montrer que, pour tout n ∈N,
n∑

k=0

(
n
k

)2

=
(
2n
n

)
.

2. En déduire que

(+∞∑
n=0

1
(n!)2

)2

=
+∞∑
n=0

1
(2n)!

×
(
2n
n

)2

.

Exercice 20 :
Pour tout n ∈N, on note un = 1

n∑
k=1

(
ln(k)

)2
.

Montrer que la série
∑

un converge.

Exercice 21 :

Pour tout n ∈N, on pose an =
∫ 1

0
tn

√
1− t2 dt.

1. Montrer que (an) est décroissante. Calculer a0 et a1.

2. Montrer que ∀n ∈N, an+2 = n+1
n+4

an.

3. En déduire que an ∼ an+1.

4. Montrer que la suite de terme général (n+1)(n+2)(n+3)anan+1 est constante.

5. En déduire un équivalent de an et la nature de la série de terme général an.
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TD SÉRIES NUMÉRIQUES

Exercice 22 :
On s’intéresse à la suite définie par u0 ∈

]
0,
π

2

[
et, pour n ∈N, un+1 = sin(un).

1. Établir la convergence de cette suite et déterminer sa limite.

2. En considérant un+1 −un montrer que
∑

u3
n converge.

3. En considérant ln
(

un+1

un

)
montrer que

∑
u2

n diverge.

Exercice 23 :
Soit u = (un) définie par u0 = 1 et ∀n ∈N, un+1 = 2n+2

2n+5
un.

1. Étudier la convergence de la suite u.

2. On pose vn =
(

n+1
n

)3/2
× un+1

un
. Déterminer a > 0 tel que ln(vn)= a

n2 + o
(

1
n2

)
. La série

∑
ln(vn) converge-t-elle ?

3. Montrer qu’il existe C > 0 tel que un ∼ C
n3/2 .

PSI 2025 – 2026 4 G. BOUTARD



SÉRIES NUMÉRIQUES EXERCICES SUPPLÉMENTAIRES

Séries numériques – Exercices supplémentaires

Exercice 24 :
Pour tout n ∈N, on note un =Arctan(n+1)−Arctan(n).

1. Avec Python, tracer la courbe polygonale reliant les points (k,uk) pour k ∈ �0,50�.
2. Déterminer la monotonie de la suite (un). Justifier que la suite (un) converge et donner sa limite.

3. Déterminer un équivalent de un.

4. Soit (εn)n∈N ∈ {
0,1

}N. Justifier que la série
∑
εn ×un converge.

On note S(ε)=
+∞∑
n=0

εn ×un.

Montrer que, pour tout S(ε) ∈
[
0,
π

2

]
.

5. Soit x ∈
[
0,
π

2

]
. Montrer qu’il existe une suite (εn)n∈N ∈ {0,1}N telle que x = S(ε).

6. Écrire une procédure qui prend (x, N) ∈
[
0,
π

2

]
×N comme argument et qui renvoie le (N +1)-uplet (εk)k∈�0,N�.

G. BOUTARD 5 Lycée GAY-LUSSAC


