FEUI

Couples de variables discrétes

O |-

il

Loi marginale, loi conjointe et corrélation

EXERCICE 1:

EXERCICE 2:

[Indications| [Correction] - Cours — Calculer — Mobiliser — Soit
(X,Y) un couple de v.a.d. dont la loi est donnée par
. . 1\ N,
Px=onw=i)=(3) ey
Déterminer la loi de X. Déterminer E[X] et V(X).
Montrer que X et Y suivent la méme loi. En déduire E[Y] et V(Y).
Est-ce que X et Y sont indépendantes ?
Calculer V(4X — 5Y).
Soit ¢ € N — {0;1}. Calculer P(min(X,Y) < ¢).

AN ol ol

[Indications| |Correction| - Cours — Calculer — Soient a et b deux
nombres entiers tels que 0 < a < b et A > 0. On considére un vecteur aléatoire
(X,Y) dont la loi de probabilité est définie par :

2\

A2 (N i(h—a)V—F  sii< i
Vi,jeN P(X=iY=35)={° j!(f)“( @) SUSY
0 sii>j
1. Déterminer la loi marginale de Y. Donner E(Y), Var(Y).
2. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant que Y = j.
3. Déterminer la loi marginale de X.
EXERCICE 3: [Indications] [Correction] Cours — Calculer — Soient X et Y

EXERCICE 4:

EXERCICE 5:

deux v.a.d. indépendantes suivant une loi géométrique de paramétre p. On note
V =inf(X,Y) et W =X — Y. Déterminer la loi du couple (V, W).

[Indications| [Correction| -~ Modéliser — Calculer —
On jette n fois un dé a 6 faces. On note X le nombre de 1 et Y le nombre de 2.
Déterminer le coefficient de corrélation entre X et Y.

[Indications| [Correction| - Cours — Chercher —

Soient X1, X5, X5 des variables aléatoires mutuellement indépendantes de loi de
Poisson respectivement P (A1), P(A2), P(As3).

1. Déterminer P(X; + Xo + X35 < 1)

2. Déterminer la covariance de U = X; + X5, V = X1 + X3.

3. Les variables U et V sont-elles indépendantes ?

EXERCICE 6: |Indications| |Correction| - Cours — Calculer — Soit (X,Y) un
couple de variables aléatoires réelles suivant une loi uniforme sur l’ensemble
S = {(17 O)a (_17 O)a (07 1)7 (Oa _1)}7 au sens ou

V(i,j) € S

-

Calculer la loi de X et de Y ainsi que leurs espérances.

2. Calculer la covariance des variables X et Y. Celles-ci sont-elles indépen-
dantes ?

3. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

Conditions

EXERCICE 7: [Indications| [Correction|] - Cours — Chercher — Soient X et Y
deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans {—1,0,1}. On suppose que

1
p(X=-1)=p, pX=1)=p ou p1,p2 € {0; 2]

['(Y) = U({—1,07 1})

Déterminer la loide S =X +Y.
2. On définie la variable aléatoire Z par :

7 01 siX+Y =0
N 0> sinon

=

ou 01,05 sont des réels distincts fixés.

a) Montrer que la loi de Z est indépendante de p; et po.

b) Déterminer les valeurs de 6 et 65 de sorte que E[Z] =3 et V(Z) =2
EXERCICE 8: — Mobiliser — Calculer — Soit (X,Y) un
couple de v.a.d. indépendantes telles que

Indications Correction
|

X~PR) Y~ P

Donner la loi conditionnelle de X sachant que X +Y = n.
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EXERCICE 9: [Indications| [Correction] - Calculer — Soient p € [0;1], X une
v.a.d. suivant une loi géométrique de paramétre p et Y une v.a.d. telle que la loi
de Y sachant (X = k) soit une loi B(k,p) pour tout k € N*.
Déterminer la loi de Y. On admettra a cet effet que pour tout x €] — 1,1, on a

+oo |
ken n!
];Lk:(k—l)...(k—n+1)x = T
EXERCICE 10: |[Indications| [Correction| - Modéliser — Calculer —

Depuis sa premiére plantation de haricots, lorsque Jack fait pousser de nouveaux

plants, certains haricots sont magiques, d’autres non. La probabilité pour qu’un

haricot soit maique est p =0, 1.

Jack cueille sept haricots au hasard. On note X le nombre de haricots magiques.

1. Etablir la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

Jack place ces sept haricots dans un chapeau, puis en prend deux au hasard. On

note Y le nombre de haricots magiques parmi les deux choisis.

2. Etablir une formule donnant P(Y(x=z) = k) pour toutes les valeurs x de X
ainsi que pour tout k € Supp(Y,(x—s)) valable pour tout k € {0,1,2}.

3. En déduire la loi de probabilité de la variable aléatoire Y. Qu’en pensez-vous ?

EXERCICE 11: [Indications| [Correction] Modeéliser — Calculer — Dans le trou-
peau de vaches limousines de Robert, le nombre de naissances par an suit une loi
de Poisson de parameétre A = 12. Sachant que la probabilité pour un veau d’étre
une future génisse est p = 0,52, on note Y le nombre de naissances et X le nombre
de futures génisses parmi ces naissances.

1. Déterminer la loi de X.
2. Déterminer la loi de Y — X.
3. Montrer que les variables X et Y — X sont indépendantes.

EXERCICE 12: |[Indications| [Correction| - Modéliser — Mobiliser — Le compor-
tement au volant des personnages officiels n’est pas toujours un bon exemple :
quand un gendarme reléve un excés de vitesse, il peut tomber sur un député avec
la probabilité p ou méme sur un ministre avec la probabilité ¢. (On rappelle qu'un
ministre ne peut étre en méme temps député.)

On considére n excés de vitesses verbalisés, en notant X le nombre de députés et
Y le nombre de ministres en infraction.
1. Déterminer la loi de la variable X.
On note Zj le nombre de ministres en infraction sachant que k députés ont
été pris en infraction.
2. Déterminer la loi de la variable Z;.
3. Montrer que la loi de probabilité du couple (X,Y) est définie par

. . n! i g n—i—j
pX =i,Y =j)= ' (1—p—q)" "7

_ . Lo
iljl(n—i— j)! V(i,j) € [0,n], i+j<n

4. On note Ty la proportion de ministres parmi les dignitaires pris en

flagrant délit d’excés de vitesse "sachant qu’il y a k dignitaires en cause
(X+Y =k, ke N)".

a) Déterminer la loi de probabilité de Ty

b) Calculer E[T}]

Sommes et manipulations de v.a.d.

EXERCICE 13: [Indications| |Correction| — Cours — Calculer — A un péage au-
toroutier, n voitures franchissent au hasard et indépendamment 'une des trois
barriéres de péage numérotées 1,2,3 mises a leur disposition. On note X; la va-
riable aléatoire dénombrant les voitures ayant franchi la barriére i.

1. Déterminer la loi de X;.

2 Calculer les variances de X1, X5 et de X1 + Xo
3. En déduire la covariance de X7 et Xs.

4. Les variables X1, X5 sont-elles indépendantes ?

EXERCICE 14: [Indications| [Correction| - Chercher — ¥*
Soient p,q €]0;1[, et X,Y deux v.a. indépendantes telles que X ~» B(p) et
Y ~ B(q).
1. On pose Z = XY. Calculer E[Z].
2. Onpose W=X+Y.
a) Déterminer la loi de W.
b) Déterminer E[W].
c) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que W suive une loi
binomiale. Dans ce cas, donner les paramétres de la loi. *

EXERCICE 15: [Indications| [Correction] Modéliser — Calculer — Le poin-
conneur des lilas perfore en moyenne un ticket de premiére classe pour neuf de
deuxiéme classe.

Le nombre de faux tickets qu’il reconnait dans une journée suit une loi de Poisson
de moyenne 3. Il les glisse dans sa poche en refusant le passage au fraudeur.

En quittant son service, il vide sa poche. Quatre confettis qu’y sont glissés par
hasard.

Calculer la probabilité pour que le nombre de confettis de deuxiéme classe qu’il y
trouve soit strictement supérieur au nombre de faux tickets.

(On rappelle que lorsque les tickets étaient poingonnés, la pince produisait des
confetti.)

EXERCICE 16: [Indications| [Correction] Cours — B. brise en moyenne trois
verres et une assiette par mois. Soit X le nombre de verres et Y le nombre d’as-
siettes victimes de sa maladresse en un mois.

1. En se basant sur le fait que les bris sont indépendants les uns des autres,
établir les lois de probabilité des variables X et Y.
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2. On note T le nombre total de verres et d’assiettes cassées. Quelle est la loi de
probabilité de T' 7
3. Calculer la probabilité d’avoir en un mois ni bol ni assiette cassée.

EXERCICE 17: [Indications| [Correction] - Calculer — On jette un dé équlibré
a 6 faces et on note X le nombre obtenu. Ensuite, on jette X fois une piéce de
monnaie équilibrée et on note Y le nombre de "piles" obtenus.

1. Rappeler E(X) et calculer E(X?), V(X).

2.  Calculer la loi conjointe du vecteur (X,Y)

3. Calculer E(Y) et V(Y)

4. Déterminer le coefficient de corrélation entre X et Y.

EXERCICE 18: [Indications| |[Correction] - Calculer — Soient X,Y deux v.a.d.
indépendantes de loi géométrique de paramétres respectifs py, ps. Soit Z = X —Y.
Donner 'espérance et la loi de Z.

Indications

Exercice 2 [Correction]
1. Reconnaitre une loi de cours
2. Reconnaitre une loi de cours

Exercice 3 [Correction]
Séparer les cas d’étude de valeurs de W positives et négatives.

Exercice 4  [Correction]
On pourra par exemple passer par X + Y.

Exercice 8  [Correction]
S’intéresser tout d’abord a la loi de X + Y.

Exercice 14 [Correction]
2. a) c’est une somme de binomiales mais attention, elles ne sont pas indé-
pendantes !

Exercice 15 [Correction]

Aprés avoir modélisé la situation avec X,Y, décomposer en éléments de type
P X =zY =y).
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Exercice 1

1.

2.

3.

(934

1
ng<;>.D’of1E[X]:2et V(X)= 25 =2

La loi du couple est symétrique. E[Y] = E[X] = 2. De méme pour la variance.

POX =inY = j) = (1)M - (;) ;) ~ P(X = )P(Y = j)

. Vi,j €

*

Les variables sont indépendantes.
Les variables sont indépendantes, ainsi

V(4X —5Y) = 42V(X) + (=5)2V(Y) = (16 + 25)V(X) = 82.

Pmin(X,Y) <¢)=1-Pmin(X,Y) > c)=1-P(X 2 )N = 0) =
1—-P(X >c)
1

c—1
Or,P(X>2c)=..= <2> , d’onl

P(min(X,Y) <¢)=1— (;)2(0--1)

COUPLES DE VARIABLES DISCRETES

Exercice 2
1.

Solutions

Dans tous les cas, on note que X <Y.
e loideY :
Soit y € N. On a

+oo
PY =y) = PY =y, X =k)
k=0
= Y P(Y =y X=k)
k?O
_ Zefw\ /\' <y> ak(b _ a)yfk
k=0 g k
A (Y -
= e b’\az (k>ak(b—a)y k
k=0
by
NN
= i
D’ou Y — P(b))

e Espérance et variance de Y : On sait que ‘ EY)=V(Y)=>5b\ ‘
Soit z € N. On a

Py—j(X =) =

Siz >y, on obtient Py—;(X =2) =0.
Siz<y,ona

N .
- (N (. 4\
PX=zy=j) ¢ )b

PV =)

(i)ax(b —a)l

& G) (-5)

Conclusion : X sachant Y = j suit une loi
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3.

Soit z € N. On a

D’ou

+oo
Y P(X =kY =)
=0

+oo j . )
g e_b)‘)\f (‘7) a®(b—a)™"
X

]
p +]'
N ! ,
—b\ x -z
AN AR ST
‘ ag;ﬂw@—@ﬁ 2
a® I 1
b j__ - _ j—x
e m!jz:;/\ (j—x)!(b a)
+00 ;i
BTSN NS N j
e g)\ ; 7'(b — Q)J
eA(b—a)
oA \z A(b—a) _ (aA)l’eﬂM
x! x!
X — P(a))

Exercice 3

e On a Supp(V,W) =N* x Z.

Soient (i,7) € N* x Z. On a

* Sij>0,0na

P(V =i,W =)

* Sij<0,o0na

PV =i,W=yj)

*  Conclusion :

= P(V=iX-Y= j )
<~
>0 (donc X >Y)
= PY=i,X-Y =)
- P(Y =i, X=i+j)
= PY =iP(X=i+j) (car XetY ind)
= pg' " 'pg It
— p2q2z+]—2
= P(V=iX-Y= j )
<~
<0 (donc X <Y)
= PX=iX-Y=j)
= PX=4Y=i—})
= PX=9)PY =i—j) (car X et Y ind.)
= pqi’llpqi i=1 (cari—j>1i>0.)
— p2q21—]—2

P(V =i,W = j) = p*¢**II=2
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Exercice 4
Il est clair que X, Y ~» B(n,p) ou p =1/6.

° Méthode 1 : par calcul direct
* Remarque : On peut calculer la loi conjointe de (X,Y) de maniére directe. On
obtient
0 siit+j>n
P(X =i,Y =j)=q (1" 4n=i~i nl ,
= = ——— sinon
<6> 6 iljl(n —i—j)!

* Covariance de X et Y :

E(XY) = Y > ijP(X =iY =)
=0 j=0
= D D iP(X = i)Px=i(Y = j)
i=0 j=0
= Y iP(X =i)Y jPx—i(Y =)
i=0 =0
E(Y/X=i)
Or,Y/X =i~ B(1/5,n —1), c’est-a-dire 1/5(n — i).
Ainsi,
E(XY) = Y iP(X =i)z(n—1)
=0
1 n
= > iP(X =i)(n — i)
=0
1 n ' n
= £ nZzP(X =1) —ZZQP(X =1)
1=0 =0
E(X) B(X?)

(n*p — (V(X) + E(X)?))

G| U]

(n’p — (npg + n*p?))

n(n—1)
- 36
On en déduit
Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)B(Y) =...= _%

* Coefficient de corrélation de X et Y :

__—n/36 _ -n/36 1
") = TR T g 5

° Méthode 2 : en utilisant la loi de X +Y :

X et Y ne sont pas deux varaibles indépendantes, mais on peut quand méme
connaitre facilement la loi de X + Y. En effet X + Y est le nombre de "1 ou 2"
(succes de probabilité %) dans une succession de n épreuves de Bernoulli indépen-
dantes. On a donc

1

Or, d’aprés la formule de cours :

V(X +Y)=V(X)+V(Y)+2Co0(X,Y)

D’ou
1 1 1 2 1 5 n
XY)= - X+Y)-V(X)-V(Y)) == o o o ) =
Cov(X,Y) =5 (V(X +Y) = V(X) = V(Y)) 2<n 2 n66> 50
et donc /36 136 X
-n -n
X.Y)= = _
") = SR ~ g B
Exercice 5

1. D’aprés le cours, comme X7, Xo, X3 sont indépendantes, on sait que
X1+ Xo+ X5 = P(A1+ A2+ A3)
d’ou
PX14+Xo+X3<1) = PXi+Xo0+X3=0+PX1+Xo+X35=1)
P(X1+Xo+ X3 <1) = [N (14 A+ Ay + Ag)

2. U et V admettent un moment d’ordre 2. Alors UV est intégrable et
E(UV) = E(X?+ X1 X354 Xo X1 + X2 X3) = E(X?) + B(X1X3) + E(X2X1) + E(X2X3)
Par indépendance, on a
E(UV) = E(X?) + E(X1)E(X3) + E(X2)E(X1) + E(X2)E(X3)
De méme, on a
E(U)E(V) = E(X1)? + E(X1)E(X3) + E(X2) E(X)) + E(X2)E(X3)
D’ou

Cou(U,V) = B(UV) - E(U)E(V) = E(X}) - B(X1)* = V(X1) =\
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3. Non, sinon on aurait Cov(U, V) = 0.

Exercice 6
1. Aprés calcul, on obtient X,Y de méme loi avec

Supp(X) = Supp(Y) = {-1,0,1}

avec

2. Les variables étant finies, on sait que la covariance existe et que
Cov(X,Y) =E[XY] - E[X]|E[Y]
Par formule de cours, on sait que
E[XY]=1x0P(X =1,Y =0)+—1x0P(X = —-1,Y = 0)+0x1P(X =0,Y = 1)+0x(—1)H
D’out De plus,
EX]=E[Y]=-P(X=-1)4+1P(X=1)=0

Cov(X,Y)=0

3. Non, les variables ne sont pas indépendantes. ‘ en effet, par exemple

P(X=0,Y =0)=0+# P(X =0)P(Y =0)

Exercice 7
1.
k -2 -1 10 1 2
PE=R| 5 [TF I[P [%
2. a) Loide Z:
k 01 | 02
— 2
P(Z=Fk) | B 3
b) Le calcul donne
01 + 20 62 + 203
Bl7)= 2222 gzt = 122

et les données de I'énoncé E[Z] = 3 et E[Z?] = 11 donnent

[(61,05) € {(5,2): (1,4)} |

Exercice 8

A
X xiyon~ B (n,—2—
[X4Y=n "2 (n A+u>

Exercice 9
e D’aprés 1’énoncé, Supp(Y) = N.

e Soit n € N.
Comme Supp(X) = N*, on a

P(Y =n) = :z::jP(Y:n,X:k)
= Jrfjo P(X =k) Px=(Y =n)
1 ———

(X:O,Y:—l):() =0 si n>k

*Sin=0,ona

+oo
P(Y =0) = > P(X=k)Px_i(Y =0)
k=1
e k—1 k\,.0 k—0
= > ¢ p()r’q
k=
+Oé k—1, .k py 2k—1
= " 'pg" =p > ¢
k=1 k=1
pry 2k—2
= pgy_q
k=1
1
= pq
1— g2
_oa !
14¢
*Sin#0,ona
+oo
P(Y=n) = Y P(X=k)Px_r(Y =n)
k=n
e k—1 K\, n, k—n
= kZ " p()p"q
pﬁh toe 2k—n—1
= — kg:k(k—l) . (k—=n+1)q
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Or, on rappelle que

n!

+oo
k—m __
kzz;lk(k—l)...(k—n#—l)x R
D’oi, pour = = ¢%, on a
+oo n|
k(k—1)...(k—n+1)¢* "= ——
]; ( )+ ( ) (1— g2)nt1
Ainsi, P o
P(Y =n) = — Sk(k—1)...(k—n+1)g*n-t
iDT#1 lfog 2k—2 1
= ka(k—l)...(k—n—Fl)q —engn
_ p7z+1qn11 7’L'
n! (1 —g?)ntt
_ pn+1qn—l
prt (14 gt
_ 9
(1 + q)n—H
% sin=0
e Conclusion : | P(X =n) = qu—l
W sineN

Exercice 10

1. X~ B(7,p).

Tout d’abord, notons que
e  Supp(X)=1{0,1,...,7}.

o Supp(Y/(x=z)) = {0,...,min(2,z)}. Soit k € {0,1,2}.
On note qu’il y a équiprobabilité sur les choix des combinaisons possibles.

Ainsi, pour tout k € Supp(Y,(x—z), on a

nombre de cas favorables

P(Y)(x=2)=k) =

nombre total de combinaisons

Or, on prend 2 éléments parmi 7. Il y a donc (;) possibilités au total.
Les cas favorables sont ceux ou on choisit k& haricots magiques parmi les z de
départ et 2 — k non magiques parmi les 7 — z autres. Ainsi

77
() (2=%)

7

(2)
On remarque également que la formule reste vraie si £ < 2 mais k& > =z

car dans ce cas, (i) = 0. On peut donc procéder comme si on avait
Supp(Y/(X:z)) = {07 .. ~72}
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3.

Etant donné les lois conditionnelles précédentes, comme {(X = z)}u=0,...7
est un systéme complet d’événements, on a
7
P(Y=k)=) PY =kX=x)
d’ou v=0
7
PY=k = > PY=kX=n1)
=0
x7 ™, T—z (k)(;—i>
= ZOP(X =2)Px=(Y = k) = ZO (a;)P (1-p) G
7 o
= > w(OOEHra-—p
»=0 (2)
Or,pourque( )7&08517—36 —k,ie. z <5 Dou
o 6 215! Tlx! (7—x)! T
= X g ok =k e ez (1= p)
215! 5 1
= (1 — T—x
HE R 5 @ B R P
_ 2150 o ith(1 = p)Tick
i—ek B2 — k)] 2 l(5 — ')'p P
_ 2! k )2k —i

=1
D’ou

Y ~ B(2,p)

Les tirages se faisant deux fois de suite au hasard, on peut oublier le premier
tirage et considérer directement que Y suit une loi binomiale.

Exercice 11

1.

2.

A priori, Supp(X)

On connait la loi de X sachant Y = y pour y fixé, c’est

X/(v=y) ~ B(y,p)

= N. Soit donc z € N.

“+o00 o0
P(X=2) = S P(X=5Y=y=5 P(X=zY=y)
-0 y=1x
Z—J&-oo +o0 )\ i o
= L PV =yProy(X=2)= 3 e M @
+oo \¥ yl
— e—)\ T -~ 1—p)v—=
Ap y=s Y! m!(y—fﬂ)!( P) . . .
e~ too \Y e~ too \ktT (] _
= — 7'(1 —p)¥ T = — S (k' p)
T y=z (y l‘) . T k=0 :
e i e (/\(1 — p))
= VT
— A(—14+1-p) T
€ (p)\):x Ap(1—p) ' (p)\):t _ e)\p (p;\')
D’out
X~ P(Ap)

systéme complet li¢ 4 Y :

D’ou

P(Y - X =k)

On sait que Y — X est une variable positive et entiére. On utilise encore le

+o00

y=0
+oo
= L PX=y-kY=y)
y=k
—+oo
= Zk PY =y)Py—y(X =y—k)
y=
+o0 )\
= > e 7'( )py ’“(1— )y*(yfk)
y=k v
+oo \Y yl
= AL L — Ly [
2 g R
_ e—A(l —p)kF > W pyk
_ (1 _p)k -g):o N+E
k! =0 J!
_ o ad=p) ., A(1—p)
= e X Ae p
Y — X ~P(\1-p))|
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3. Soient z,k € N.

PX=zY-X=k) = PX=z,Y=k+2x)
= P(Y:k-l-x)Py:ker(X:x)

. )\k}JrZL’ B
Ak ® k+x)!
- ( ) ' r(l p)k+x—z

(k+2)! 2l(k+ 2z —x)!
_ —AYk+x _— @ _ k
= e 21k!” (1=p)

epr ek(l—p)w
!
e,\ﬁ (1— p)k/\x%

x! k!
PX=zY-X=k)

P(X =2)P(Y = X = k)

Exercice 12
1. Clairement, on a X ~» B(n,p)
2. Les controles se faisant au hasard, on peut considérer que la proportion res-
tante de ministres est de ﬁ. Ainsi, Z;, suivrait une loi binomiale

Z;y—>l3(n—i,ﬁ>

3. e8ii+4j >n,'événement est impossible.

e Sii+ j < n,l'événement (X =i)N (Y = j) signifie que sur les n contreve-
nants indépendants, il faut choisir

* les ¢ députés ((’Z) choix possibles) avec probabilité p,

%  puis les j ministres ((nﬁl) choix possibles restants) avec probabilité ¢,

*  tous les autres étant automatiquement ni I'un ni 'autre (avec probabilité
l-p—gq.)

D’ou

=iy == () (" e p—ars
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a) e Etant donné que X +Y =k, on a Supp(Ty) = {;| i= O,...,k}.

i P(T,=+NX+Y =k)
P (T =) =
_ PY=inX=k=i)
P(X +Y =k)

Or, X +Y ~ B(n,p+ q), d’ou aprés simplification,

i k piqk—i
PTy = ~) = 24
i =7) (i>(p4-®k

b) Dans la question précédente, on a vu que

KTy ~ Bk, —2—)

pPtyq
d’on E[kTy]) = k P ce qui donne finalement
p+q
p
E[T,] = 2
=

Exercice 13

1.

X1 compte le nombre de succés “franchir la barriére 1” de probabilité % dans
une série de n espérience identiques et indépendantes “la voiture n choisit une
des trois barriéres.” Ainsi,

1
Xl — B(nv g)

X5 suit le méme principe que Xp. Ainsi,

X2 — B(n, %)

X1 + X5 compte de la méme maniére le nombre de de succés “franchir la
barriére 1 ou 2”7 de probabilité % dans une série de n espérience identiques et
indépendantes “la voiture n choisit une des trois barriéres.” Ainsi,

2
X1 +X2 — B(n, g)

— Feuille 9: Couples de variables discrétes —



3.

4.

D’apreés le cours, on sait que, comme les trois variables sont finies, leur cova-
riance existe et

Non

Exercice 14
Les variables X et Y

1.
2.

a)

COU(Xl,XQ) =

LV + 14 X0) — V(X)) - V(X))

CO’U(Xl,XQ) = —g

sont indépendantes. Ainsi, E[XY] = E[X]|E[Y] = pq.

o Supp(X +Y) ={0;1;2}.
Y\X 01 Y\ X 0 1
e X+Y :| 0 0]1] loiducouple: 0 (I-p)(1=¢q) | p(1-9q)
1 J1]2 1 (1-p)g Pq
La loi de W est donc :
k 0 1 2
pW=k) |(1=p)(A—q) | p+q—2pq | pq

EW]=EX]+E[Y]=p+q.
e Supposons que W suive une loi binomiale. On note ¢ la probabilité de

succés. On a donc

W~ B(2,6)

D’aprés la question précédente, comme

on a

On a donc

Ce qui donne

et donc

20 =E[W]=p+gq

(p;rq)z =PW =1)=pq

(p—q)?=0

e Supposons que p = ¢q. On sait alors que | W ~» B(2, 2p).

11

— Feuille 9:
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Exercice 15
Soit X le nombre de faux tickets de la journée.

X ~ P(3)
Soit Y le nombre de confettis de deuxiéme classe sur les 4 confettis trouvés.

9
Y ~ B(4, —
B4, )

X et Y sont indépendantes.

On cherche P(X <Y) :
Comme Supp(Y) = {0,1,2,3,4}. On note p = -%.

4 4 y—1
P(X<Y) = L P(X<ynY =y =3 % P(X=a,Y =y)
y=1 . y=1 ng
4 y— _
= XY PX =P =y = ¥ P =y) i PX =1)
y=1la= y=
4 y—1 3
_ _ -3
- U;P(Y = y);e =
r=
1-—-3Y
e—3 —
1-3
e—3 4
= - Y. PY =y)(3¥-1)
y=0
e 3| 4 1
= - S 3VP(Y =y)— > P(Y =y)
y=1 y=1
1-P(Y=0)
3 [ 4
y=1
e3[4
— o n Py =y -1
2 \ 5
e 3 4 4 e 3
allire Z <y> (Bp)Yl—p)*v-1|= - (2p+1)*—1) ~0.56
y=0
(3p+1-p)*
D’ou
_ 9 3
P(X<Y)= 1—06
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Exercice 16
1. X~ P(3) Y ~ P(1)
2. OnaT=X+Y, avec X et Y indépendantes. Ainsi, on a que

X +Y ~ P(1+3) = P(4)

Exercice 17
1. On pose n = 6.
1
o B(X) ="
1 1)(2 1 1
e B(X?)= Ly o (n+1)2n+1) 7x13
3 1 35 6
n2 —
X) = _ 7
V)=

2. e Support de X : {1,...,6}.
e Support de Y : {0,...,6}.
o Valeur de P(X =k, Y =3j):
. On note que Y < X par construction. Ainsi, si (k,1) &€ {1,...,6} x{0,...,6}
ouk < j,ona
PX=kY=4j)=0

. On suppose (k,1) € {1,...,6} x {0,...,6} et k > j.
On a
P(X = kY = j) = Px_i(Y = j)P(X = k)

Or, X admet une loi uniforme sur {1,...,6} et la loi de Y sachant (X = k)
est B(p, k), avec p = 1. d’out

o 1/k
P(X =k Y =j) = 6(j>p’“

. Conclusion :

0 si (k1) &{1,...,6} x{0,...,6} ouk <j
P(X =kY =j)= l(k)pk sinon
(Y
— Feuille 9: Couples de variables discrétes —



3. On connait la loi de X et la loi de Y sachant X. II suffit donc de connaitre

I'espérance et la variance de ces deux lois pour répondre a la question.

e Espérance :

6
> P =
j=0

E(Y) =

6 6
= ZjZPX:k(Y =

j=0 k=1

= 2D iPxalY =
6
k)Y iPx=k(Y =
j=0

k=1j=0
6

- ZP(X:
k=1

P(X

J)PX

= k)

= k)

espérance de B(p, k)

ip

k=1

espérance de X

e Variance :

6
> FPP(Y =
j=0

B(Y?) =

6 6
= Y i) Pxa(Y =
Jzo 6k:1
= > PPxak(Y
6
k)Y i Px=n(Y =
j=0

k=1j=0
6

= ZP(X:
k=1

k)k = 7/4

P(X

= J)P(X =

= k)

)

7)

E((Y/(x=k))?)

(formule des proba totales)

(formule des proba totales)

13

Or, Y)(x—) suit une loi B(k, p), ainsi,
E((Y)(x=k))*) = V(Y)(x=k)) + E(Y)(x=1))? = kpq + (kp)* = kp(1
d’ou
6
E(Y?) = Y P(X =k)p(kq+k’p)
k=1
6
= pq Z kP(X +p* Y K*P(X = k)
k=1 k=1
E(X) E(X?)
(7, Tx13) w4
T4\2 6 3
Ainsi,
14
V(Y)=—
)=~
4. e E(XY):
6 6
E(XY) = > > kjP(X =kY =)
k=1j=0
6 6
= kP(X = k)Y jPx—k(Y =
k=1 3=0
espérance de B(p, k)
6
= Y kP(X = k)pk
k=1
6
= pY KP(X=k)
k=1
E(X?
C17x13 91
2 6 12
e Cov(X,Y) :
91 7 7 35
o r(X,Y):
35
Cov(X,Y) 2
r(X,Y) = = ~ 0,3959
( ) o(X)o(Y) 35\/ﬁ
12V 3
— Feuille 9:
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Exercice 18

Supp(Z) = Z
Soit k € N. Comme Supp(Y) = N*, on peut écrire, par systéme complet
P(Z=k = P(X-Y=k)
“+ o0
= Y P(X-Y=knY =y)
y=1
+o0o
= Y P(X—y=knY =y)
y=1
+oo
= Z P(X =k+y)P(Y =y) car X et Y indépendantes
y=1
Or

0 sik+y<1

P(X =k+y) =
( v) {(1 —p)*lpy sik+y>1

l1.e.
0 siy<1—k
PX=k+y = {(1 )l sy > 1—k
et
P(Y =y)=(1-p2)" 'p2
d’ou

—+oo

P(Z=k)= >

y=max(1,1—k)
Ainsi, si k> 0: alors 1 — k <1 et donc

(1 —p)*™¥ " p (1 — p2)? " 'po

+oo
P(Z=k) = Z(l —p)" YT (1= p2)Y o
y=1
+oo )
= (I—p)fpip2 Y (1= p1)(1 = p2))*~
y=1
1
= (1=mp)F
( pl) p1p21_(1_p1)<1_p2)
P1p2
= (1—p)— 22
(=) P11+ P2 — P1p2

14

si k<0, alors 1 —k>1etdonc

P(Z =k)

+oo
= D> (=p) (1= p2) e
y=1-k
+oo
= (1=p)fpip2 Y (1 =p)(1 = p2)" ™"
y=1—k
+0o0 )
= (1=p)*pip2 > (1 =p)(1 —p2))’ ™"
3=0
1 Ef :
= ——h (1 =p1)(1 = p2))’
(1_mwppzd) P P2
_ 1
= (1-p2) kplpzm

Remarque : pour k£ < 0, on aurait pu dire également que

P(Z=k) =P - X =—k)

avec maintenant k positif. Par symétrie du probléme en X et Y en échangeant p;
et pa, la formule est donc la méme que pour P(X — Y = |k|), mais en échangeant

p1 et pa...
En conclusion :

_ k pip. :

k)= {(1 pl)lkirﬁp;fplpz sik >0
P1ip. 3

(1 _p2) P1+P;*2P1p2 sik <0

De plus, par linéarité de ’espérance, comme les espérances de Y et X sont connues :

— Feuille 9: Couples de variables discrétes —



