ESPACES VECTORIELS NORMES TD

‘ Espaces vectoriels normés — TDg ’

Normes

Exercice 1:

Pour tout (x,y) € R2, on pose N(x,y) = max(|x|,|yl,|x — y|). Montrer que N est une norme sur R? et tracer sa boule
unité fermée.

Exercice 2 :
n

Pour tout P= ) a; Xke R, [X], on pose :

k=0
n n
1Pli=Y lagl,  I1Plz=1/Y laxl? et IPlloo= max lal.
£=0 k=0 0<ks<n

Vérifier que ce sont des normes sur R,[X].

Exercice 3 :
Soit n € IN*. Pour tout A € .4, (C), on pose :

N(A) = max ( |ai,j|).
Jj=1

1<is<n

Pour tout X € .4, 1(C), on pose :

X lloo = max |x;|.
1<isn

Montrer que N est une norme sur .4, (C).

Montrer que, pour tout (A,B) € #,(C) x 4,(C), N(AB) < N(A)N(B).
Montrer que | - |l est une norme sur .4, 1(C).

Vérifier que, pour tout X € .4, 1(C), I|A x X|loo < N(A) x | X || 0.

En déduire que, pour tout A € Sp(A), I < N(A).

Montrer que N(A)= sup [AxX]|.
X lloo=1

A

Exercice 4 :
Soit E = <€1([0, 11,R). On pose :
1
VfEE, Ni(f)=IfO)+ fo FOld et NaH= sup £
x€[0,1

1. Montrer que N1 et N9 sont des normes sur E.
2. Montrer que, pour tout f € E, No(f) < N1(f).

1
3. Pour tous n € N* et x € [0, 1], on note f,(x) = = sin( x n x x).
n
Exprimer Ni(f,) et Na(f,,) en fonction de n.

4. Les normes N7 et Ng sont-elles équivalentes?

Exercice 5 :
Soit p € N* et (g1,...,8p) € €([0,1],R)". On considere I'application :

N: RP - R

1

(x1,...,xp) — f
P

T 0

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur la famille (g1,...,gp) pour que N soit une norme sur R”.

de.

P
Y X x gr(t)
k=1
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—— Réponse

On vérifie sans peine que N est positive, homogene et vérifie I'inégalité triangulaire.
Soit (x1,...,x,) € RP tel que N(xq,...,x5)=0

p
Lapplication ¢ — Z xp, x g1 (t)| est positive continue et d’intégrale nulle.
k=1
p
=0.

Donc, pour tout ¢ € [0, 1], xp % gp(t)

k=1

p
Donc, 'application ) xj, x g5, est nulle.
k=1
ﬁfOn reconnait une combinaison linéaire nulle des fonction g1,...,8p.
Supposons que la famille (g1,...,8p) est libre.
On en déduit que x1 =---=x, =0.
Dong, (x1,...,x,) =(0,...,0).

Si la famille (g1,...,8p) est libre, alors N est une norme.

Réciproquement, on suppose que N est une norme.

p
Soit (x1,...,x,) € R? tel que Z xp xgp=0.
k=1

1
On en déduit que N(x1,...,x,) :f 0dt=0.

0
Donc, par le caractere défini, (x1,...,%,) =(0,...,0).
Ainsi, la famille (g1,...,8p) est libre.

Si N est une norme, alors la famille (g1,...,8,) est libre.

PSI 2025 — 2026 2

G. BOUTARD



ESPACES VECTORIELS NORMES TD

Suites d’éléments d’'un espace vectoriel

Exercice 6 :

Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. On considére (), une suite d’éléments de E.

1. On suppose que (2,)nelN et (2n+1)nelv convergent. Peut-on conclure que la suite (u,,),cNy converge ?

2. On suppose que (©2,)zelN, (U2r+1)nelN €t (U3n)neN convergent. Peut-on conclure que la suite (1), converge ?

Réponse

1. Non. Contre-exemple : u, =(-1)".
2.

Exercice 7 :

On considere les suites (1), et (Vp),ew définies par : (ug,vg) € R? et, pour tout n € IN,

1
Un+l éxun—Exv,ﬁrl
1 1 1
Un+1 gxun+ngn+§

Pour tout n € IN, on pose X, = (u”)

n
1. Déterminer deux matrices A € ./#>(RR) et B € 4> 1(R) telles que, pour tout n € N, X,, ;1 =A x X, + B.
2. Montrer que 'équation Y = A xY + B, d'inconnue Y € /3 1(IR), admet une unique solution L qu'on déterminera.

3. Montrer qu’il existe & €]0, 1[ tel que, pour tout X € 43 1(R), |A x X|loo <k % | X |lco- (Il - lloo désigne la norme oo de
Mo 1(R).)

4. En déduire que, pour tout n € IN, | X,, — L|loo < k" x | X¢ — Ll co-

5. En déduire que la suite (X},) converge et déterminer sa limite.

— Réponse

1(1 -3 1/(2
1. OntrouveA—E.(2 1)etB—§(1).

Remarque : on reconnait une suite arithmético-géométrique matricielle.

2. OnnoteY = (;) Ona:

1 1 ‘1 21
X = —XxX—=XxYy x = =
Y=AxY+B <— 6 2 = ... = 81
1 +1 +1 27
= —x — x — = —
Y 37T YTy Y 31
X
3. OnnoteXz(y).Ona:
1 1
—XX— =Xy
AX=|§ 2
— +_
3 *Tg Y
Or,
1 1 1 1 1 2
‘gxx_ixy ng|x|+§><|y|< g+§)||X||oo$§||X||oo,
et 1 1 1 1 1 1 1 2
'gxx+gxy <§X|x|+gxly|<(§+é ||X||oo<§||X||oo<§||X||oo-
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D’ou,
2
[AX oo < 3 X oo

4. Par récurrence sur n.
Initialisation. n =0. On a ko, done, | X, —Llloo < k" x || X0 — Llloo-
Hérédité. Soit n € IN. On suppose que || X, —L|loo < k" x | Xo—L|.
Par Q2, et Q3,
Xn+1—Lllco =II1AX, +B—(AL +B)lloo = IA(X, = L)oo < kIl Xy, = Ll oo-

Par hypothése de récurrence,
1Xn+1=Llloo < k™1 X0~ Lllco

5. Par théoreme d’encadrement, | X, — Ll — 0.
n—+oo

Donc,

n
n—+oo

Exercice 8 : Méthode a retenir

Soit n € IN*. On munit .#,(R) d’'une norme | - |.

Nous allons montrer que GL,(IR) est dense dans .4, (IR).

Soit A € 4, (R).

1. Justifier que le nombre de x € R* tel que A —x.I,, est non inversible est fini.

1
2. En déduire qu’il existe un entier ko > 0 tel que, pour tout & = k(, la matrice A, = A — —.I,, est inversible.

3. Conclure.

Exercice 9 :

Soit (E, | - ||) un espace vectoriel normé.
Pour toute partie A de E, on note A 'ensemble des points intérieurs a A. On dit que A est 'intérieur de A.

1. Soient A et B deux parties de E telles que A c B. Montrer que A c B.
2. Soit A une partie de E. Montrer que A est un ouvert de E si, et seulement si, A = A.

3. Soit A une partie de E. Montrer que A estle plus grand ouvert inclus dans A.

Exercice 10 :

Soient (E, | - |I) un espace vectoriel normé et A une partie de E. On note A Tensemble des points intérieurs a A.
Montrer que si A est convexe, alors A et A sont convexes.
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Exercice 11 :
Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et F' une partie fermée de E.
On note 0, = | B, (x, 1)

xeF n
1. Montrer que, pour tout n € IN*, O,, est un ouvert de E.
2. Montrer que, pour tout n € N*, F cO,,.

3. Montrer que F = [ O,.

nelN*

Exercice 12 :

Soit £ un espace vectoriel normé et Ni et Ng deux normes sur E. On note By, (resp. By, ) la boule unité fermée pour
la norme N (resp. Nag).
Montrer que By, < By, si, et seulement si, Ng < Nj.

Exercice 13 :

Soit E un espace vectoriel normé. Soit A < E un ouvert de E.

1. Soit b € E. Montrer que C = {a +bla EA} est un ouvert de E.

2. Soit B < E non vide. Montrer que D = {a +bl(a,b)€e A x B} est un ouvert de E.

Exercice 14 :

Soit A une partie de R non vide et majorée. Montrer que sup(A) € A.

Exercice 15:

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de E.
1. Montrer que F est convexe.

2. Montrer que F' est un fermé de E.

3. On suppose qu’il existe x¢ un point intérieur a F'. Montrer que F = E.

—— Réponse

1. Soit (x,y) € F?. Comme F est un sous-espace vectoriel de E, pour tout £ € [0,1], t.x+(1—¢).y € F. Donc, [x,y] c F. Donc,
F est convexe.
2. Soit (x,) une suite d’éléments de F' qui converge. On note ¢ sa limite.

On sait que E est de dimension finie, donc F' aussi. On note (ej,...,ep) une base de F qu'on compléte en
B=(e1,...,eq,q+1,...,€p) une base de E.

+1 : 4
Pour tout n € IN, on note (x,ll,...,xz,xz ,...,x7) les suites coordonnées de x, dans la base (e1,...,ep).

La suite (x,) converge, donc les coordonnées (x,ll),...,(xfl’) dans la base 28 aussi. On note y1,...,y, leurs limites
respectives.

Par unicité de la limite £ = y1.e1 +---+y,.ep.

De plus, on sait que, pour tout 2 > g et n € N, xf’z =0 (car x, € F et (eq,...,ep) est une base de F). Donc, pour tout & > g,
i =0.

Donc, £ =yj.e1+ - +y4.eq€F.

Ainsi, par caractérisation séquentielle des fermés, F' est un fermé de E.

3. Linclusion F c E est toujours vraie. Montrons I’autre inclusion.

Soit y € E.
[0}
On sait que x € F, donc il existe r > 0 tel que B,(xg,r)c F.
r r r
Onnotez=x9g+ ————y.Onaalors |z—xpl| = ——— x|lyl.<=<r.
2(1+1yD° 2@+lyh 02

Donc, z — x¢ € B,(xg,7). Or, B,(xg,r)cF,doncz—y€eF.

De plus, x¢ € F. D’ou1, comme F est un sous-espace vectoriel de E, y
Donc, E cF. Puis, E=F.

:w.(z—xO)EF.
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Exercice 16 :
Soit n € IN. On note
E, ={P e R[X]ldeg(P) = n et P est unitaire et scindé sur R}.
1. Soit P € R,[X] un polynéme unitaire de degré n.
Montrer que P € E, si, et seulement si, pour tout z € C, |P(2)| = |Im(2)|".

2. Montrer que E,, est un fermé de R, [X].
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