Mecanique quantique

« La plus exacte et la plus mystérieuse de toutes les théories physiques » (Penrose)

« Personne ne comprend vraiment la mécanique quantique » (R Feynman)
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O.Granier « Mécanique quantique »



3 mots clés pour décrire la mécanique classique :

trajectoire, déterminisme et causalité

Le principe de causalité affirme que si un phénomene (nommeé cause) produit
un autre phénomene (nomme effet), alors l'effet ne peut précéder la cause.

Un effet est entierement determiné par des actions antérieures.

Le principe de causalité a longtemps été tres etroitement associé a la question
du déterminisme, selon lequel dans les mémes conditions, les mémes causes
produisent les mémes effets.

3 mots clés pour décrire la mécanigque quantique :

dualité, indétermination et quantification

Onde ou particule, c'est I'absence de représentation plus adequate de la
realité des phénomenes qui nous oblige a adopter, selon le cas, un des deux
modeles alors qu'ils semblent antinomiques.
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I. La fonction d’onde de probabilite
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1. Le Photon : aspect ondulatoire
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L’expérience des trous (ou des fentes) d’Young (1801)
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5,(x)f 1(x) =|s(x)[
1(x)=]s,(x)+5,(x)|
T i S.O0F +ls,(0)f
[s,(x))

La source lumineuse a émis N, photons. L’intensité de la source est I,
Soit n(x) le nombre de photons qui arrivent au point M de coordonnées x sur I’€cran.
La proportion de photons, P(x), au point M est alors :

n(x) _ 1(x) _|s(x)f
NO IO IO

P(x)=

. : . 2
La probabilité de trouver un photon en x est donc proportionnelle a |S( X )| :
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Expérience des fentes d’Young, photon par photon

Un exercice autour des fentes d’Young : cliquer 1C1
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http://rpn.univ-lorraine.fr/UNIT/physique-quantique-volet1/co/chap2_rev2.html

Rayonnement
Frégquence v

L’effet photoélectrique (1887) :

7

courant

Plaque de métal Courant 1 //«—\
\_/ v seuil Frequence v

Une plaque de métal éclairée par un faisceau lumineux de fréguence v emet
des électrons :

» En dessous d’une certaine valeur seuil de la fréquence du rayonnement,
notée v,, aucun électron n'est émis

> L'émission d'électrons n'est pas conditionnée par l'intensité du rayonnement
mais uniquement par sa frequence.

Si on augmente l'intensité du rayonnement a une fréquence inférieure au seuil
d'émission des électrons, aucun électron n'est emis.
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Les électrons se trouvent dans un état lié au sein des atomes.

La valeur de I'énergie de liaison est une caractéristique propre a chaque élément, elle

est notéee E,,.

L’énergie cinétique des ¢lectrons émis vaut (Einstein en 1905) :

hv =E, +E, soit E.=hv-E, 5 v
La frequence seuil est :
U L]
E v
h

La lumiére est constituée de paquets d'énergie (les photons) qui sont absorbés et émis par
la matiére.

La nature discontinue des quanta n'est alors plus une propriété de l'interaction entre la
matiere et le rayonnement mais une caractéristique intrinseque au rayonnement lui méme,
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La pression de radiation :

O (Centre du Soleil)

j:ﬁo

a0 : rayon de la particule de poussiere

r . distance au Soleil de la particule
P : puissance totale émise par le Soleil sous forme de rayonnement EM

= 2
|fdepR_Pa i

Miroir plan
équivalent

_

A 2 v Y ¥ A 4

= > Uy

La force moyenne exercée sur la particule est :
dt  2cr

—Queue neutre (courbée)
de la comete

Soleil

— Noyau de la comete

Queue chargée (rectiligne) de la
comete, opposée au Soleil
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Les relations de Planck — Einstein :

Les relations entre I’aspect ondulatoire et 1’aspect corpusculaire sont appelées les
relations de Planck — Einstein :

E h
Y P c A

En utilisant la pulsation et le vecteur d’onde :

E=/o  p=/Kk

Avec :
h 6,62.10* a4
7= = =1,05.10"" J s
27 27
Rayons Rayons X Ultraviolet " Infrarouge Micro-ondes Radio
gamma
Visible
1pm 1A 1 nm ium 1mm 1cm im
Longueur &
donde (M) 1512 457 107% 107° 108 107 10 10° 10* 107 107 107! 10° 10!

Fréquence (Hz) 102° 10" 10" 10" 10" 10" 10™ 10" 10" 10" 10" 10° 10°
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2. Les ondes de matiére :

La longueur d’onde de De Broglie (1923)

On considere une particule matérielle, de masse m, de vitesse v, de quantité de
mouvement non relativiste p = mv et d’énergie E.

Cette particule présente un caractere ondulatoire :

* De frequence :

E
v=— (ou:E=/w)
h
* De longueur d’onde : N it
h Figure de diffraction d’électrons
A= E (OU - P= 77K ) dans un cristal.

Les particules de matiére possedent un double comportement onde-corpuscule

Longueurs d’ondes de quelques particules : cliquer 1Cl
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Le pouvoir de résolution d’un microscope est limité par la longueur d’onde qu’on
utilise, soit une fraction de micrometre en lumiere visible.

En microscopie électronique : avec des rayons « électroniques » de longueur d’onde
beaucoup plus courte; on peut voir des détails beaucoup plus fins qu’avec un
microscope optique.

Exemple : E., = 150 eV v=7.10m.s A=0,1nm

(Téte de mouche)

\ < 2 S. Borensztajn,
d CNRS
RN Y
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Interférences d’électrons et de neutrons :

Desjoilies ouldes ondes ?

ol v -y
v“Des’ondes'de’‘'quo

Since this experiment lasted for more than 30 minutes,
| have sped the move up. Interference fringes are

(Cliquer sur ’image) now clearly visible,

Dr Quantum, « Double fente »

Description de ’expérience : cliquer 1CI
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3. Un modzéle historique, le modéle de Bohr de I’atome d’hydrogéne :

[’atome d’hydrogene est constitué¢ d’un proton O (de masse M et de charge ¢lectrique + ¢)
et d’un électron P (de masse m << M et de charge — €) qui décrit une orbite circulaire de
rayon r autour du proton.

Le proton est supposé¢ fixe et est I’origine d’un référentiel galiléen dans lequel on se place
dans tout ce probleme.

2 2
e” 1 1 e 1
V= , E,=E +E,=—= —
e, mr 24re, 1
Moment cinétique (par rapport au proton) de I’¢lectron :
L, =OPAMV =rl, Amvl, =mrvu, = mr u,
47e,

Quantification du moment cinétique :

o, =N/ = nL (nentier positif )
27T
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Le rayon et I’énergie mécanique sont quantifiés :

Are, 7% ) ) Are, 7°
L =|—>-—|N"=rn° avec =——>—
e m e m
2 2 \? 2 \?
1 e 1 1( e m 1 E, 1( e m
E,.=—— —=—— ~—=—— avec E;=— -
24reg, 1. 2\ 4ns, ) 77 n n 2\ Arns, ) 7
atome libre . . , .
. . Applications numeriques :
A
: Ecin
- b [l 8, =5,33.10'm
1
[
N AN E,=2,18.10"8J =13,6 eV
MNANA !
4 _ _J_ L 7
_ Lo 13.6
\WLI\L N Potenticl En = - > eV
- L',&_&“M\_ . coulombien N
. d’attraction
du noyau
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En réalisant une décharge électrique dans une ampoule remplie de dihydrogene, les
molécules de dihydrogene se dissocient et les atomes excités émettent des rayonnements

¢lectromagnétiques de différentes longueurs d’onde.

Le physicien J. Balmer détermina expérimentalement que les longueurs d’onde A de
ces rayonnements, situés dans le domaine de la lumiére visible, vérifiaient la relation
phénomenologique suivante :

1 R, KEJ—(%H (avecn=3,4,5,...)
A 4 n

5 _ 1,09.10'm™ =1,09.10°cm™

Ry, est la constante de Rydberg : R, = h_o
C

(Sections transversales des premieres orbitales de
[‘atome d’hydrogene, le code de couleurs
représentant I’amplitude de probabilité de l'électron)
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Interprétation ondulatoire du modeéle de ’atome de Bohr :

-

S

On peut repreésenter I’onde de 1’¢lectron comme
une onde courant le long de I’orbite comme le
ferait une onde le long d’une corde.

Si I’on attend un grand nombre de périodes,
I’onde va, dans la plupart des cas, s’auto-détruire
par interférence avec elle-méme.

Pour que les interférences ne soient pas destructives, il faut que la longueur de I’orbite soit un
multiple entier de la longueur d’onde de 1’¢lectron. Avec r,, le rayon de I’orbite :

: nA
2zr,=nA  soit r =—
27T
En utilisant : h h
N=—=—"
p mv
On retrouve la quantification du moment cinétique : mv,.r, = HE =N/
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Un exercice sur I’atome de Bohr, absorption des rayons X :

plaque
Photons [ ] Seront
incidents electeur en
' i Photons o ant energie @ A sauts
d'énergie hv traversés =
. : + compteur @ &\
- d'énergie hv c
> — > — | 2
—> <}
o
> -
S
S k—2 Energie des photons

Lien vers I’exercice : exercice
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L’atome d’hydrogene, le potentielen 1 /r :

Cliquer sur l’'image !

1 S @ ATOMES

On peut construire les

différents atomes de la 0
| | classification périodique
en faisant grossir le noyau
0 p m 5 O et en ajoutant les électrons
un par un.

0 50 pm 100
Ces densités constituent des zones ou elles
sont maximales et s’organisent en une a trois
« coquilles emboitées ».

average radius
/ .

N
©)
)
A\

Densités de probabilités de présence pour un
électron dans un atome d’hydrogene, en

fonction de la distance au noyau.

Ces densites ont une forme analogue a celle
des amplitudes d’ondes stationnaires avec
des nceuds et des ventres, dans le cas des

cordes et des membranes vibrantes.
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The Orbitron gallery of atomic orbitals
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4. L’interprétation de la fonction d’onde y(X), retour sur le phénomene
d’interférences :

onde

diffractée
onde

plane

Plaque avec

fentes

Ecran

—

Image avec
| seule fente

k’ II:

ou

bl

|llL’lgc avec

Les 2 fentes

N

o)

P(x)=

n(x) _1(x)_ p(x)

2
NO IO |l//source |

L’état physique d’une particule quantique (un « quanton ») est parfaitement défini par sa
fonction d’onde complexe w(X,t) qui représente une « amplitude de probabilité ».

La probabilité de présence du quanton, entre X et x + dx, est donnée par :

dP :|z//(x,t)|2 dx

et

,[_+:|‘//( x,t)dx=1 (normalisation)

lw(X,1)|? est appelée « densité de probabilité de présence ».
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« La description compléte de I’état d’une particule de masse m dans [’espace a I’instant t
se fait au moyen d’une fonction d’onde. »

Non seulement Dieu joue La fonction d’onde contient toute 1’information disponible :
aux dés mais il les jette parfois

'3 0t on ne peut les vor. il n’y a pas d’autre élément dans le formalisme quantique qui
pourrait permettre de savoir, avant de faire la mesure, ou la
particule va étre détectée.

e e —
Stephen Hawking

www.citation-celebre.com

God does not play dice
with the universe...

Le caractére probabiliste et aléatoire ne résulte pas Don't tell god what he can and
d’une mauvaise connaissance des conditions initiales cant do...
(comme en théorie cinétique des gaz, par exemple), : \ \
mais fait partie intégrante du formalisme quantique.

Einstein s’opposait a ce role central de I’aléatoire au
sein de la mécanique guantique :

« Dieu ne joue pas aux dés ! »
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Le principe de superposition :

 On ne peut connaitre 1’¢tat d’un systeme quantique avant de I’avoir mesur¢.

* On fait I’hypothese que tous les €tats compatibles avec les conditions physiques coexistent
avant la mesure.

« Toute composition linéaire des solutions est solution : tous les états coexistent.

C’est le principe de superposition.

o)) 1:30/147

Le paradoxe du chat de Schrodinger
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Le paradoxe du chat de Schrodinger vu par Garfield
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Le principe de complémentarite :

_ Cliquer sur l’'image !
« Il est faux de penser que le but de la physique

est de trouver comment est faite la nature. ONDE. PARTICULE -\R%
La physique est seulement concernée par ce que %o &\j A\
I’on peut dire sur elle. » el N
(Niels Bohr) B e

interférences.

Principe de complémentarité (Niels Bohr, 1927)
Un objet quantique est a la fois une onde et un corpuscule.

Le comportement observé est celui qui est mis en évidence
par les expériences.

Certaines expériences mettent en évidence son comportement
corpusculaire, d’autres son comportement ondulatoire mais
ces deux comportements ne sont que deux visions
complémentaires du méme objet.
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5. Le principe d’indétermination de Heisenberg :
Inegalité spatiale :

La mesure, a un instant donnée quelconque, de la position x et de la quantité de mouvement
p, sur I’axe (Ox) présentent des indéterminations fondamentales respectives.

Elles sont notées Ax et Ap, et vérifient 1’inégalité spatiale d’Heisenberg :

AXAp, 271 2

Voyons... Ona:
Ar.Ap 2 h

Cette inégalite montre qu’'un état
guantique ne donne pas une
connaissance parfaite de cet état
du point de vue classique.

La notion de trajectoire disparait
en mécanique quantique.

Je nbwrrive pas d observer sa position et
sa vitesse en méme temps... Dés que j bbserve
S posz’tz'on, _;f's ne peux pas me concentrer
sur savitesse ef vice versall

Cliquer sur l’'image !
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Quelques definitions a connaitre :

Valeurs moyennes :
(X) = J'j: X |( x)|2 dx <x2> = jj: X (X )|2 dx
(p)=] pleCfdx  (p*)=]" p*|e(x)[ dx
Ecart quadratique moyen (ou variance), écart type (ou indétermination, Ax et Ap) :
(4x)” =(x=(x))" = (x) = (x)
(4p)" =(p—(p))" =(p*)~(p)
Symétrie par rapport & I’origine :

AX = <x2> et Apzm
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On considere la diffraction d’un faisceau lumineux | X
par une fente fine de largeur a.

premier

Minimum
AX~al 2 R T e B

Le photon est passe par la fente. On peut ecrire :

premier
O 1M N
secondatre

Le principe d’indétermination d’Heisenberg donne :

ap, =2
a

La théorie ondulatoire classique de la diffraction donne :

Siné?zﬁzi
a
On déduit :
: h
Ap, = psmezEﬂo ~ hv ¢ ~

C a Cva a

En accord, en ordre de grandeur, avec le principe d’indétermination de Heisenberg.

O.Granier « Mécanique quantique »



http://knol.google.com/k/-/-/2gs7os7a9umqq/icbbtu/sans-titre5.jpg
http://knol.google.com/k/-/-/2gs7os7a9umqq/icbbtu/sans-titre5.jpg

Une tentative pour détecter par ou passe le quanton :

On mesure simultanément le point d’impact x
de la particule et la direction du recul de 1’écran

de I’axe vertical (Ox). 5
a Som— F - )Ei
X+— Ao .
Cheminl: p =—2 p, —
D A >
X_E m— ‘_---_":j_ b 3
Chemin 2: p!* :TZ o Lo lfe _—— [Fo
— L1
La différence entre les deux quantites de
mouvements de recul est : ' D qo
J € , >
(D> a)

(1) _ (2):Ep
X X D 0

Comment distinguer entre les deux chemins ?
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Pour distinguer entre les deux événements :
* « La particule passe par la fente 1 »

» « La particule passe par la fente 2 »

Il faut connaitre la quantit¢ de mouvement de 1’écran avant chaque détection avec
une précision :

a
AP, o << —
px £cran D pO

L’indétermination sur la position de I’écran est donnée par la relation d’Heisenberg :

Axécranz 4 >>Eié:Dﬂ‘0 " = - Dﬂo
24P, seran ap,2 ahdr 4r a
L’interfrange vaut |, :ﬂ'%aD ;
Axécran >> iO

Iy a brouillage des franges ! On peut faire une expérience ou on sait par quelle fente passe
la particule. On peut faire une expérience ou on voit des interférences.

Mais on ne peut pas faire les deux a la fois !
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Quelques conséquences : énergie minimale d’une particule dans un puits
de potentiel infini

+o0 ) j +o0
—_— On note L la largeur du puits de potentiel infini.
Le principe d’indétermination s’écrit :
1 n=2 AXAp=71 2
1 n=1 On choisit :
. Vi
Boite quantique (AX ) =L/2 d'ou (4P ). =—
E xn? L

L’énergie minimale E; s’en déduit :

2 2 2
El_ p z(Ap)min Elz ﬁ

= soit >
2m 2m 2mL
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Quelques conséquences : énergie minimale d’un oscillateur harmonique

Potential energy
of form Engrgy

T Transition
! erlergy/
E 1';';: / 1
. E.=(n+ < )hw
\ ot /e

Energie totale :

E=—kx"+—==k - >
2 2m 2 8m<x>
Elle est minimale pour :
2
<X>4= 4 t Emmzlﬁa) (0= k)
4km m
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Conclusion sur le principe d’indétermination de Heisenberg :

L’expérimentateur fait partie de 1I’expérience.

L’expérimentateur interagit avec la nature : on ne peut jamais observer comment la nature
est “vraiment”.

On ne connait que la partie de la nature qui est révélée par nos expériences.

Le principe d’indétermination impose une limite quantitative sur ce que 1’on peut
apprendre de la nature lors d’une interaction quelconque.

La conséquence de cette limite est que ’on doit accepter ’interprétation probabiliste des
phénomenes quantiques individuels.

Le principe de complémentarité¢ de Bohr, le principe d’incertitude de Heisenberg et
I’interprétation probabiliste de Born forment ensemble une interprétation cohérente de la
mécanique quantique : ¢’est l’interprétation de Copenhague de la MQ.
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I1. L’équation de Schrodinger
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1. Cas d’une particule libre :
Obtention de I’équation de Schrodinger

La fonction d’onde pour une particule libre est (onde de matiere plane) :

(x,t)= Ag!(k-at) _ pg-i(et-ke) Attention a la convention de la
wAAL)= B mécanique quantique !
Avec :
2 2 E E
_r__ <% P et =2tV =21—=—
A (hlp) % h 7
Il vient :

W( Xt ) _ Aei( px—Et )/ 7

On remarque que :

dw(xt) iE
- y(xt
- ée//( )
Ow(x,t) ip Ow(xt)  p’
- Xt et — 2 u(xt
OX é"”( ) OX? ﬁzl//( )
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L’¢énergie de la particule libre est :

2 2
E:Emvzzim(ﬁj soit E-P_
2 2

En multipliant par y(x,t) :

2

Ew(x,t)=;—mw(x,t>

D’ou :

iﬁaw(x,t) . 72 0%y (X,1)
ot 2m  ox°

C’est ’équation de Schrodinger pour une particule libre.
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Physique d’une particule ponctuelle libre

Meécanique classique

Mécanique quantique

caractéristiques
intrinséques

masse

charge ¢

masse i

charge ¢

connaissance

— b

T, P

Etat de position (%) fonction d’'onde
la particule impulsion p(t) (7, t)
dr B P
Equation du dt  m O 72
mouvement i th— = ——AY
ap -0 It 2m
dit
Type de déterministe aléatoire

d3P = |(7,t)|? d3r

O.Granier
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Paquet d’ondes associé a une particule libre :

La relation de dispersion pour une particule libre est :

o . . op(xt 77 0% (Xt _
w(x,t)=Ae'"™) solution de iz y(xt) _ w( > ) v
ot 2m  ox® —r
|
Donc : |
7k?
) =
2m
La vitesse de phase est :
@ 7K
V¢ ==
K m
La vitesse de groupe est : T
(a) : particule de masse m et de vitesse v,
— do — 7K — _ —V (b) : superposition d’ondes de matiére dont
9 dk m particule les longueurs d’onde sont proches et

centrées sur 4,=h/my,

La vitesse de déplacement du quanton s’identifie a la vitesse de groupe du paquet d’ondes.
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Aw
+

w(x,t):j:_g A(w)expi(k(o)x-aot)do

2

k(w)=k(wo>+(dk(”)j (o)
do ),

@ =, +(w—w,)

w(x,t)= expi(k( @, )X—a)ot)[j%jg) Alw) exp[i(a)—a)O )((dkd(a))j X—t) jda)]
D= w w=ay

— —
Vt‘ V-
é =

—

Vg A

R — =
_
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2. Cas d’une particule soumise a un « potentiel » V(X) :

Obtention de I’équation de Schrodinger :

L’énergie de la particule est désormais :
2

E=P v(x)
2m
En multipliant par y(x,t) :
2

Ew(x,n:;—mw<x,t)+V(x>w(x,t>

D’ou :

. ow(x,t) 72 0°w(Xx,t)
177 = — +V (X X,t
ot om X By (x.t)

C’est I’équation de Schrodinger pour une particule soumise au potentiel V(x).
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Etude des états stationnaires :

On cherche des solutions a variables séparees (appelées « états stationnaires ») :

w(x,t)=p(x)T(1)

L’équation de Schrodinger est vérifiée :

df (t) _ 7 de*(x)

17¢(X) S om a F(L)+V(x)e(x)f(t)
Soit :

_52 1 d¢2(zx)+V(x)=iﬁ L df(t)zcstezC

2m @(x) dx f(t) dt

L’¢équation différentielle temporelle donne :

df(t) .C . [iSe Siby
——=—-1—1f(t) d'ou f(t)=e 7 =e 7
m (1) (t)

L’énergie de la particule est donc une constante du mouvement : les états
stationnaires sont des états d’énergie constante.

O.Granier « Mécanique quantique »


http://knol.google.com/k/-/-/2gs7os7a9umqq/icbbtu/sans-titre5.jpg
http://knol.google.com/k/-/-/2gs7os7a9umqq/icbbtu/sans-titre5.jpg

L’¢quation différentielle spatiale donne :

A1 d¢(x)+v(x) E
ngo(x) dx’?

On obtient 1’équation de Schrodinger pour la partie spatiale de la fonction d’onde d’un
état stationnaire (ou équation de Schrodinger pour les états stationnaires) :

_52 dp®(x)
2m  dx?

+V(X)p(X)=Eg@(x)

La densité de probabilité est indépendante du temps :

dP

E 2

=l () =le 7 o(x)| =|p(x)f

A 3 dimensions, on généralise :

2

-2 Ap(X,Y.2) +V (XY, 20X,y 2) = Eg(X,Y.2)
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Propriétés mathématiques de la fonction d’onde :

Conditions de continuité

Potentiel V(x) Fonction d'onde o@(x)
continu borné LS bomée, continue, 2 fois dérivable
(cas "reel") _

N . Vix) , - L
discontinu, borné o ] bomeée, continue, 1 fois dérivable
("marche") A \\k (p"(x) est discontinue)

R
discontinu, non (X) \mﬁ bomeée, continue, non dérivable
borné ("mur") (Pix, e ('(x) est discontinue)
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Une 1¢ application, cas d’un puits de potentiel rectangulaire infini :

v v o0 o0
+ ‘4 + + 4 | T T T | & X
i I i U=qh L
| 0 i = ___
| ||q. I I:
++++++++ | +++++ + + + 0 I
3 —
o X

QUANTIFICATION Lien sur Internet

A chaque forme

correspond une énergie. |
L‘éner?ie de l'objet apparait
par paliers discontinus :

elle est quantifiée.
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L’équation de Schrodinger pour 0 <x <L est :

S
-

V(X) 2 12
7% dp(x)
— = Ep( X
2m  dx* #(X)
— p(x) 2
o( X mE
Xx)=0
dx? i 7’ #(X)

L’énergie E =p?/2m >0

o( x)= Acos(kx)+Bsin(kx)

. 2mE
. avec : k= ‘/ >
7

Les conditions aux limites donnent :

»(0)=0=A donc A=0
o(L)=0=Bsin(kL) donc sin(kL) =0
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T

E, = 16E,

Energy
i

Zero-point energy > 0

Aveck:n—ﬂ:
L

O.Granier

sin(kL)=0 donne

kL =nxz

Ou n est entier positif. Aveck =27/ A :

L:ni
2

On retrouve les conditions d’existence d’ondes
stationnaires (corde, tuyau acoustique).

Quantification de ’énergie :

2mE
52

donne

k2
2m

E—

El

" oml2
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L

2 . (nxX
%(X):\/Esm(Tj

Ordres de grandeur :

* Un électron :

L=10""m: E, ~100 eV

avec

* Une bille d’acier: L=1m(m=30g):E, ~10°J Il

O.Granier

h

L 2
[ (0 dx=1

(Description classique suffisante)

Un exercice sur le puits de potentiel infini : cliquer ICI
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Le puits semi — infini :

27‘2
énergies: n? ;miz V(x)
?
. 3
> -
- 10
0 * .
z2=0 z=L O L i
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Recherche des états liés (E < V,) :

Région (1) :
© © o(x) = Asin(kx)
= Région (2):
Vo d’o(x)
vl o(x)=0 (a=.2m(V,-E)/ %)
z=0 a=L o(x)=Be ™ +Ce*™ = Be ™

La fonction d’onde et sa dérivée sont continues en x =L :
Asin(kL)=Be ™"
kAcos(kL)=—-aBe "

En faisant le rapport membres a membres :

o =—k cotan(kL)
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Résolution graphique de I’équation : oL =—KL cotan(kL)

2mV . 2mL?V,
On remarque que ;. o +k* = p 0 soit (aL)2 +(kL)2 = 0 =R?
y=alL
. | T T——— —xcotan(x)
7T
\’\\& xtan( x)
37'[ | /
//
2 2 p2
27 /L,_/ X“+y =R
-
e: Solutions quantifiées
0 In | 21 | 3n | 47 SRS( =kL

=> Une autre méthode de résolution graphique ...
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Continuum d’états libres de diffusion

pour E >V,
E
o Nombre fini d’états liés tels que
0 < E <V, (quantification)
0 L 0 L

Modélisation de la force nucléaire entre un proton et un neutron :

. Energie O + O — OO
d’interaction Un seul état lié Proton Neutron Deutérium
& + O Reactions
de la nucléeosynthese
. 00 + OO0 HHmmi . p
distance p-n | Deuterium ﬂru.‘én'um g + 0 'pl‘lmﬂl'lilali‘
Tritium
El
Vo =~ 21 MeV &+& 88+O+0
Héliwm 3 Hélium 3 Helium 4
. o +88 — b+ -
I— ~ 21810 m Heélium 3 Heélium 4 Bérvlivm 7 Lithium 7

V, —E, ~ 2,2 MeV
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Marche de potentiel :

V(X) On choisit un potentiel de la forme (on néglige la
A « montée » d) :
-“er I
: x<0:V(x)=0 et x>0:V(x)=V,
|
I
| On considere une particule venant de 1’infini avec
0 d > une énergie E >V,

En mécanique classique :

X<0: V= 2E et x>0: v:\/z(E_VO)
m m

Exemples de marches de potentiel :
» Mod¢lisation d’un ¢lectron de conduction dans un métal pres de sa surface
« Courant électrique transitant entre deux conducteurs de potentiels différents

 Neutron qui rentre dans un noyau atomique
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V(X) a On résout I’équation de Schrodinger :

T =
V . | 7% d%p(X)
Xx<0: . = Ep( X
: 2m  dx? Px)
| _ .
| (D(X): Alelklx n Ale—lklx avec kl _ 2m2E
| }.‘ ﬁ
0 d L (Ondes incidente et réfléchie)
7° d’p(x)
X>0: — +V,0( X) = Ep( X
PSR oP(X)=Eg(X)

JM(E-V,)
ﬁz

p(x)=Ae"* + Ae™ = Ae" aveck, :\/

(Onde transmise uniguement, attention a la
convention y(x,t) = Ae'“)

Conditions de « passage » : continuités de ¢ et de sa dérivée en x = 0.
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A+A=A e

kl(Al_Ali):kZAZ

Coefficients de réflexion r et de transmission t :

Ali kl_kZ et

Densités de probabilité :

Onde de probabilité réfléchie (x < 0) : |p(X)

2

Onde de probabilité transmise (x > 0) : \(0( X)

Un exercice sur la marche de
potentiel :

cliquer ICI

A _ 2k

Ak +k,

2 :(1+ r’+2r cos(2k1X)\A1‘2

=tIAl o 1T/ 1A P
47-3- LA SN P
e S
7 /k1
%
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Courant de probabilite :

Cas électrique Cas quantique
Vitesse de porteur Vitesse du quanton
._}
4 ?/m =hk/m
Charge volumique Densité de probabilité
p ||
Densité de courant électrique | Densité de courant de probabilité
— —
j=p7 J = v /m
. ez e _ p kl 2
Densité de courant de probabilité incident: J. =J.0 =—L |A1| |A1| 0
., I ﬁk 2 _
Densite de courant de probabilité reflechi: J =J U rA1| 0,
m
" - . _ b ﬁkz 2
Densité de courant de probabilité transmis :  J, = J.{0, |A2| |tA1| a,
m
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Densité de courant de probabilité incident : ji =J.U, = &\Af u, = ﬁ—kl‘Al‘z U,
m m

Densité de courant de probabilité réfléchi : jr =J 0, = _P
m

Al‘ g ﬁkl|A1|

Densité de courant de probabilité transmis : J, = J.0, = &‘AZ‘Z u = 2% ‘tAl‘z U,
m m

On déduit :

.. —_ el J, ) k, -k,
Coefficients de probabilité de reflexion R : R= =r"=—-—=
K, +K,

J
Coefficients de probabilité de transmission T: T =11 K t? = Ak,

_2
Ik (k +k, )

Avec R+T=1 (Un guanton est soit réfléchi soit transmis)
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Barriere de potentiel, « I’effet tunnel » :

v
Uo
e d’énergie E
—. Z
>
métal vide pointe

{\

Billes
— 7] Mur en

W béton
%4

Cliquer sur l’'image ! ~F

EFFET TUNNEL

Si la barriére est assez
fine, 'objet peut parfois

passer a travers. . N . \%
S \Q\-’
Lien sur Internet
Electrons
Barriére >
de
z,‘ potentiel
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« L’effet tunnel » en optique : la réflexion totale frustrée

Le phénoméne de réflexion totale : (pour n, > n,)

nz = 1 -
i, = 44,85° H\'\z -
iz = 70,10 1
n, = 1,333

O.Granier

Si i; > i, : réflexion totale (i, n'existe pas)

Simulation
Rousseau

e n. . .
L)
sini, <1 implique :

[, <1, avec:
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d‘pﬁ onde transmise die 3 la frustration
de la
réflexion totale

onde totalement réfléchie onde totalement réflachie

ande incidente ande incidente

Dans le cas de gauche, 1’onde est totalement réfléchie car I’onde
¢vanescente est completement absorbée avant d’atteindre le second prisme.

Dans le cas de droite, I’onde évanescente se propage de nouveau dans le
second prisme placé tres proche du 1°
(a une distance inférieure a la longueur d’onde du rayonnement utilisé).

La réflexion totale est ainsi frustrée car une onde peut sortir du 18" prisme
sans étre réflechie.
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Barriere de potentiel, « I’effet tunnel » :

q,} T échantillon § vide 5 pointe
1 @ o
/\/\\q’t ym Uo—=——1 '
¥ \-/‘\/ F e ————= e——— — — _ _
I Il 1Ll
'4—[,—»

La solution de 1’équation de Schrodinger se met sous la forme :

[ A 1 Be ik (x<0) Ondes de probabilité incidente et réfléchie
p(x)=<Ce™ + De ™ (O<x<L)
i Fe' (x>L) Onde transmise qui se propage dans le sens >0

(attention a la convention en w(x,t) = Ag'™")

N 2m(U,, —
K = Z;nE et az\/m(; E)
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¥, ) échantillon . vide .  pointe
| \ @) o
_ ™ \/l\/ SR [ .
I Il 1Ll ) )
:<—I‘ >

Les conditions aux limites en x = 0 et x = L (continuités de la fonction d’onde et de sa
dérivée) donnent :

A+B=C+D et ik(A—B)=a(C -D)
Ce*t +De“t =Fe"" et a(Ce”" —De ") =ikFe"*

Apres calculs :

F 4
A (1 '“j(l—ﬁje e'kL+(1—'ﬂj(1+5je“Le‘kL
k a k a

O.Granier « Mécanique quantique »
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On se place dans le cas ol L >> 1, soit e*- >>e " :

t = E ~ 4 _ 4e ik
' ' - la 1K
A [1ple)fq K)gegn o te K
K o K «
Le facteur de transmission T de la barriére de potentiel est :
2
2 —alL el ci se
T = ‘ t‘ _ ‘A3‘ _ 4.9 - croit intelligent ! . :‘ )
‘JI‘ ‘Al‘z ? Ig_& ': Classique
K «o

16k’a® .
T(aP Ak

M omn, mais j'ai l'air
d'un rar de laboratoire mo ¢

Quantique

_16E(U, —E) | 2L\/2m(U, -E)

T 2
U /

O.Granier « Mécanique quantique »



http://knol.google.com/k/-/-/2gs7os7a9umqq/icbbtu/sans-titre5.jpg
http://knol.google.com/k/-/-/2gs7os7a9umqq/icbbtu/sans-titre5.jpg

T

:16E(U0—E)exp[_2L\/2m(U0—E)j U,
¢ 7

0

Un « tunnel » s’est creusé dans la barriére de potentiel !

e 1 e 0 L X
On définit 8, distance caractéristique d’évanescence : Tracé de la densité de probabilits
1 77 16E(U, —E 2L
O=—= alors T= ( > )exp(——j
a 2m(U,-E) Uj
T diminue de maniére exponentielle avec m, L et U,,. Un exercice sur
Peffet tunnel :
cliquer ICI

Quelques données numeériques :
* Pourun électron: U,=1eV et L=0,3nm : §=0,3nm et T =0,14
U,=1eV et L=1nm : §=0,3nm et T =1,3.10°°

*Pourunproton: U,=1eV et L=0,3nm : §=7.10"m et T =6.10> Il
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3. Quelques applications :

La microscopie a effet tunnel :

Cliquer sur
limage !

EFFET TUNNEL Lien sur Internet

En mesurant le courant
électrique qui passe dans
la pointe, on peut -
reconstituer ou se trouvent -
les atomes et tracer leur N
position.

C'est le principe du
microscope a effet tunnel.

!

Amplificateur

|

Signal

Université de Genéve, Visite société valaisanne de Physique
Un diaporama d’introduction au microscope a
effet tunnel (cliquer sur I’image)
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La radioactivité alpha :

Desintegration aipha du Polonium-212

A\

\
WUVVUVE

Distance des centres en fermis
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Caractéristiques de I’émission o (noyau d’hélium He) :

()¢
Fl }¢ ',
A A-4 4 oY L)
7 X _) Z—2Y + ) He ’,“3‘5‘% 94 "?
9“65 )
Energie de la particule o : E entre 4 et 9 MeV \',
.. , . ) . & - Particle = ;H‘;.
Demi-vie (période radioactive) : t,, entre 10 et 10*8 s,
Ty, (S)
Modele proposé par Gamow en 1928 : t
1084 238
b -
log(z,,)=a+—= uraninm

() JE 10 12 L

106 +

radim

R 1{}-5._

i i 1
4 5 § 7809
E (MeV)
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Energie cinétique de la
particule o qui s’est
échappée.

La particule a ne peut
s’échapper que par effet
tunnel.

0 = T

Rayon du \

noyau £ e° 2(Z-2)

J N drey, R,
EO

Le rayon du noyau est :
R=RA" =12A"(fm=10"m)
Quelques ordres de grandeur :

E,=—40MeV ; E,=20MeV ; E, =4MeV
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La particule o
ne peut
s’échapper que
par effet tunnel.

0

EO

Le coefficient de transmission de la barriere est alors ;

Energie
E, cinétique de la

Ry

particule o qui
s’est échappée.

= T

Rayon du \
E

noyau

|

~

L)

4re, R

Largeur de la barriere de potentiel :

Avec :

R, =

L=R, —-R
e’ 2(Z-2)
dre, E,

On assimile la barriere coulombienne
a une barriere rectangulaire de largeur
L et de hauteur E,...

T(E, )=

16E_(E, —E,)
. exp

m

|

_2(R1_R)

o

)

Avec (m, est la masse de la particule o) :

O.Granier

Vi

o \/zma(Em_Ea)

« Mécanique quantique »
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u(r) e £ AZ-2) La vitesse de la particule o est de Iordre

E, de (dans le noyau) :
_ 2 : _
La particule o Energie Ea - E m,v, soit Vo =
ne peut E, cinétique de la
s’échapper que ! particule o qui . C .
par effet tunnel. i S'est échappée. La particule parcourt un diametre en :
1
0 R Re - T t = 2_R
Rayon du \ ) ARV
noyau E ze_Z(Z—Z)
J “dmg, R AN :E, =4 MeV;v, ~10" ms™;t,~10*s
EO

On deduit la relation suivante entre t,, t,, et T(E,) :

1
T,, ® ——t : imnlicte |
1/2 T(E.) 0 Modele trop simpliste !

AN :6~10"m;t,~10* s;T(E,)~210 ;7,, ~10" s

O.Granier « Mécanique quantique »
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Modele proposé par Gamow en 1928 : (Mines, PC, 2016 : Enonceé - Corrige)

Uu(r) Approximation WKB (Wentzel, Kramers, Brillouin) :
E, \ On approche le profil coulombien par une succession de
barrieres rectangulaires élémentaires de hauteur U(r) et
d'épaisseur dr .
En supposant ces barriéres épaisses, on a :
T Vi
d—=—(2/ o)dr avec o=
0 Ry, .y T \/2ma(U(r)—Ea)
Par intégration :
ot N ¢ a2
““ 4z, R R 1 R +/2M (U(r)-—E
B L InT:_zjl—dr:—zjl\/ LI)7E)
E, R S R Y/
1 2(Z-2)e’ .\ . .
Avec U(r)= (Barriere coulombienne entre la particule o et le noyau de charge (Z — 2)e)

47, r

Apres calculs :

b 4 [2(Z-2)e° r2(Z-2)e’
IN(T)=a+—| avec a=— fomR et b=—-— J2m
(T) JE ﬁ\/ Are, /i 4dre,
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Quelques applications :

Dans les laboratoires :

Applications laboratoires

Dans ’industrie :

Applications industrie

O.Granier « Mécanique quantique »
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