MATHEMATIQUES

Suites numériques
BTS | Mathématiques | Groupements B1, B2, C1, D1

Objectifs du chapitre :

e Maitriser les définitions et modes de génération d'une suite (explicite, par
récurrence)

e Reconnaitre et exploiter les suites arithmétiques et géométriques

e Calculer la somme des termes consécutifs d'une suite arithmétique ou géométrique

e Etudier le sens de variation et la convergence d'une suite

e Déterminer la limite d'une suite

e Appliquer les suites a des problemes concrets : intéréts composés, amortissements,

modeles d'évolution

I Situation professionnelle

Investissement et amortissement dans le batiment

Un chef d'entreprise du batiment contracte un emprunt de 120 000 € pour l'achat d'un
engin de chantier. Le remboursement s'effectue par mensualités constantes sur 5 ans
au taux annuel de 3,6 %. Comment calculer le montant de chaque mensualité ?

Comment évolue le capital restant dt au fil des mois ?

Par ailleurs, un technicien en génie climatique observe que la température d'un local
non chauffé diminue de 8 % par heure lorsque la température extérieure est de 5 °C.

Comment modéliser cette évolution ?

Ces deux problemes se résolvent grace aux suites numériques.
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1. Généralités sur les suites

DEFINITION — SUITE NUMERIQUE

Une suite numérique est une application de N (ou d'une partie de N) dans R. On la note
(un)nen ou simplement (uy). Le nombre réel u, est appel€ le terme de rang n (ou terme

général) de la suite.

1.1 Modes de génération

DEFINITION — SUITE DEFINIE EXPLICITEMENT

Une suite est définie de maniere explicite lorsque u, est exprimé directement en

fonctionde n :
un = f(n)

On peut alors calculer n'importe quel terme indépendamment des autres.

EXEMPLE

La suite (u,) définie par u,, = 3n? — 2n + 1 est explicite.

On calcule directement : ug = 1, u1 =2, us = 3 x 25 — 10 + 1 = 66.

DEFINITION — SUITE DEFINIE PAR RECURRENCE

Une suite est définie par récurrence lorsqu'on connait :

® un ou plusieurs termes initiaux (par exemple wug),
¢ une relation de récurrence qui donne u,,,; en fonction de u,, (et éventuellement de

n).

Upy1 = g(u,) avec uy donné




EXEMPLE

Soit (u,) définie par ug = 5 et u, 1 = 2u, — 3.

Alors:u; =2x5—-3=T7,uy =2x7—-3=11,u3 =2 x 11 — 3 =19.

ATTENTION

Avec une définition par récurrence, pour calculer uqq, il faut d'abord calculer tous les

termes de ug a ugg. Ce n'est pas le cas avec une définition explicite.

MINI-EXERCICE 1

Calculer des termes de suites

241
1) Soit (u,,) définie par u,, = u Calculer ug, uy, uy et uqg.
2n+ 3

2) Soit (vy,) définie par vp = 100 et v,+1 = 0,9 v, + 5. Calculer vy, v2 et vs.

2. Suites arithmétiques

DEFINITION

Une suite (u,,) est arithmétique s'il existe un réel r (appelé raison) tel que, pour tout

necN:
Upt1 = Up + T

On passe d'un terme au suivant en ajoutant la raison 7.




PROPRIETE — TERME GENERAL

Si (uy,) est arithmétique de raison r et de premier terme uyo, alors :

lun =uo +nr

Plus généralement, pour tout p € N :

Up =up+(n—p)r

Terme général d'une suite arithmétique

Up =U)+NT

EXEMPLE — AMORTISSEMENT LINEAIRE

Un équipement de chantier d'une valeur de 45 000 € est amorti linéairement sur 9 ans.
45000

Chaque année, sa valeur diminue de = 5000 €.

Soit V,, la valeur résiduelle aprés n années : Vo = 45000 et » = —5 000.
Alors V,, = 45000 + n x (—5 OOO) = 45000 — 5000 n.

Apres 6 ans : Vg = 45000 — 30000 = 15000 €.

2.1 Somme des termes consécutifs

PROPRIETE — SOMME DES NPREMIERS TERMES

La somme des (n + 1) premiers termes d'une suite arithmétique (ug, uy,...,u,) est:

(n +1)(uo + un)
2

Sp=uotur+ - +up=

Autrement dit : nombre de termes x moyenne du premier et du dernier terme.




Somme des termes consécutifs d'une suite arithmétique

nombre de termes x (premier terme + dernier terme)
2

METHODE — CALCULER UNE SOMME DE TERMES D'UNE SUITE ARITHMETIQUE

1. Vérifier que la suite est bien arithmétique (différence constante).

2. Identifier le premier terme, le dernier terme et le nombre de termes.
nb de termes X (premier + dernier)
5 .

3. Appliquer la formule S =

EXEMPLE — SOMME DE GAUSS

Calculer S =14+2+3+.--4+100.

C'est une suite arithmétique de raison 1. Premier terme : 1, dernier terme : 100, nombre

de termes : 100.

100 x (1+100) 100 x 101

S
2 2

= 5050.

MINI-EXERCICE 2
Suite arithmétique et amortissement

Un menuisier agenceur achete une raboteuse a 12 000 €. Elle perd 1 500 € de valeur

chaque année (amortissement linéaire).
1) Exprimer la valeur résiduelle V), en fonction de n.
2) Au bout de combien d'années la machine est-elle totalement amortie ?

3) Calculer la somme des valeurs résiduelles de I'année O al'année 8 : Vy + Vi +--- + V3



3. Suites géométriques

DEFINITION

Une suite (u,,) est géométrique s'il existe un réel g # 0 (appelé raison) tel que, pour tout

neN:
Upt1 = g X Up

On passe d'un terme au suivant en multipliant par la raison q.

ATTENTION

Pour qu'une suite géométrique soit bien définie, tous ses termes doivent étre non nuls.
Si un seul terme est nul, la suite ne peut pas étre géométrique (on ne peut pas diviser

par zéro pour retrouver g).

PROPRIETE — TERME GENERAL

Si (un) est géométrique de raison g et de premier terme uy, alors :

Unp = ug X q"

Plus généralement, pour tout p € N :

Up =up X ¢"°F

Terme général d'une suite géométrique

Up = Uy X q"




EXEMPLE — INTERETS COMPOSES

Un artisan du batiment place 10 000 € a un taux annuel de 4 % (intéréts composés).
Soit C,, le capital apres n années. Chaque année, le capital est multiplié par 1,04.

Donc Cp, = 10000 x 1,04". C'est une suite géométrique de premier terme Cy = 10000
et de raison g = 1,04.

Apreés 10 ans : Cqp = 10000 x 1,049 ~ 14802 €.

Evolution d'un capital de 10 000 € a 4 % d'intéréts composés

[ Capital C. (€)

22000

20000

18 000

16 000

Capital (€)

14 000

12 000

10 000
o1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Années (n)



3.1 Somme des termes consécutifs

PROPRIETE — SOMME DES (N+ 1) PREMIERS TERMES

Sig # 1,la somme des (n + 1) premiers termes d'une suite géométrique est :

_qn—l—l
Sp=wuo+ur+---+up, =1ug X

1—gq

Somme des termes consécutifs d'une suite géométrique (g # 1)

—q nombre de termes

S = premier terme x
1—¢q

ATTENTION — NOMBRE DE TERMES

Dans la formule, I'exposant de g est le nombre de termes de la somme, pas le rang du

dernier terme. Si on somme de ug a u,, il ya (n + 1) termes, donc l'exposant est (n + 1).

METHODE — CALCULER UNE SOMME DE TERMES D'UNE SUITE GEOMETRIQUE

1. Vérifier que la suite est géométrique (rapport constant).

2. Identifier le premier terme, la raison g et le nombre de termes.
_ qnb de termes
I—¢q

3. Appliquer : S = premier terme x

EXEMPLE — TOTAL DES INTERETS

Reprenons le placement de 10 000 € a 4 %. Calculons la somme des capitaux annuels sur

5 ans (pour un calcul fiscal par exemple) :

1—1,04°

— —1 St il

5 Co+Cl+ +C4 0000 x 1_1,04
S = 10000 x L= o litE — 10000 x — UG o ~ 54163 €.

—0,04 —0,04



MINI-EXERCICE 3
Suite géométrique et évolution de température

Un technicien en génie climatique observe que la température intérieure d'un local non
chauffé passe de 20 °C a 18,4 °C en une heure lorsque la température extérieure est de
0 °C. On modélise la température intérieure par une suite géométrique (77,) ou T7, est

la température (en °C) apres n heures.
1) Calculer la raison g de cette suite géométrique.
2) Exprimer T, en fonction de n.

3) Quelle sera la température apres 5 heures ? Apres 10 heures ?

4. Sens de variation d'une suite

DEFINITION

Soit (u,,) une suite numérique.

® (uy) est croissante si, pour tout n € N, up 41 > Unp.
® (u,) est décroissante si, pour toutn € N, u, 1 < u,.

* (u,) est monotone si elle est croissante ou décroissante.

METHODE — ETUDIER LE SENS DE VARIATION

On dispose de plusieurs techniques :

1. Etude du signe de wu,,. 1 — u,, : si u,11 — u, > 0 pour tout n, la suite est croissante.

Un41 ( Un+1

Un

2. Etude du rapport pour une suite a termes strictement positifs) : si >1

Up '
la suite est croissante.
3. Etude de la fonction associée : si u, = f(n) et f est croissante sur [0; +oo], alors

(u,) est croissante.




PROPRIETE — CAS DES SUITES ARITHMETIQUES ET GEOMETRIQUES

Type de suite Croissante si... Décroissante si...
Arithmétique de raison r r>0 r<0
Géométrique de raison ¢, ug > 0 g>1 0<g<1
Géométrique de raison g, ug < 0 0<g<1 g>1

MINI-EXERCICE 4

Sens de variation

, 3 1
Etudier le sens de variation de la suite (u,,) définie par u,, = :—:_2 pour n > 0.

5. Limites de suites

DEFINITION — SUITE CONVERGENTE

On dit qu'une suite (u,,) converge vers un réel £ si, a partir d'un certain rang, les termes

un deviennent aussi proches de £ que 1'on veut. On note :

lim wu, =/
n—-+00

La suite est dite convergente et £ est sa limite.

DEFINITION — SUITE DIVERGENTE

Une suite qui ne converge pas est dite divergente. Elle peut :

® tendre vers +oo ou —oo (divergence vers l'infini),

e osciller sans tendre vers aucune limite (ex. : u, = (—1)").




5.1 Limites de référence

Limites de référence a connaitre

Suite Condition Limite
q" -l<g<1 0
q" qg>1 +o0o
q" g=1 1 (suite constante)
q" g< -1 pas de limite
L 0
n
n,n?, \/n +00

5.2 Limites des suites arithmétiques et géométriques

PROPRIETE — LIMITE D'UNE SUITE ARITHMETIQUE

Soit (u,) une suite arithmétique de raison 7.

e Sir > 0,alorslim,_, u, = +o0.
e Sir <0,alorslimy, e up = —00.

e Sir =0, la suite est constante : u, = ug pour tout n.

Une suite arithmétique non constante diverge toujours.




PROPRIETE — LIMITE D'UNE SUITE GEOMETRIQUE
Soit (u,) une suite géométrique de raison g et de premier terme ug # 0.
e Si—1<gqg<1(oulq| <1),alorslim, ., u, = 0:lasuite converge vers 0.
® Sig>1,lasuite diverge vers +oo (selon le signe de uy).

® Sig =1, la suite est constante.

e Siqg < —1,lasuite n'a pas de limite.

Comportement de la suite géométrique u,, = uy X q" selon la valeur de g

[—19=08(converge vers 0) [__]q=1,1 (diverge)

[ a=-0,7 (converge en oscillant)

Uy

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1M 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Rangn

Bleu : ¢ = 0,8 (convergente) — Rouge : ¢ = 1,1 (divergente) — Vert : ¢ = —0,7 (convergente en oscillant)



5.3 Recherche de seuil — Approche algorithmique et tableur
METHODE — DETERMINER UN SEUIL A L'AIDE D'UN ALGORITHME OU D'UN TABLEUR

Lorsqu'on cherche le plus petit entier n tel que u,, < A (ou u,, > A), on peut utiliser :

1. Un tableur : on crée une colonne pour n et une colonne pour u,,, puis on repere
visuellement (ou avec une mise en forme conditionnelle) le rang cherché.
2. Un algorithme (pseudo-code ou Python) : on utilise une boucle tant que qui

incrémente n jusqu'a ce que la condition soit vérifiée.

Cette méthode est particulierement utile quand la résolution algébrique (par

logarithme) n'est pas demandée ou quand la suite est définie par récurrence.




EXEMPLE — RECHERCHE DE SEUIL

Probleme : La suite géométrique (u,,) est définie par u,, = 1000 x 0,95". A partir de

quel rang a-t-on u, < 100 ?

Approche tableur :
Cellule A Cellule B Formule en B
Al:n Bl:u_n
A2:0 B2:1000 =1000*0,95"A2

A3:=A2+1 B3:=1000*0,95"A3 recopier vers le bas

On recopie vers le bas et on cherche la premiere valeur de u,, inférieure a 100.
Approche algorithmique (Python) :

0
u 1000
while u >= 100:

n

n +1
1000 * ©.95**n

n

u

print("Le plus petit rang est n =", n)

Résultat : On trouve n = 45, car uyy = 1000 x 0,95 ~ 103,5 et
u4s = 1000 x 0,95% ~ 98,3 < 100.

In(0,1)

———— =~ 44,9, soitn = 45. V
In(0,95)

Verification algebrique : 0,95" < 0,1 < n >



5.4 Opérations sur les limites

PROPRIETE — OPERATIONS

Silimy 100 Un = £etlim, o vy, = £ (avec £,¢' € R), alors :

* limy ioo(up +vyp) =4+ 4
° lim, . o(u, Xv,)=£€x{
Uy, V4

—:?Siél#o
Un

° limn—H—oo

ATTENTION — FORMES INDETERMINEES

Certaines combinaisons de limites ne permettent pas de conclure directement. Les

formes indéterminées sont :
00 0
400 —o0, O0xo0, —, —
00 0

Dans ces cas, il faut transformer I'expression (factoriser, diviser par le terme

dominant...) pour lever l'indétermination.

METHODE — LIMITE D'UNE FRACTION RATIONNELLE
P,
apn -+

Pour calculer lim,, 100 —— :
bqnq _|_ .

1. Identifier le terme de plus haut degré au numérateur et au dénominateur.
2. Factoriser par n? au numérateur et n? au dénominateur.

3. Simplifier et appliquer les limites de référence.

Résultat :

a, n?

by nd

la limite est celle du quotient des termes de plus haut degré




EXEMPLE

3n2+5n—1
2n2+7

Calculer lim, oo

Les termes dominants sont 3n2 et 21’L2. On factorise :

—— 3

n

3n2+5m—1 n*(3+2—5r) 3+
2m2+7 n?(2+ % 2

7 7
2 F n—-+4o0o 2

+ |3

MINI-EXERCICE 5
Calcul de limites

Calculer les limites suivantes :

on — 3 ) n?+1

—— b
a) n—lgro—loo 2n+1 )

Jm o o) lim (3x0,95" +7)

5.5 Théoremes de convergence

THEOREME — SUITE CROISSANTE MAJOREE

Toute suite croissante et majorée converge.

Toute suite décroissante et minorée converge.

THEOREME DES GENDARMES (THEOREME D'ENCADREMENT)

Si, a partir d'un certain rang, on a v, < Up < Wy et silimy 00 Uy = limy o0 Wy =4,

alors :

n—-+o00




I 6. Applications professionnelles

6.1 Intéréts composés

MODELE — INTERETS COMPOSES

Un capital Cj est placé a un taux d'intérét annuel ¢ (en décimal). Apres n années, le

capital acquis est :

Cn:COX(].—I—t)n

C'est une suite géométrique de raison ¢ = 1+t > 1: le capital croit indéfiniment.

EXEMPLE — INVESTISSEMENT EN MATERIAUX

Un entrepreneur investit 25 000 € dans un stock de matériaux de construction. Cet

investissement se valorise de 3,5 % par an en raison de la hausse des prix.
Valeur apres n ans : V,, = 25000 x 1,035".
Apres 8 ans : Vg = 25000 x 1,035% ~ 25000 x 1,3168 ~ 32921 €.

Le gain réalisé est de 32921 — 25000 = 7921 €.

6.2 Amortissement d'un emprunt par annuités constantes

MODELE — ANNUITE CONSTANTE

Un emprunt de montant Cy est remboursé par n annuités constantes a a un taux annuel

t. Le montant de I'annuité est :

a:COX

1—(1+t)™




EXEMPLE — EMPRUNT POUR L'ACHAT D'UN ENGIN DE CHANTIER

Un chef d'entreprise emprunte Cy = 120000 € sur 5 ans au taux annuel

t =3,6% = 0,036.

Annuité constante :

= 120000 x & = 120000 x & = 120000 x 0,036 ~ 26653 €
“= 1-1.036"° 1—0,8379 0,1621 '

I

Il remboursera environ 26 653 € par an pendant 5 ans, soit un total de 133 265 €, dont
13 265 € d'intéréts.

6.3 Modeéle d'évolution — Refroidissement

Modélisation du refroidissement d'un batiment

Un technicien en génie climatique étudie la perte de chaleur d'un batiment dont le

chauffage est en panne. La température intérieure T}, (en °C) apres n heures peut étre

Tn = Text + (TO - Text) X qn

avec T la température initiale, T, la température extérieure et 0 < ¢ < 1 un

i
]
]
]
]
1
]
]
]
1
]
]
i modélisée par :
]
]
]
]
]
]
]
]
1
! coefficient dépendant de l'isolation du batiment.
]
1
]



EXEMPLE — REFROIDISSEMENT D'UN LOCAL

Données : Ty = 20 °C, Tery = 5 °C, ¢ = 0,92 (batiment moyennement isolé).

T, =5+ 15 x 0,92"

n (heures) 0 1 2 5 10 20

r 4

T, (°C) 200 188 17,7 149 115 76

Comme |g| = 0,92 < 1,0na 0,92" — 0, donc T,, — 5 °C. La température intérieure

converge vers la température extérieure.

Refroidissement d'un batiment — T}, = 5 + 15 x 0,92"

[ Température T. (°C) [ " ! Température extérieure (5 °C)
22

20

Température (°C)

O Y X o 0 W 0 N 8 @ P P o PR D

Heures (n)



MINI-EXERCICE 6
Application — Emprunt et intéréts

Un artisan emprunte 50 000 € au taux annuel de 4 % pour acheter un véhicule utilitaire.

Il rembourse par annuités constantes sur 4 ans.
1) Calculer le montant de ['annuité constante.

2) Compléter le tableau d'amortissement :

Année Capital restant da (début) Intéréts Amortissement Annuité
1 50 000 ? ? ?
2 2 ? 2 ?
3 2 ? 2 ?
4 2 2 2 2

L'essentiel du chapitre

Suite arithmétique (raison 7) Suite géométrique (raison q)

e Récurrence:Unt1 = Un + T IRl A=aleE 8 Ul il = 0] XX Wy

® Terme général : u, = uy + nr Terme général : u,, = uy X q"
n—+1)(uy+ u 1 _ g™+!

( ) (8o n) Somme:S:uox—q
2 Il = g

* Diverge toujours (si  # 0) ® Converge vers 0si|q| <1

Somme: S =



MATHEMATIQUES

Suites numériques
BTS | Exercices | Groupements B1, B2, C1, D1

Compétences travaillées :

® Reconnaitre le type d'une suite et calculer ses termes

Calculer des sommes de termes consécutifs

Etudier le sens de variation et la convergence

Résoudre des problemes concrets (intéréts, amortissements, évolutions)

| Connaitre et appliquer directement

Reconnaitre le type de suite

Pour chacune des suites suivantes, indiquer si elle est arithmétique, géométrique, ou ni

I'un ni 'autre. Préciser la raison le cas échéant.
aAu, =7+ 3n
b) v, =5 x 2"
w, =n>+1

d) t() = 100 et tn+1 = tn —8

Mes calculs :



Calcul de termes

1) (up) est arithmétique avec ug = 12 et r = —2,5. Calculer us, u1g et ugo.
2) (v,,) est géométrique avec vy = 800 et ¢ = 0,9. Calculer vy, v et vyg.

3) (w,,) est arithmétique avec wy = 17 et wy; = 29. Déterminer 7, wy et wys.

Mes calculs :

Calcul de sommes

1) Calculer S=5+8+11+ 14+ --- + 62.

2) Calculer S=3+6+12+24+---+ 3 x 2°.

n
3) Calculer Z 4 x 0,5% en fonction de n, puis déterminer sa limite quand n — +oo.
k=0

Mes calculs :



(Y Limites directes

Déterminer les limites suivantes :

a) lim (3n — 100)

n—-+00o

b) lim 7 x 0,8"

n—+00o

. n+1
¢) lim
n—+oo N — 3

d lim (12—5 x 0,6

n—-+0o0o

________________________________________________________________________________________________________________________________

Mes calculs :




| N\ Appliquer et calculer
Intéréts composés — Placement financier

Un artisan place 15 000 € sur un livret a intéréts composés au taux annuel de 2,8 %.
1) Exprimer le capital C,, apres n années.
2) Calculer le capital apres 6 ans.

3) Au bout de combien d'années le capital dépassera-t-il 20 000 € ? (On pourra utiliser la

calculatrice ou le logarithme.)

4) Calculer la somme des capitaux de I'année 0 a I'année 5: Cyp + C1 + - - - + Cs.

Mes calculs :



X3 Sens de variation et limites

: : e 2n? — 3
Soit la suite (u,) définie pour n > 1 par u,, =

n2+n

1) Calculer uq, us, us et uyy.
2) Etudier le sens de variation de (u,,) en calculant le signe de un+1 — n.

3) Déterminer lim w,.
n—-+o0o

4) La suite est-elle majorée ? Minorée ? Bornée ?

Mes calculs :



Evolution de la production d'un atelier

Un atelier de menuiserie produit 240 panneaux la premieére semaine. Chaque semaine,

la production augmente de 15 panneaux grace a l'optimisation du processus.

1) Modéliser la production de la semaine n (n > 1) par une suite (P,). Quelle est sa

nature ?
2) Quelle sera la production lors de la 12e semaine ?
3) Calculer la production totale sur les 12 premiéres semaines.

4) A partir de quelle semaine la production dépassera-t-elle 400 panneaux ?

Mes calculs :



| WU Analyser et résoudre

CEITE: B Amortissement d'un emprunt par annuités constantes

Une entreprise de travaux publics emprunte 200 000 € pour I'achat d'une grue. Le taux

annuel est de 4,2 % et 'emprunt est remboursé en 8 annuités constantes.
1) Calculer le montant de 1'annuité constante a.

2) Construire le tableau d'amortissement pour les trois premieres années.
3) Calculer le colt total du crédit (total des intéréts versés).

4) Si I'entreprise souhaite que I'annuité ne dépasse pas 30 000 €, quelle durée minimale

doit-elle choisir ?

________________________________________________________________________________________________________________________________

Mes calculs :



SCIX A Suite définie par récurrence — Convergence

On considere la suite (uy) définie par ugp = 10 et up+1 = 0,7 u, + 6.
1) Calculer uq, uy, usz et uy.

2) On admet que (u,,) converge vers une limite £. Déterminer £ en résolvant

£=0,74+6.

3) On pose v, = u, — £. Montrer que (v,,) est géométrique. Préciser sa raison et son

premier terme.
4) En déduire l'expression de u, en fonction de n.

5) Retrouver la limite de (u,,) a partir de I'expression explicite.

Mes calculs :



Refroidissement d'un batiment en panne de chauffage

La chaudiere d'un immeuble de bureaux tombe en panne. La température intérieure,

initialement a 21 °C, diminue selon le modele :
Tp = Text + (To — Text) X q"
ou Text = 2 °C et ¢ = 0,88 (n en heures).
1) Exprimer T}, numériquement.
2) Compléter le tableau pourn =0, 1, 2, 3,5, 10, 15, 20.
3) Déterminer la limite de T,, quand n — +oo. Interpréter.

4) Au bout de combien d'heures la température passera-t-elle sous 14 °C ? (Utiliser la

calculatrice ou le logarithme.)

5) Le technicien doit intervenir avant que la température ne descende sous 10 °C pour

éviter le gel des canalisations. De combien de temps dispose-t-il ?

Mes calculs :



(T REE Limites — Formes indéterminées

Lever l'indétermination et calculer les limites suivantes :

n® —2n%+1
a) lim
n—-+o0 5n3 +3n

b) lim (\/712 +3n — n)
n—-+0o
) lim 37+ 2
¢ n—+oo 3% — 27

Mes calculs :



| Approfondir et modéliser
Modélisation — Concentration d'un polluant

Un bassin de rétention d'eaux pluviales contient initialement 500 mg/L de polluant.
Chaque jour, un systeme de filtration élimine 15 % du polluant, mais les eaux de

ruissellement apportent 20 mg/L de polluant supplémentaire.
On note P, la concentration (en mg/L) au jour n.

1) Justifier que Pp4+1 = 0,85 P, + 20.

2) Calculer les concentrations Py a Ps.

3) Déterminer la limite £ de (P,) en admettant sa convergence.

4) Poser v, = P, — £. Montrer que (v,,) est géométrique et en déduire l'expression de

P,
5) Au bout de combien de jours la concentration sera-t-elle inférieure a 150 mg/L ?

6) La norme autorise une concentration maximale de 140 mg/L pour le rejet dans le

milieu naturel. Le systeme de filtration est-il suffisant a long terme ?

Mes calculs :



Comparaison de deux offres d'emprunt

Un entrepreneur du batiment hésite entre deux offres pour financer 1'achat d'un

chariot élévateur a 40 000 € :

e Offre A : taux annuel 3 %, remboursement en 5 annuités constantes.

e Offre B : taux annuel 2,5 %, remboursement en 7 annuités constantes.
1) Calculer le montant de I'annuité pour chaque offre.
2) Calculer le cott total du crédit pour chaque offre.

3) Quelle offre est la moins colteuse en termes d'intéréts ? Quel autre critére pourrait

influencer le choix ?

Mes calculs :



Suite et théoreme de convergence

Soit la suite (uy) définie par ug = 1 et up+1 = v 2up + 3.

1) Calculer uq, us et ug (valeurs approchées au centieme).

2) Conjecturer le sens de variation et la convergence de la suite.

3) Montrer par récurrence que, pour toutn > 0,0 < u, < 3.

4) Montrer que la suite est croissante en étudiant le signe de up+1 — un.

5) En déduire que la suite converge, puis déterminer sa limite.

i Mes calculs :



Probleme de synthése — Rentabilité d'un panneau solaire

Un technicien en énergie installe des panneaux solaires sur le toit d'un entrepot. Le
cout d'installation est de 18 000 €. La premiere année, les panneaux permettent une
économie de 2 400 € sur la facture d'électricité. Cependant, le rendement des panneaux

diminue de 1,5 % par an.

On note E,, I'économie réalisée lors de la n-iéme année (n > 1).

1) Justifier que (E,,) est une suite géométrique. Préciser son premier terme et sa raison.
2) Exprimer E,, en fonction de n.

3) Calculer I'économie totale cumulée sur les n premieres années :

Sn:E1+E2+"'+En.

4) Déterminer le nombre d'années nécessaires pour que l'investissement soit rentabilisé

(S, > 18000).

5) Calculer I'économie totale théorique sur une durée infinie. L'investissement est-il

toujours rentable ?

6) Un concurrent propose des panneaux a 15 000 € avec une économie initiale de 1 900 €
et une perte de rendement de 1 % par an. Quelle offre est la plus avantageuse a long

terme ?

i Mes calculs : :



| Algorithme et tableur — Recherche de seuil

Seuil d'une suite géométrique — Tableur et algorithme

Un technicien en génie climatique modélise la concentration résiduelle d'un produit de
traitement dans un circuit de chauffage. Apres chaque purge hebdomadaire, la

concentration est multipliée par 0,88. La concentration initiale est de 500 mg/L.
On pose C;, = 500 x 0,88" la concentration apres n purges.

1) Recopier et compléter le tableau de valeurs suivant (arrondir au dixieme) :

Cn 500

2) La norme impose que la concentration soit inférieure 2 50 mg/L avant le rejet.
Déterminer, a I'aide d'un tableur ou d'un algorithme, le nombre minimal de purges

nécessaires.

3) Tableur : Décrire la feuille de calcul que vous utiliseriez (contenu des cellules A1, B1,

A2, B2, formule a recopier).
4) Algorithme : Ecrire un programme Python qui affiche le rang n cherché.

5) Vérifier le résultat par le calcul algébrique (logarithme).

Mes calculs :



Seuil d'une suite définie par récurrence — Algorithme

Un bassin de rétention contient initialement 400 mg/L de polluant. Chaque jour, un
systeme de filtration élimine 12 % du polluant, mais I'apport quotidien est de 15 mg/L.

On modélise la concentration par :
P, =400 et P,,,=0,88P,+ 15

1) Calculer Py, P» et Ps (arrondir au dixieme).
2) Déterminer la limite £ de cette suite (en admettant sa convergence).

3) Cette suite n'étant pas explicite, on ne peut pas résoudre algébriquement P,, < 150.
Ecrire un algorithme en Python qui détermine a partir de quel jour n la concentration

passe sous 150 mg/L.

4) Adapter 'algorithme pour afficher le tableau des valeurs Py, P, ... jusqu'au rang

trouvé.

Mes calculs :
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I Exercice 1 — Modes de génération (3 pts)
Soit la suite (u,) définie par récurrence par ug = 4 et, pour tout n € N, up1 = 3u, — 5.

a. Calculer uy, us et us. (2 pts)

nz—1

b. Soit la suite (v,) définie explicitement par v, = 5 Calculer vy et vs. (1 pt)

I Exercice 2 — Suite arithmétique (4 pts)

Une machine de production est amortie linéairement : sa valeur résiduelle (en €) forme
une suite arithmétique (uy,) telle que up = 18 000 et de raison » = —1200 (perte

annuelle).

a. Exprimer u, en fonction de n, puis calculer us. (1,5 pt)
b. Au bout de combien d'années la valeur résiduelle s'annule-t-elle ? (1 pt)

c. Calculer la somme S = ug + u1 + - - - + u1po (les 11 premiers termes). (1,5 pt)

I Exercice 3 — Suite géométrique (4 pts)

Un capital de 8 000 € est placé a intéréts composés au taux annuel de 3 %. On note C,, le

capital (en €) apres n années : Cy = 8 000.

a. Justifier que (Cy) est géométrique et préciser sa raison gq. (1 pt)

b. Exprimer C,, en fonction de n, puis calculer Cs (arrondir a I'euro). (1,5 pt)

c. Calculer la somme Cy + C1 + C2 + Cs + C4 (les 5 premiers termes). Arrondir a
'euro. (1,5 pt)

I Exercice 4 — Sens de variation (4 pts)

2n+1
n+1"

On considere la suite (u,,) définie pour tout n € N par u,, =

a. Calculer ug, u; et us. (1,5 pt)



variation de (uy). (2,5 pts)

I Exercice 5 — Limites (5 pts)

Déterminer les limites suivantes en justifiant.

-7
i 1
a ngﬁloo n+3 ( & pt)
,n2
b. lim (1,5 pt)

n—+oo 3n + 1

c. lim (5x0,8"—2)(1pt)

n—+00

d. On donne la suite géométrique u,, = 3 x 1,5". La suite converge-t-elle ? Justifier.

(1 pt)



